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¸ wgx�w=¹ {

u′(t) = f(u(t)), t > 0,
u(0) = u0 > 0,
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f(u) =
up ���g� p > 1
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u(t) = Cp(T − t)−1/(p−1),
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x ∈ Ω
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ut = F(u), t ∈ (0, T ), u(0) = u0,
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���g�`°7�(���<°7�(§f�V���<���<��� � �<� x« �g�e���³�]�<�7�H���V�(�������±���H����� � �<�V�V���<�H�V�:�H���q���(�
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ut = ∆um + up,
���

Ω× (0, T ),
u = 0,

���
∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, x ∈ Ω,
�����(���(�<�����(���`�<���<�]�<�(�

Ω
x

��� « �V�g�(�����¤�<�����g�����g�(�(�������g�(���K�(���z���(�¤�<�(���(�������(�>�<������¦

¸ wgx 1 ¹






ut = ∆um,
���

Ω× (0, T ),
∂u
∂η

= up,
���

∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, x ∈ Ω.
« �W�]�

m = 1
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m > 1
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0 < m < 1¸ �������<�����<���(�2�(��¢j�(�V���g�	�H¥<�(����� ¹Dx

7 x��K}p~������������¤�-~,{ �(�!�B{@|"�*{�~#�c��{!�����
· �g�(�V���(���V�����g�f�����(�V�����������(�#�<�����-�V���g�(�����7�H���(�V�g�(�����¤�

¸@7 x�w=¹






ut = ∆u + up,
���

Ω× (0, T ),
u = 0,

���
∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, x ∈ Ω.
H �p���p���W�H�`���(���X� �<�

u0(x)
���K�V���g�(� �<� ¸ ���<���e�W�H�(�e���V�����g���[����� �<�V�g���(���H�c�(�

���O�H���<�O�H§����(��� ¹ ���7�H�g�(�����i�D²����O�H���(���'&(�(���>�e�V�g���(�����g�����W�]�`���O�]���(�V�g�(�����¤�[£
���f�V���g�(���<� x H ���	���`���<�V�g�(¦��(�e�����q�g�O�]�������<�¨�H���>¡g���z�V�>�<�����&���W�H�e���(����� �<�B£
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	���
 ���`�V�g���(�����g�¨�(�
ut = uxx + up ��� (−L,L)×

(0, T )
�D²��(���<�]�<�(�(�e���¨�H�������q�[¯��(���H� x

�����(�g�����(���
Ω
¦7ª��>£`���W�H�g�_���(����� �<�����m���<�H�2���g�_�����<�����_�D²����O�H�z�(�e�H�������q��¯��(���H�

T
���*���m°7�(��� ���V�g���(�����g���(�t¬V�¨�(�e�D²����O�H��� x'$ �*���O�]�`�H�������q�	�c���(�V�V�e°7�(�e� �

�V�g���(�����g���H�����(�(���`����¯��(���H�(¦����f�(�������

lim
t→T

‖u(·, t)‖L∞(Ω) = +∞.

· �g���:£#�*ª(�����g�e�(���Dª(�µ�����O�H�¨¢j���(�g�����(�*�V�������(���(�g���������������������������
 ���!"�#�%$&�#�  �('*)+�,�.-&/102��3 x
« �W�]�����O�H�i�(�V�g�(�����¤�2�V�i���g�(�c�������V���V�(�(���O�]�<�f��� �<���(�V���g�(�#�]�<�U�����(�����g���=�

���<�z�<�#�H���V���g�V�����#�H�
¸ w=¹';�= ��£©�(���5)��t�(�?> H �8¦U�V�

u0
���¤�V��¯��������#�H�������#�H���g�H�<�(�(� x54 ¥<���(�V�D�

�����H�<�����#�H�<¦U�V�¨�H�����(�¨� �:�V���g�(�����7�H�	�>�<�H�<�X�H���V� � �<�����g�±�(��� �<�`�V�g���(�����g�(���e°7�(�
�D²��(���<�]�<��:m���g�(�V���(���V�����g�

Φ(u)(t) ≡

∫

Ω

|∇u(s, t)|2

2
ds−

∫

Ω

(u(s, t))p+1

p + 1
ds.

$ � / 2 ¦ w 8�4 ¦7�V�f�(�V�(�����2°7�(�z�(�����V�g���(�����g�`�D²��(���<�]�����e�H�������q��¯��(���H���H��£`�V�g���
�V���D²����O�H�¤�(�µ�H�������q�

t0
���g�

Φ(u)(t0) < 0
x 
 �´�>¥<���X�(�����(���V���X�H���[�(���O�H�H�

���<�(���(�`���W�H�����(����� �W�
u0 6= 0

���#�H�g�(�����
Φ(λu0) < 0

�V�
λ
�X�m�V��¯��������7�H�������#�H�

�g�H�<�(�(� x
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¸@7 ¹ ;=· ��¥<�(�(�A> $ �n¢j�(�(�����g���<�
Φ
�]�<�`�(� +��:�V���O¡g�[���<�H�����O�H���¤�<�i���n�H�������q�

�(�2�(����)��t�(�
T
£#�e°7�(�2���(���(���

lim
t→T

Φ(u)(t) = −∞,

£���� / D��54 �V�[�(�V�(�����¤°7�(�[���<�H���H�������q�g�z�����V�>�<�(�g���<�@�H�������q���(�[�D²��(���g�V���g�
�V��¡g���V��¯��>�

(T − t) ≤
C

(−Φ(u(t)))
p−1
p+1

.

¸B1 ¹�;�C �g�(�(��> �-� �<�¤�<�e�g�
B(u)

�<�f���g�W¬O�(�7�H�´�(���(�(�#�H�g�
x ∈ Ω

�]�<�����
°7�(�

u(xn, tn) ↗ +∞
���<�H���<���g�(���	�V�(�����V���g�

(xn, tn) → (x, T )
x�« �<�H�¨���

�>�<�V�³�(�(���(�������(�V���<���<� ¸
Ω = (0, 1))

�V���H�<�q�¤°7�(���������g�W¬O�(�#�H�³�(�¤�(����)��t�(�
¸
B(u)

¹ ���O�]¥f���7�>�<��� � �<�(�K����¯��(���H�g�-�(�(�#�]�<�>¦W���@�(��������¦=�D²����O�H��� x1, . . . , xk �]�<�����
°7�(�

u(xi, t) → +∞
�����<�(�(�

t → T
£

u(x, t)
�B���V�¤�<�(�������<���<�]�<����ª��<�O�]�

�H�������B�
T
���<�H���H�c�(�

x /∈ {x1, .., xk}
¸ ¡#��� / w 1�4 ¹DxN$ �O�H���(�¨�����������O�H�¨���<�H�

�(�������(�V���g�(�X�i�¤�>£g�g�V����¦p�(�g�(�(�[�������g�W¬O�(�#�H���(�[�(����)��t�(���(�(���(�`�V���i���(�����(�V�
�(���µª(���B���V�V�(�q���O¯������ x « �(���(��� �g���H���(���V�V�³���S¬O�g�V���¤�>�<�H�<�X�H���V� � �<�����g�(���¤�(���
���g�W¬O�(�#�H�

B(u)
�V���V�U�H�����(������¢j�g�V�¤�W�����<���V�g�(�V�K�������W�H�����(����� �W� ¸ �q�g�n�S¬O�����(���(¦

�V�����X�H�V§ � ¹Dx
¸ED ¹';=· �g���A> $ �f���g���B�g�O�]�<�������#�H���<�V���7�H�<�H�����:���®���g�`�(�(�#�H�g���(�g�(�(�

u�D²��(���<�]�`���O�]¥e���<�(�e�q�g�

u(xi, t) ∼ (T − t)−
1

p−1 ,
¸ �]�<�H�`�(�2�(����)��t�(� ¹

�(�g�(�(�
f(t) ∼ g(t)

�V���g�(��¯��>�i°7�(���D²����O�H���`���g�(�O�]�<�7�H���,�q�g�V���H��¡<�<�
C1

¦
C2

�]�<�����
°7�(�

C1g(t) ≤ f(t) ≤ C2g(t)
¸ ¡g��� / 7	2 ¦ 1	1 ¦ 1PD�4 ¹Dx 4 ¥<�z�P&(�&¦��V���H�����(�

lim
t↗T

(T − t)
1

p−1 u(xi, t) = Cp.

« �V�g�q�g�(�����g�m���#�H�g�(��������+X�H�7�(�g�m�c�(��+��V�����g�,���<�H�����O�H�f�(�V�g�(�����¤�z£`���O�H�c�
�(� �<���g�����m���g���q�g�O�]�<�������#�H�¨�<�V���7�H�<�H���X�¨�(�e� �<���V�g���(�����g�(��� x¤· �g���¨�(�V�������
���<�V�e���<�H�[���7�H�V�7�(�(���������g����+X�H�c�(�g�K�7�(��+��V�����g�K�(� �W�7�H�>�<���g���(�¨��+X�H�c�(�`�(�
��§��(�>�<� x �@�����(�����(�����O�H���H���B�³�(���'+X�H�c�(�g�����`�(���V���V�X�H� � �<��� �¨¡<�<�V� �<�(�������S�
���<��� �<� ¸

x
¹ ¦f�¤�<�#�H���(�����(�(�©� �*¡<�<�V� �<�(�����H���e�q�g�H�<� ¸

t
¹ ���g�#�H���c��� x C �:���O�]�

¢j�g�V�¤�i�H�c���<�_� �<�m�(���V��¡W�<���<�����V���<��� �W�����_�(���H�<���<�V���������q���V���V�z�¤�<�#�H�����(���e� �<�
�(���V��¡W�<���<���H�����q�g�H�<������¦n�g���H���(�,+��(�(�g�V���(�´�V���O�H���¤���(�¤�������<�����g�(���[�g�V�(�����=�
�V� �<� x	« �<�H��� �	�(���V���V�X�H� � �<�����g�*���V���<��� �<�_���g�(�V���(���H�<���g���(�µ��+X�H�c�(���g���(���H�<�
���g��ª(���q�<�H���V�����<�(�������<���<� x 4 ¥<���(�V�������H�<�����#�H�<¦(�V�(�B�g�(�����g�K°7�(�����<�H���>�<���
h > 0

¸
h
�������m���W�]¥W���X�H�V�	�(���m��+X�H�7�(� ¹ �H���(�����g���(�����g�W¬O�(�7�H�¨�(�`�(�c�(�g�

{x1, . . . , xN} ⊂ Ω
¸
N = N(h)

¹ ¦&£³°7�(�`� �	�<�(�V�>²����¤�<�����<�³�7�(��+��V���>���(�
u�������g�_�(�7�(�g�

xk

¦#¡c�����(�z���<���2�B�g�
U(t) = (u1(t), . . . , uN (t))

x%$ ���(�������_°7�(�
uk(t)

�<�(�V�>²����¤���
u(xk, t)

x H �(�B�g�(�����g�K���#�H�g�(�����f°7�(�
U(t)

���K� ���V�g���(�����g�
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�(�2�(���V���O�H���¤�[�(�2�������<�����g�(���z�g�V�(�����<�V� �W���(�2� �[¢j�g�V�¤�
¸@7 x 7 ¹

MU ′(t) = −AU(t) + MU p(t), t ∈ [0, Th),
���g�³���W�H�����(����� �<�

uk(0) = u0(xk)
xK$ � ¸@7 x 7 ¹ £��(�`�<°7�(§n���:�<�(��� �<�7�H���H�7���<�

� �<�i�g�q���H�<�����g�(�������#�H�V�[¡g���X�H�g�V���2�V�`���7�H�����(�(�������c�g�V�(�����W���¨�����c�g�V�(�����<��� x
�@�<�z�¤�W�H�V�������

M,A ∈ R
N×N �(���q���(�(�����(�

h
£��(������+X�H�c�(�¤�7�(��+��V�����¤���

���(���O�H���g� xK$ �O�H�[�H���q�¤�(�[�V���O�H���¤�<�i�V�`�g���H���X�(�[�����<�(�(�	�V�`�<�(�����>�<����+X�H�c�(�g�
�(�2�(��¢j���V���(��� �<��¯��(���]�<�K�e�����������#�H�g�K¯��(���H�g� x
« �<�¤�S¬O�����(���(¦����¶�(���µ�(�������(�V���g�±���V���<��� �<�z���g�(�V���(���H�<���g�

Ω = (0, 1)
¦

h = 1/N
¦����g�K�(�7�(�g�

xi = ih (1 ≤ i ≤ N)
£¨�<�-�<�(�����>�<���(��¢j���V���(��� �<��¯��(���]�<�

�����#�H�H�<���<�`�:�����������#�H�g��¯��(���H�g�[���<��¤�<�V�[���(���(���(� ¸ ���©���O�H�¨���<�V�*�<�[�q�g�
��+X�H�7�(�g�f�X�g���(�����(��� ¹ ���-�V���O�]�X�¤� ¸@7 x 7 ¹ �H�g�¤�[� �[¢j�g�V�¤�

u′i(t) =
ui+1(t)− 2ui(t) + ui−1(t)

h2
+ up

i (t), 2 ≤ i ≤ N − 1.

C ���������g�¤°7�(�³� �<���V�g���(�����g�(���¤�7�(��+��V���>�<���H�����(��� �(����)��t�(� �V�z�D²����O�H�³�(�
�H�������B�[¯��(���H�

Th
�]�<�&°7�(�

lim
t↗Th

‖U(t)‖∞ = lim
t↗Th

max
j

uj(t) = +∞.

$ �����,�V���O�H�¨�(���,�H�H�<���=¬O�	�(���(�<�]�<�V�����g�����g�
T
�<���H�������q���(�e�D²��(���g�V���g�:�(�

� �³�V�g���(�����g�©���g�#�H���7����¦����g�
h
�<�����<�H¥<���X�H�V�:�(�¨� �³�¤�<������£©���g�

Th
�:���g�

�H�������B�g�f�(���D²��(���g�V���g���(��� �W�z�<�(�V��²����¤�W�����g�(���K�c�(��+��V���>�<� ¸ �V�@���z°7�(�����O�]�<�
�D²��(���<�]�<� ¹Dx
$ �_�<��¥<�����V�����7�(��+��V�����¨�(���H�<�V�V�g��� �<�(��ª��<�O�]�¨���,���g�����7�H���V�g�(�V�e���O�H�e�H���B�

�(�¨�(�V�g�(�����¤�<�[�H�7����¡c§ �³�������V�>�<�V�µ���±�V��� �<�����g���� ���H���g�V§ �:���g�#�H���7��� ¸ ¡#���
/ � ¦ 7PI54 ¹Dx�� ���g�(�(�g�f�H�H�<���=¬O�g�z°7�(���H�H�W�]�<���V�g�(�V�[�<�(�V�>²����¤�<�����<�(���z�7�(��+��V���>�<�
���g�¨�¤�<��� �W�U¯<¬V�<�f�V�g� / w ¦ 7 ¦ w D ¦ D w 4 x
$ � / w ��4 �V���(���H�<�V�V�g��� ���(�¨�<���g�g�V���V����°7�(���V�X¯����`� ���¤�<���������V���<��� �<�&�[���D�

�(�����¨°7�(���>¡<�<� � �����_�H���X���q���<�(�V��¡g���Dª��<�(�(�³� �	���7¡W�<�V� �<�(��� �	�(�¤���V�>�<� �¨°7�(�
�B�g�V�����´� �<���V�g���(�����g�(���2�(�e���O�]���������<�����g� x�$ � / wgw ¦ w 7 ¦ 1	I�4 �V���(���H�<�V�V�g��� �<�
���g�_�(���(�g�e�����<�(�g�%! ���2����� !  �	� !   �#��
��m���g�¤���B�g�c¬O�X�H��¡g���(�z�V���(�V�7�(�(���������
���g���B�g�O�]�<�������#�H���<�V���#�H�<�H�����¨�(��� �<�2�V�g���(�����g�(��� x�$ �O�H�g����+X�H�c�(�g���]�<�`�(�,+��
ª��<�������(�V�	�(�`� �¤���7¡W�<�V� �<�(��� ���(�`���V�>�<� �<���(�`� �<�i�V�g���(�����g�(��� xNH �n�(�����:���O�H�g�
��+X�H�7�(�g�K�V�g�¨���g���¤¥<�����H����� � �<�(�g��¦��V�g���`�V���O¡g���¨���<�H�`���7�(�����g���(�(���(�������(�V���W�
���<������£	�(�e�V�2�q�g�V�������(�����g�O�H�H�<�����g�(���f�V���g�(�V�g�H�<���V�g�(�V�2�V�����g�7¡g���V�g���(��� �`£
���g���B�g�O�]�<�������#�H�e�<�V���#�H�<�H����� x
� �H�V�g���H�H�<���W¬O�g�2°7�(�������V�������µ�V���������(�����g���<�(�g�2�V�g� / I ¦ M ¦ w � ¦ 1	M ¦ D3I54 x

$ � / ��4 �V�2�V���V�(���������g���H�X�H�(���D�W�(�g�f���g�#�H���(���(�g�f�������O�H�g�i�<�O�H§����(���g� x
$ ��H�7�(�g�`���g�`��+X�H�7�(�g�`�7�(��+��V�����g�`°7�(���<���<��� � �<�e�g���V�¨ª��:�(�V�g���<�(��� �

���g�#¡g���V�g���(��� �©�(�³� �µ�V�g���(�����g�(���¤�(���V���V�X�]�<�¨�µ� �µ���g�#�H���7���´���¶�V���g���g�(�������
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�(�g�(�(�
u
���_�V���g�(� �<��¦g�¤¥<�m�(�V�������H�<�����#�]�W¦7���(�H§��(�������V���V�(���]�<�(�2�(�f���g�#¡#�X�H�<���c�

��� �`°7�(���V���g���H�����(�����z�(��� ��¢j�g�V�¤� :m���<�(�
τ > 0

�D²����O�H�
C = C(τ) > 0

�]�<�
°7�(�<¦

‖u− uh‖L∞(Ω×[0,T−τ ]) ≤ Chα,
�(�g�(�(�

uh
���f�(���e���#�H���V�q�g� �<�X���g�	�(�

U
x

�z�������(�z���V�q���H�<���(�����S¬O�g�m�H�X�H�(���D�W�(���(�z���g�#¡g���V�g���(��� �����¤�����V���7�H���(���(�
�g���H���(����¦p�q�<�i�S¬O�����(���¤���g�#¡g���V�g���(��� ���(������+X�H�c�(�¤ª��<�O�]���H�������q�

T
£#�¤°7�(�

� ���V�g���(�����g���(���H�<�V�V�g��� ���(���[�V���(�g�(� �<�V�����<�¤���¨���V�����g�����#�H� xm« �<�H�[°7�(�����O�H�
�7���(�V�H�	�(���q���V§ �����<�H�<��¦@�B�g�����	�����(�g��¦-°7�(�

T
£

Th
���g���(�������<�&¦-���	�����<�,�(�

���f�������O�H�e�����g���(���H�<�8¦(�(�-�V��°7�(�����H�`�����X�-�>�<�V���(�2�(���e�������<�����g���g�V�(�����<�V��� x
$ � / 1 w 4 �V���X�g�(�V���(���H�<�¶�<�(�V�>²����¤�<�����g�(�X���7�(��+��V���>�<�����<�H�����z�(�V�g�(�����¤�

¸@7 x�w=¹ ���©�(���³�(�������(�V���g� x H �	�(�V�(�����³°7�(�	�D²����O�H���©�V�g���(�����g�(���[�7�(��+��V���>�<�
���g�©�(����)��t�(�´�V�U£µ�V�g���³�V�

p > 1
x*« �<�H�³�(���V���V���(����� �³�<���<�V�������<�´�(���(����)��

�(������� �<�z�<�(�V�>²����¤�<�����g�(�X�f�7�(��+��V���>�<�f�V�����H����� � �[�(���`¡#���V�V���g���(���V���V�X�]���(���
¢j�(�(�����g���<�

Φ
�(���V���V���H�¤�<�#�H���V���g�V�����#�]��:

Φh(U) =
1

2
〈A1/2U,A1/2U〉 −

1

p + 1
〈MUp, U〉.

�@�<���V�g���(�����g�(�����(���V���V�X�]�<���(�����O�H���(�V�g�(�����¤�¨�D²��(���<�]�<�´�V�_£*�V�g�����V�U�D²����O�H�
�(�	�H�������q�

t0
�������-°7�(�����&¢j�(�(�����g���<�

Φh
�V�2ª��<���2�(���#�W�H��¡g� x

· �g���±���O�]��>�<�H�<�X�H���V� � �<�����g� �����V���������<�	�� �©�(���2�(�V�g�(�����¤�´���g�7�H���7�(�(¦
�����(� �<�#�H�,���O�]�f�(�V�g�(�������<�2�V�_�(�(���(���(�V�g���<�-°7�(�_�V�#� ���V�g���(�����g���(���#�(�V�g�(�����¤�
���g�#�H���7�(�:�D²��(���<�]�³���©�H�������B��¯��(���H�(¦m���#�H�g�(�����e���³�����V���³���¤�c���(�V�V�¨�³� �<�
�(���K�(���V���V�X�H�����<�H�

h
�V��¯��������#�H�������#�H���q��°7�(���(� x � �(���¤¥<�`���O�H�¨¢j�(�(�����g���<�

�B���V�����H���g���H���(���_���<�]�<�m�V�g�(�V�f� �i�(���O�]�<�(��� ���<���H�������B���(�K�(���5)��t�(�`�V���������<�O���
��� �<�z°7�(�[�V���H�����(���³���<�H�����n�(�V�g�(�����¤�e���g�#�H���c�(�(¦q°7�(���H���V¡g���³���<�H�¤�(�V�g���<�
���g�#¡g���V�g���(��� �*�(�����g�[�H�������q�g�`�(���D²��(���g�V���g� ¸

Th → T
�����<�(�(�

h → 0
¹Dx

H ���¤���[���<�V�g�(¦c���H����� � �<�(�(���<�H�V�[����¢j�7°7�(�<¦(�q�7�(�����g���<���<�]�<�U���q�g�V�(�����(�����O�]�
���g�#¡g���V�g���(��� � x
H �z�(�(���(�z�(�V�g���<�_°7�(�z� ���]�<�H�2�(�z�D²��(���g�V���g���(�f� �<�_�V�g���(�����g�(���_�7�(��+��V���>�<�

���U� �������V�¤�2°7�(�������(���p�(�V�g�(�����¤�2���g�#�H���c�(��£��¤¥<���P&(�&¦c��� / 7PM54 �V���(�V�(�����
°7�(�2�D²����O�H�2�(���e���g�(�O�]�<�#�H�

C
¦����(�(���q���(�(�����#�H�2�(�

h
�]�<�&°7�(�

‖U(t)‖∞ ≤ C(Th − t)−
1

p−1 .

$ �O�]�����<�]���V���O¡g�<¦U�X�7�H�V�¨�<�H�H�<�e���g�H�<��¦U���W�]���<���<�]�<�`� �³�(��¢j���V���(��� �:�(�¨���g�
�H�������B�g�i�(�[�D²��(���g�V���g� x H �(�q�g�(�#�<���g�i°7�(�[���n��+X�H�c�(���7�(��+��V���������:���g�(�V���
�(���H�<�����g�	���f���g�(�V���O�H���7�H�2�(�2�g�V�(���

α
¦(���f�(�������K°7�(��� �<���V�g���(�����g�(���K�(� ¸@7 x�w=¹

¡g���V��¯��>�<� ¸ ��� �W�¤�<�(�(�
zi(t) = u(xi, t)

¦
Z(t) = (z1(t), . . . , zN(t))

¹

MZ ′(t) = −AZ(t) + MZp(t) + ε(t, h),



� �������	��
�������������������������� �!��"���#�

���g�
‖ε(t, h)‖∞ ≤ Chα(T − t)−θ x $ ��� +��V�����(� C(T − t)−θ ���[�(���³���<�]�

���<�H�z� �<���(���V��¡<�<���<�n�(�
u
x�� �=¬O�����O�]�i�V�(�q�g�V�������g��� �f¢j�(�(�����g���(�����V�V�g�

E(t) =
Z(t)− U(t)

¡g���V��¯��>�

ME ′(t) = −AE(t) +
Zp(t)− U p(t)

Z(t)− U(t)
E(t) + ε(t, h).

H �>�����7�H�g�(�����
t0
�����(�V���e���f�H�������B�����³°7�(�

‖E(t0)‖∞ = 1
¸
t0 > 0

���<�H�
h�V��¯��������#�H�������#�H���B��°7�(���(� ¹Dx�$ �

[0, t0] E(t)
¡g���V��¯��>�

ME ′(t) ≤ −AE(t) + C(T − t)−1E(t) + Chα(T − t)−θ.
· �g���

Ch(T − t)−C �����(�����V�(�q���V�V�g���(�����g���(�����O�]�¤�������<�����g�&¦q�V���V�(���]�¤�V���
�(���f���<�]�f���<�H�

E(t)
°7�(���(�����_°7�(�����O�]�f¢j�(�(�����g���V���¤�<�#�H�����(�_�B��°7�(�����iª��<�O�]�

�H�������B�g�i���X�H���<�(�g�2�<�@�H�������q���(�[�D²��(���g�V���g�³���g���]�<���(���H�g�¤�<�
h
�q��°7�(���(� x

C ��ª(���]ª(�e�q���V�����H�i�g���H���(���
|T − t0| ≤ Chα £ |Th − t0| ≤ Chα x $ �#�H�g�(�����

|T − Th| ≤ |T − t0|+ |Th − t0| ≤ Chα.
$ �O�H�f�H���q���(�z���(�>�<�_�V�z�(�(���(�f���H����� � �<�n�]�<�[�(�,+��`���<�H���<���<�]�<�m� ���(��¢j���V���(��� �

���#�H�V���H�������q�g�z�(���D²��(���g�V���g�����<�H�¤�V�g���(�����g�(���z�(�����(�V�g�(�����¤� ¸@7 x�w=¹ �����<�(�(�
�V�¤�B���O�H�(�V�������_���W�H�����(����� �<�0¦@���_���c�X¯��������#�H�¤�(�¤�(��¢j�(�V���g�*��� �¨�q�<�H���(��� ���(�
�V�>�<�������<�

p
¦-�g���H���(�,+��(�(�g�V�`���<�]�<���V���������<�V��� x�« �<�H�����,�>�<�V�¨�(���,���W�H�¨���(�������<�

���O�]�����<�]�����(�����(�V���(�(���(�`�V�������S¬O�g�H�<��� x $ � / 1 � ¦ 137�4 �V�`�q���O�H�(�V�������,���W�H�
���(�������<�

u0
� ���<�(� +��(�(�g�����(���¨¢j�(�(�����g�

g
�(�¤�(�g�V�¤�¨�q��°7�(������¦,���#�H�g�(�����[���g�

�H�������B�g�K�(�2�D²��(���g�V���g�
T (u0), T (u0 + g)

�H�W�H���O¢0�<�����

|T (u0 + g)− T (u0)| ≤ C‖g‖L∞| ln(‖g‖L∞)|γ, γ > 0.
�z�g�`�<�(�X�7�H�H�<���g�����7�H�g�(�����[���©�������O�H�(�(���:�<�V���7�H�<�H���X���(�¤� �<���V�g���(�����g�(���

�7�(��+��V���>�<��:,� �2�]�<�H�2£¤���q���g�W¬O�(�7�H�[�(�i�(���5)��t�(�¤�(�
uh

���<�H�
h
¯<¬O� x � ���H���(�D�

���g��°7�(��� �2�]�<�H���(���D²��(���g�V���g�¤����� �2�����V�¤�2°7�(��� ���(���q�(�V�g�(�����¤�2���g�7�H���7�(�
£�°7�(���X�����g�W¬O�(�#�H���(�U�(����)��t�(�&¦<�V�c�(�����[�(�(���(���(��¢j���V����¦W���O�]¥i���g�#�H���(���(�����[�(�
���#�H�g�V�(�e�(���&���g�W¬O�(�7�H�e�(���(����)��t�(�¨�(�

u
�V�

h
���K�V��¯��������7�H�������#�H�2�q��°7�(���(� x

« �V�������H�<�����#�H�2�g���H���(�����g�f°7�(�2�V�
uh

�D²��(���<�]�`���¨�H�������q�[¯��(���H�`���7�H�g�(�����

lim
t→Th

‖U(t)‖∞(Th − t)
1

p−1 = Cp.

$ �O�H�K���g���q�g�O�]�<�������#�H�(¦g�<�(���¤¥<�n�(�K�V���,���(�����V���z°7�(���H�����(���`� �<�n�V�g���(�����W�
�(���i���g�#�H���7���<��¦q���i���@°7�(���H�����(����� �<�z�V�g���(�����g�(�X�z�(��� � � C $

u′(t) = up(t)
¦

���g����¡c�����g�K�<�7�H���V���g�V���X�7�H� x%$ �O�H�e�(�g�K�(������°7�(���]�<�#�H�`�����X�-���V°7�(���¤�`�c�c�
��+��V�����(¦����g�e�����´�����(�V�g�(�����¤�¨���g�#�H���c�(�(¦������<�(�(�³� �¨�V�g���(�����g�µ���O�]¥������V�>�
�(���D²��(���<�]�<��¦B���@� +��V�����(���(���(��¢j�(�V���g� ¸

AU
¦
∆u

¹ ���i�(���V�(�V����� �<�(�����V���V�q���X�H�
�(���&� +��V�����(�`�(�2�V�>�<�������g� ¸

up ¹Dx
H �&�(���(�<�]�<���g���q�g�

B∗(uh)
�<�p���g�W¬O�(�#�H�e�(���(�c�(�g�K°7�(���H�����(���¨���O�H�����g�`�

�B�g�O�]�<�������#�H� ¸ °7�(�i�D²��(���<�]�<�����g�¤� �2�����V�¤�i�]�<�H��°7�(�z���B�¤¥=²������ ¹ ���#�H�g�(�����
���<�H�:� �<�e�V�g���(�����g�(���e���g�±�(���5)��t�(��V�¨�H�����(�¨°7�(�<¦

∅ 6= B∗(uh) ⊂ B(uh)
x
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« �<�H�������(�V�g�(�����¤�¨���g�7�H���7�(�(¦n�������g�W¬O�(�7�H�³�(�¤�(����)��t�(�
B(u)

���O�]��¢j�g�V�¤�=�
�(�:�V�g���³�q�g�[���O�]�:��� �<�V�	�(�	�(�(�#�H�g��¦_�V���©���`���<�V�g�³���� �<�`�<�(�V�>²����¤�<�����<�(���
�7�(��+��V���>�<���<���<�V�����¤�(�µ¢j���(�g�����(���(�¤�(�V�g���<�#�<�X���g�µ���V��&(�V��� x $ ���(����)��t�(�
�V���(�V�g���<�#�¤�¤���g�

K
�(�c�(�g���<��£#�<�����#�H���2�

B∗(uh)
¸ ���g�³�(�����]�<�H�¤�����(�g� ¹ ¦

�(�g�(�(�
K = [1/(p− 1)]

¸
[a]

�(���(�<�]�`� �`���<�O�H�2���#�H���H�e�(�
a
¹Dx�H ���¨���[���<�V�g�(¦

���g����� �2�>�<�#�H�����<�¤�(�i�(�7�(�g�U�(�g�(�(�i�V�i�(�V�g���<�#�2� �2�D²��(���g�V���g�¤�V�g�����(���q���(�(�
�(�

p
¦����K���g�W¬O�(�#�H�

B(uh)
�V�¨���X�H�	���±�(�±���#�H�g�V�(���(�

B∗(uh)
�����<�(�(�

h�H�����(�(�2�e�����V� x�H �-���z�B�g�V���(�������c�>�<��� � �<� B∗(uh)
�����V�>���(�

B(u)
���#�H�g�(�����z�V�

�(�(���(�����g���H���(�X�z���O�H���¤�<�����g�(�����(�2� �[¢j�g�V�¤�

B(uh) ⊂ B(u) + (−ε, ε), ∀h ≤ h0(ε).

$ �O�H�*���������X�V�H�����W�]�:���K�(�V�g�(�����¤�³�(�(���(�������(�V���<���<�8¦m�V������[���<�V�g�����<�H�
���@�>�<�V�¤�[�(���H���(���e���(�V���g���<�&�(���H��ª����B�c�(���(���(�����g�O�H�H�<�f� �e���7�>�<��� � �<�����g�¨�(�
B∗(uh)

���¨�H�g�V�(�e�(�
B(u)

¦B�<�(�(°7�(�2���g�W¬O�X�H�(�H�<���g�f°7�(�2���z�X�����O�]� x

7 x�wgx ���������
	���������������������������������������� � �@�<�K�<�(�V��²����¤�<�����g�(�����7�(��+D�
�V���>�<���V�������(���V���V�X�]�<���V�g�´�(����ª(���V�H�<�������#�]���[��£ &��H���m£*�������O�H�(�(���³�(�¤�V�(�
�(�V�g�(�������<�(�����<�V���#�H�<�H���>�<���W�q�g�O�]�¤���W�H�g���[��£������q�g�O�]�<�#�H���i���W�]�¤���g���(�V���c�
�(���f����°7��+������(�����e���z�B�g�V���(�����<�(�V�>²����¤�<�K�(�V�g�(�����¤�<�K���g���e���g�f°7�(�����O�]�=�
���g�i���g�(�V���(���H�<�(�(� x H ���³���`���<�V�g�(¦q�(�	�����V��¯��������#�H� x�« �<�H���B�c�(�����(�V���(���<�
�(�:�<��¥<�����V���i�<�>�<���<�(���(�������g���q�g�O�]�<�������7�H���(�[���<���<�(�V�>²����¤�<�����g�(�X�i�7�(��+D�
�V���>�<�U���K�(�������H�<�V���`���#�H���g�H�<�U���p�V���O�H���¤���(���������<�����g�(���K�g�V�(�����<�V� �<��°7�(���(�X¯��
�(�e�	� �<���<�(�V��²����¤�<�����g�(���������(�����g���<���<���<�7�H���V���g�V�����#�H�<¦&����£#�<���V�g���(�����g�(���
�]�<�[�(�,+��©�V�g�±�V���(�g�(� �<�V��� x« �g�e���³�]�<�#�H��� �<�[� +����(���>�<�e�(�V���<�����e�(���<�(�V��²����
�¤�<�����<�¤£��<��¥<�����V�����(�����V�V�g�U�(�`�V���D²c�H�����(�(���¨���W�H�(�H�<�������#�H�i���<�H�����O�H���H���B�
�(���(�V�g�(�����¤�<��¦-£������(�X�����H�<�V�����(�V�g�q�g�(���2��+X�H�c�(�g���<�(�������<�(�g��£��X�V�H�(�(� �W�
£µ���<���(�V�(�����<�[�V���g�(�V�g�H�<���(���U���g���q�g�O�]�<�������7�H���(�����³°7�(���(���(�g�������<���g�
�<�(�V�>²����¤�<�����<�(�����H�<�]�<�����X�7�H���(���V���V�X�]�<� x
« �V�������V�´¡g�>�<���g�¨���<���±�<���<���]�<���������<�V�©�H�����q�g�H�<�i��� �(���©�������<�����g�

�g�V�(�����<�V��� x_· �g�(�V���(���V�����g�
u(t)

� �`�V�g���(�����g�	�(���-�(�V�g�(�����¤��¦

¸@7 x 1 ¹ {

u′(t) = f(u(t)),
u(0) = u0 > 0,

�(�g�(�(�
f
���¤�q�g�V���H��¡W��¦����V���������#�H��£±�V���g�(� �<� x H � ∫ +∞

1/f < +∞
¦K���g���

�����(�����<���<���g�n���e� �z���7�H�V�7�(�(�������g�&¦
u(t)

�D²��(���<�]�����[�H�������q�i¯��(���H�(¦
T
¦g���<�(�

�B�g��¦

T =

∫ +∞

u0

1

f(s)
ds.

$ � / 154 �V���<���<��� � ���(����+X�H�c�(���<���<���H��¡#�����<�H���������g���_���g�����<�V�g�U�����(����+D�]�=�
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Ù�� �������	��
�������������������������� �!��"���#�

���,���g���q�g�O�]�<�������#�H�¨�<�V���#�H�<�H����� x �-�(���g���V�`���H����� � �¤���O�H���<��¥<�����V���i���<�H�	�(���S�
�<�V�V�g�����<�U��+X�H�c�(�g�f�<���<���H��¡#�g�K���<�H� $ C�« � x
� ���g�#�H���7���<�����g�&¦i���<�H��V�����(����¯��>�<�	� �©�D²��q�g�V�������g�&¦��V���(�V�c�(�(�������g�¨���O�H�

�<��¥<�����V���z���<�H���(�:�>�<�V�	���g�(���V�X�H�(¦&���,��+X�H�7�(���(� $ �(�������]²��(��§������H� x H �,�<�(�V�W�
²����¤�<�e�g�

u(t)
�(�H�<�(�(�����-��+X�H�c�(�`�(� $ �(���X�f�(�g�f°7�(�����

¸@7 x D ¹ {

uj+1 = uj + τjf(uj),
u0 = u0.

� ª(�g�H�`�������g�����<�����g�K���(���V�������7�H�g�
τj
�(��¢j�g�V�¤�`�<���<���H��¡<�`���g���`�V���g�(�

¸@7 x 8 ¹
τjf(uj) = λ,

�(�g�(�(�
λ
���i�(�����<�H¥<���X�H�V� x �@���(�V���(�������<�-���(�>�e�(�X�H�H¥<�i�(�����O�]�¤�������������g���V�

���<�H�`�����q���(�H�<�f� �`�������<�����g�
u′(t) = f(u(t))

���g���e���-�V���O�H���¤�

¸@7 x I ¹ {

∂t
∂s

= 1/f(u(τ)),
∂u
∂s

= 1,
�(�g�(�(�����7�c�(�X¡g�i�H�������B�(¦

s
¦W���n�(���f¡W�<�V� �<�(�����<�c²��������<� x � �(�������<�(�(�z���7��+X�H�c�(�

�(� $ �(�����K���g�����<�V�e¯<¬O�e�(���]�<�¤� �(�
λ
�<�-�V���O�H���¤�`�(�g�f°7�(�X���

{

tj+1 = tj + λ/f(uj),
uj+1 = uj + λ.

$ �f�(��������¦
τj = tj+1 − tj = λ/f(uj)

x 
 �H�<�(�(� ¸@7 x D ¹ £ ¸@7 x 8 ¹ �H���(�����g�

uj = uj−1 + λ = .... = u0 + jλ
£	���#�H�g�(������¦

τj =
λ

f(uj)
=

λ

f(u0 + jλ)
.

C �����O�H���q�7�(�����g�[���g�(�����(����°7�(�	�������V°7�(���¤�³�c�(��+��V�������]�<�[�(�,+��´�D²��(���<�]�
���	���p�V���7�H���(�[�V���g�(�����7�H�P:

yj →∞
�������#�H�H�<� ∑

j τj < +∞
x � �(���¤¥<��¦����O�]�<�

�<���<�]�<�����g�(����¦��(�g�f�(�V��¡g�������(�2�(���e���O�H���¤�<�����g�	�(���&�H�������B�e�(�2�D²��(���g�V���<��:
∞

∑

j=0

τj = τ0 +
∞

∑

j=1

λ

f(u0 + jλ)
≤

λ

f(u0)
+

∫ +∞

0

λ

f(u0 + sλ)
ds

=
λ

f(u0)
+

∫ +∞

u0

1

f(s)
ds =

λ

f(u0)
+ T.

$ �#�H�g�(�����
Tλ =

∑

j τj < +∞
£

Tλ − T ≤
λ

f(u0)
.

� �(���¤¥<��¦,���<���
u
���[���g�#¡g�D²(��¦m����¢0¥<�����,¡#����°7�(��� �¨�V�g���(�����g�µ�7�(��+��V���>�����

�����(�g�K�e���g���<�p°7�(��� �[���g�#�H���c���[£	���#�H�g�(�����

T ≤ Tλ.
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· �g�(�����(�����g�¤°7�(�:���O�]�´�������������g� �(�³���g�����<�V�g�����<�H�µ�����'+X�H�c�(�´�(� $ �(�����
�(�g���(�V�g�B�g�V�����g���¤�(�:���V°7�(���¤��°7�(�`�D²��(���<�]��£³�<�(���¤¥<���<�(�V�>²����¤���(�����³���g�
�H�������B�g�K�(�2�D²��(���g�V���g�¨���g�#�H���7�(�g�f�������-�V���g�(�����#�H���V���#�H���(�(¦

|T − Tλ| ≤
λ

f(u0)
→ 0, λ → 0.

�t�7�H���g�H�<�(�(�`���-�V���O�H���¤� ¸@7 x I ¹ ���g�¨��+X�H�7�(�g���H���B�'Qf�(�(�g�D� -����V�]�[�V�2�g���H���]�
�(���:��+X�H�7�(�g���<���<���H��¡g�g�i�(�[�¤�>£#�g�z�g�V�(���:���<�H� ¸@7 x 1 ¹DxK$ �O�H�`�¤�>£g�g�i�g�V�(���
�(�����g�#¡#���V�g���(��� �e�]�<�[�(�,+����V���(�(���(���g�(�V���O¡<�<�i�������g�K�H�������q�g�f�(���(����)��t�(�
�7�(��+��V�����g��¦

Tλ
x

� ª(�g�H�i�V�X�H�g�¤�<���g�@�����<��¥<�����V���@�(� ¸@7 x�w=¹]x $ � / 7 ��4 �V���(�V�g�q�g�(�U�(�[���V°7�(�����
�H�<�]�<���e���7�H�2�(���V���V�X�H��°7�(���V�(�V�g���(���(���V���V�X�H� � �<�z��� t

�����V���O�H���¤� ¸@7 x 7 ¹]x � �=�
�H¥<�(�(�g�V�U���[���g�����V°7�(���¤�<�,�(�V�g�(�(���O�H�g�,��� / 1 ¦ w I�4 �V�K�<���<��� � �K���[�(�V�����������(�#�<�
�(�`��+X�H�c�(���(� $ �(�����,�D²��(��§������H�i£[�����g�#�H���c���<�����g�[�V�K���#�H�V�c�(�(�����(�e���V°7�(�����
�����(��§������H�[°7�(�2�q���V�����H���������������<�U� �<�K�V���O�H�V���������g�(���f�������-���<�V�`�H�����q�g�H�<� x

 �H����� � �<���g��� ���(�<�]�<�����g� U j = (uj

1, . . . , u
j
N)

���<�H���(���(�<�]�<�����B¡<�<���g�U�(�i� �
�<�(�V�>²����¤�<�����<�	�H�<�]�<�������#�H�2�(���V���V�X�]�¤�`�H�������q�

tj
¦B£

τj = tj+1 − tj
���W�]�e���

���<�V�e�(���H�������q� x%$ �-��+X�H�c�(�`�D²��(��§������H�`�(�V�g�(�(���O�H��¡c���X�(�2���<�(���q�g�

¸@7 x 2 ¹ MU j+1 = MU j − τj (AU j + M(U j)p)
U(0) = uI

0.
$ �#�H�g�(�����f�������g�����g�����&���<�V�e�(���H�������q�

τj = tj+1 − tj
�(��¢j�g�V�¤���]�<�&°7�(�2���

���g���B�g�O�]�<�������#�H�z�<�V���#�H�<�H�����f�(���c���V°7�(���¤�f�H�<�]�<�������#�H�_�(���V���V�X�H�i�V���(�V�7�(� � �>�
�<�&�(���-���g�#�H���c�(� x 6n� ¬V�<���g�

λ > 0
�q��°7�(���(��£��H�g�¤�<���<�

τj =
λ

(wj)p
, wj = 〈MU j, E〉,

�<°7�(§
E = (1, . . . , 1)

x�· �g�����O�]�[�������X�����g���q�7�(�����g�U�(�V�g���<�U°7�(�����q���g���q�g�S�
�]�<�������#�H�`�(�

wj ¡c�����(�2���<�(���B�g�

∂wj+1 ∼ (wj)p.
�(�_�(�g�(�(���q�7�(�����g�-¡#���@°7�(�������V���������<�-�<�#�(���7�(�V�g�(�����¤�����g�7�H���7�(� x C ���������<�
���#�H�g�(�����z°7�(�2�(���e�V�g���(�����g�	�(� ¸@7 x 2 ¹ �D²��(���<�]�e�V�

lim
j→∞

‖U j‖∞ = ∞,
£

Th,λ :=
∞

∑

j=1

τj < ∞.

�-� �<�¤�W���<�K�
Th,λ

���&�H�������q�`�(�2�(����)��t�(� x
« �W�]�����O�H�i�H���q���(�����V°7�(���¤�<�K�V���(�V�(�����<�	�V���V�(���]�<�(�g�U�V���������<�V���U�����g�U�g�c�

�H���(���(�g�f�����<�(�(���V�����g�(�V���(���H�e���@��+X�H�c�(�e�V�������(���V���V�X�H�e���������<�#�H���W�-���g�`�
�B�g�O�]�<�������#�H���<�V���#�H�<�H�����i�(�K� �<�n�V�g���(�����g�(����¦#� �z���g�7¡g���V�g���(��� ���(�����g�n�H�������B�g�
�(�2�(����)��t�(�	£	���g�K���g�W¬O�(�#�H�g�f�(�2�D²��(���g�V���g� x



Ù � �������	��
�������������������������� �!��"���#�
7 x 7 x � � ����� 	�� ��� ����� 	�� ������� � � $ � / 7PM54 �V�*���g�(�V���(���H�±���2�>�<�V�®�(�*�(�
�V���O�H���¤�[�(�2�������<�����g�(���i�<���g�(� �<���<�K�������&� +��V�����(�`�(��¢j�(���#�H�<¦

¸@7 x M ¹ ut = ∆u + up11vp12
���

Ω× [0, T ),
vt = ∆v + up21vp22

���
Ω× [0, T ),

���g�����g�(�(�������g�(���f�(���q�<�H�(�2�(���-�H���q� C ���V���]ª(���X�fª(�g���g�	+��(�>�<��¦
u = v = 0

���
∂Ω × [0, T )

¦&£:���W�H�¨���(�������<�
u(x, 0) = u0(x)

¦
v(x, 0) = v0(x)

���
Ω
x �-�g�

�D²��B�g�(���7�H���
pij

�V�g���¤��£g�g�V���K°7�(�������V� x
� �W¬O�`���g�(�(�������g�(���K�(���V���g�(� �<�V�����<�����<�O�]�<�#�H���g���(���H�<�����K�D²����O�H���(���G&(�(���>�

�V�g���(�����g�
(u, v)

�(� ¸@7 x M ¹ ���c�>�<�������#�H�`�����H�������q�(¦ ¸0/ w 254 ¹Dx � �_���g���<�,°7�(�����
���g���(�V�g�(�����¤�<�f�<�#�H���V���g�V���K���O�D�W�z�V�g���(�����g�(���K�(�(���(�����D²��(���<�]�<��¦(���f�(�������

lim sup
t↗T

‖u(·, t)‖L∞ + ‖v(·, t)‖L∞ = +∞.

$ �p���g�W¬O�(�#�H�`�(���D²��q�g�(���#�H���f���<�H�[���g�U°7�(�����O�H��¢j���(�g�����(�`�(�(���(�����<�V�V��¢j�(�
�>�<�H�<�X�H���V� � �W�(���� / w 2�4 ¦i�(�g�(�(�:�V�����(���(���#�H�H�°7�(�:�(���©�(�:� �<���V���g�(�����#�]�X�
���g�(�(�������g�(���[�(���q�	���(�e�(�����V�V�¤���<�H�³°7�(���D²����O�]�<�©�V�g���(�����g�(���[���g�©�(����)��t�(�&¦
p11 > 1

¦
p22 > 1

�
(p11 − 1)(p22 − 1) < p12p21

x
� �(�V���g�V�q�(�`ª��>£¤�H� � �g�	�q�g��� �������<�&� �<��¢j�(�(�����g�(��� u

£
v
�(�����<�	�H���(�(���f�

����¯��(���H���V���[�(���]¥<�(�>�<�e���#�H�������H�������q�
T
¸ ���@�H�������B�¤�¤�=²����¤�W�-�(���D²����O�H���c�

��� � ¹Dx�C ��ª(���]ª(�(¦n��� / DA7�4 �H�e�(�V�(������°7�(���D²����O�H���µ���W�H�g�����(�������<���������<�H�¨���g�
�����<�����

u
�D²��(���<�]��£

v
�(�³�V��£*�V�g�����V�

p11 > 1
£

p21 < p11 − 1
x � ���O�H�

¢j���(�g�����(�e�V�2���`�(���(�g������� ���� �,�2�����.� ��� ����! 0 �  
	 � �� x
$ �@�(�V���(�������<�p���7�H����+��f�������O�H���(�V�g�(�����¤�`���g�(�V���O�H�2���³�<���<��� � �<���V�-� �<�f���g�c�

�(�������g�(�X�f���<�H�e� ���<���<�V�������g�	�(���V�g���(�����g�(���f���g���(����)��t�(�¨£¨���-¢j���(�g�����(���(�
�(����)��t�(�®�(�µ�V���[�(���]¥<�(���*�V�g� �V���(�V�7�(�(�����(�g�¤�q�g��� �<�¤�<�(�V�>²����¤�<�����g�(���e�c�c�
��+��V���>�<�e�(�V���<����� x « �<�H�µ���O�H�(¦K�V���(�V�g�q�g�(�����z��+X�H�7�(�µ�7�(��+��V�����µ�g���(���H�<�
�����(�����<���<�(�[�<�#�H���V���g�V�����#�H�<¦7�������O�H�i�>�<�V�[�V�i�g���H�����(�z�(���V���O�H���¤�2�(�i�������=�
�����g�(���K�g�V�(�����<�V� �<�����g��� �[�V���g�(�����#�H�����O�H�V�(�X�H�(�H�

¸@7 x � ¹ MU ′(t) = −AU(t) + MU p11V p12(t),
MV ′(t) = −AV (t) + MU p21V p22(t).

$ � / 7PM54 �V�K�(�V�(�����2°7�(�f�D²����O�H�����V�g���(�����g�(���
(U, V )

�(� ¸@7 x � ¹ °7�(�f�D²��(���<�]�<�
��� �H�������B�µ¯��(���H�µ�H�z£®�V�g���´�V�i���g�¤�D²��B�g�(���7�H���

pij
¡g���V��¯��>�<�¶� �<�¤�����V�¤�<�

���g�(�(�������g�(����°7�(��¡<�<�����´���W�]�������(�V�g�(�����¤�¨���g�#�H���7�(� x � �(���¤¥<���V���(�V�(�����
°7�(�f�V���V�K�H�����(�K�(�����V�g���(�����g�

(U, V )
�(� ¸@7 x � ¹ �]�<�(°7�(�

U
�D²��(���<�]�����e�H�������B�

¯��(���H�
Th

£
V
�V�[�¤�<�#�H�����(���<���<�]�<���¤ª��<�O�]�¤���V���H�������q�(¦B���#�H�g�(�����

p11 > 1£
p21 < p11 − 1

x 4 ¥<���P&(�&¦��V�
p11 > 1

£
p21 < p11 − 1

¦����#�H�g�(�����[���<�H�
�H�7�(�`���W�H�`���(����� �W�

V0 6= 0
���<�H� ¸@7 x � ¹ �D²����V�H���(�¨���W�H�`���(�������<�

U0
�(���¤�<�(���H�

�]�<�&°7�(�
U
�]²��(���<�]�e�X���H�������B�[¯��(���H�

Th

£
V
�V�2�¤�<�#�H�����(�2�<���<�]�<��� x

$ ���(��������¦c� �����O�H�V�(�X�H�(�H���(�z� ���(�������(�>�<�������<�e�(���X���H�<�V� �����<�H�2� �2�<���<�V�������g�
�(���(����)��t�(�¨�(�e�V���[�(���]¥<�(���[�������<�f�<�(�V�>²����¤�<�����g�(�X���c�(��+��V���>�<�����f����+��#�H���>�
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�i� �z°7�(���V���(�V�(��������� / DA754 ���<�H�i�����V���O�H���¤�z���g�7�H���7�(� x $ �O�H�Kª(���]ª(�(¦#�V�(�¤�<�(�
��� �����g�#¡#���V�g�X�(��� �`�(��� �<�K�<�(�V�>²����¤�<�����<�(���U�c�(��+��V�����<���q���V�����H�i�(�V�g���<�U°7�(�
�V�B���g�(�V���(���H�<���g�_�(�����V�g���(�����g�e�(���q�(�V�g�(�����¤�����g�#�H���7�(��°7�(�z�q�g�V���i�(����)��t�(�
�(�³�V���`�(���]¥W�(���(¦,���#�H�g�(�����`�V�(�e�<�(�V�>²����¤�<�����g�(�����c�(��+��V���>�<���V���(�V�c�(�(��������
¢j���(�g�����(�[���<�H�����������X���g�(�����(�

h
�V��¯��������#�H�������#�H���B��°7�(�����<� x 4 ¥<�K�P&(�&¦�� �<�

�<�(�V�>²����¤�<�����<�(���f�7�(��+��V���>�<�K�]�<�[�(�,+����V���V�B�X�]�<�³� �[�]�<�H�e�(���D²��(���g�V���g�¨£¨���g�
�H�������B�g�K�(�2�(����)��t�(�¨�7�(��+��V�����g�

Th

���g�#¡g���V�g���³�
T
x

$ � / 854 �V���X�g�(�V���(���H���(���V���O�H���¤�2�(�i�������<�����g�(���U�(���q�>�<���g���B���V�[�����(�g�(�(�
�����<���g�(���2¡c�����(���(��� �`���g�(�(�������g�(���z�(���q�g�V�(� ∂u

∂η
= up11vp12

¦ ∂v
∂η

= up21vp22

���
∂Ω × (0, T )

xz« �<�H�����O�H���(�V�g�(�����¤�e�V���g���H�����(���³�V���V�(���]�<�(�g�z�V���������<�V���z�
���g���(���V���V���H�g�z�<�7�H���V���g�V�����#�H� x

7 x 1 x ��� � 	������ � ��� ������� �� � · �g�(�V���(���V�����g�f� �[�V���g�(�����7�H���������W�����g�

¸@7 x�w � ¹






ut = (um)xx + up, (x, t) ∈ (−L,L)× [0, T ),
u(−L, t) = u(L, t) = 1, t ∈ [0, T ),
u(x, 0) = u0(x) ≥ 1, x ∈ (−L,L).

�@�³�(�V���(�������<���(��¢j���V���(��� �³���#�H�V�	���O�]�:�������<�����g�©£´� �<�[���O�H�(�(� �<���<�e�<�#�H���V���g�S�
�����#�H�i����� ���<���<�V�������g���(���(�¤� +��V�����(���(���(��¢j�(�V���g�¤�(�[�����(�>�<� x $ �O�H�i�H���q���(�
�(��¢j�(�V���(�����<���V�(�������V���f���H����� � �<�������<�H�[���c�(��� �<��¦��B�g�K�S¬O�����(���(¦c¯����H�]�W�����g�	�(�
�#�<�V���f���������(���g�K�B�g�V�g�V�g� x
$ �®���O�H�����c�(�X�������g�(�V���(���H�<���g�

m, p > 1
���<�H¥<���X�H�V�g�`¯<¬O�g� x $ �f���W�H�

���(�������<�
u0
���f�V���>¡g�2£����g�����W�H���(�������g�¨� �<�����g�(�(�������g�(���K�(���q�g�V�(���(��¢j�g�V�¤�

�]�<�&�(�2�g���H���(���f�V�g���(�����g�(���K�V���g�(� �<�V��� x
Qf�X�H�g�¤�<���g�����#�H�g�(�����e� �<�[�(�V���g�(�#�]�<��: ;�= �>£´�(����)��t�(�?>g¦ ;=· ��¥<�(�(�A>g¦

;�C �g�(�(��>g¦ ;=· �g���A>g¦g°7�(�K�H�����(���e�V���V�(�(���O�]�<���(���B�c���2�(���O�H���#�]�<�,�������O�H�f�>�<�V�
¸ ¡g��� / DA854 ���<�H�`�¤¥<�K�(�X�]�<������� ¹Dx
�z�(���O�H�V�����#�H����+����V�������7�H�H�z�������7�>�<�V�

p = m
£

L > mπ/(m−1)
¸ �<�(�(°7�(�

��� / 7 w 4 �V���H�H�W�]�<�©�H�7�(�g�`���g�`�>�<�V�g� ¹Dx $ ����O�H�����<�V���H�7���<�`� �<�`�V�g���(�����g�(���
�D²��(���<�]�<� ¸ £�� �U�]�<�H�K�(�m�(���5)��t�(��¡c�����(�m���<���K�q�<�

‖u(·, t)‖∞ ∼ (T−t)−
1

m−1
¹Dx

$ �i���g�W¬O�(�7�H�©�(�:�(���5)��t�(�¶�X�
B(u) = (− mπ

m−1
, mπ

m−1
)
x � ���O�H�:¢j���(�g�����(�

¸ �������g�W¬O�(�#�H�³�(�¤�(���5)��t�(�µ�����(�©�V�(�(���#�H���O¡<�W���³�(�V�g�(�����(���U�(�g�����(��� ¹ �V�����
�(���(�g�������[�(����)��t�(�¨�V���g���g���<� x
$ � / 7 w 4 �V���<�(�V�>²����¤�����O�]�f�������<�����g�2���H����� � �<�(�(�K�����������#�H�g�&¯��(���H�g�-�����(�>�<�����

�´�H�V� � �g�	���g� �¤�<�V�¨���(���(���(�©��� �(���©�¤�<��� �µ�(�(��¢j�g�V���³���<�H�©� �µ¡<�<�V� �<�(���
���V���<��� �<���g���H���(�����(�(�*�(�±�V���O�H���¤�³�(�¨�������<�����g�(�����g�V�(�����<�V� �W�[�(�¨� �³¢j�g�V�¤�
¸@7 x 7 ¹]x
H �_�>�<�H�<�X�H���V� � �K� �<�&���g�(�(�������g�(���-���<�H�K� �K�<���<�V�������g���(�m�D²��(���g�V���g�2�7�(��+��V���>�

£��V�`�[�(���O�H�H��°7�(�`� �<���<�(�V��²����¤�<�����g�(���i�V���(�V�c�(�(���������g�i�>�<�V�g���(�`�(����)��t�(�
�(�2�¤�<�(���H�[�(�V�������H��¦����f�(��������¦��V�

u
���f�(���e�V�g���(�����g�¨���g�#�H���7���`°7�(���D²��(���<�]��¦
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� ���_��}��� ��« ���O¯��������<���H�g�V���������<�V��� x�$ �_�B���O¯��
Y (s)

�V���(�V�D�
�H�X�7�]�*�

W (t) = (Th − t)
1

p−1 U(t)
�����V�>�*�(�¨� �:�D²��(���g�V���g�&¦

�������7�H�H�<��°7�(�
z(x)

���f���-��§������H���(�
(T − t)

1
p−1 u(x, t)

x

���#�H�g�(�����z�D�W�`�(�,+����D²��(���W�D�W���V�(���<�(�V��²����¤�<�����g�(���f�c�(��+��V���>�W�z���<�H�e�H�c�(�
h�V��¯��������#�H�������#�H���B��°7�(���(� x�� �<�`�(�,+��©�V�¨�g���H�����(���±���<�]�<�`���<�H�

Th − t
���

� +��V�����(�g�,�(�
U(t)

x � �(���g���<��°7�(�i�<�#�H����¦7���O�H���q���V�����H���(�V�g���<�m���g�#¡g���V�g���(��� �
�(�2���g�U�H�������q�g�K�(�2�D²��(���g�V���g�¨�7�(��+��V�����g�f�<�&���g�7�H���7�(� x
Qf���V�q���X�H����� �<�,�]�<�H�<��¦#�V�f�(�V�(������°7�(�K�H�7���<�m� �<�,�V�g���(�����g�(���m°7�(�f�D²��(���<�]�<�

����ª��<���������g�¤� �2�����V�¤���]�<�H��°7�(�i� �2�g���H���(���������W�]�2� �<�U�<�(�V�>²����¤�<�����g�(���_�(�
� �2���X���<�����g���(���B�>�<���g��¦7°7�(�i���g���(�����(�f���g��� �2�(���B�(�V�g�(�����¤�2���g�#�H���c�(� ¸@7 x�w � ¹Dx

 �H����� � �<�(�(��� �<�2�]�<�H�<��¦,�V���>�<�H�<�X�H���V� � ���������g�W¬O�(�7�H���(���D²��(���g�V���<�´�7�(��+D�

�V�����(¦n�V�
U(t)

���[�(���:�<�(�V�>²����¤�<�����g�*°7�(�	�D²��(���<�]�³���H�������q�
Th

¦m���#�H�g�(�����
�V�[�g���H���X�(�[�D²��(���<�H���g�³�g���g���<�8¦B� x � x ¦

B(uh) = [−L,L]
x 4 ¥<���P&(�&¦q�H�7�(�g�����g�

�(�7�(�g���D²��(���<�]�<�³���g�:� �������V�¤�`�]�<�H� ¸
uk(t) ∼ (Th − t)−1/(p−1) ���<�H���H�c�(�

k
¹Dx 9_�����g�����#�H�g�(�����K°7�(���(�`�����q�g�V���(���i�<���]�X�(���K�D²��(���g�V���g���V���<���g���<�q���	�(�
���V°7�(���¤���7�(��+��V�������(�¤�¤�<������¯<¬V� x H ���*���`���<�V�g�(¦@�V�¤�(�(���(���V�����(�B���H�<�[� �
�D²��(���g�V���g���V���g���g���<�,�����H�<�(�(�	���(�����<�(�g�H�<�����#�H���

U(t)
����¡<�<�V� �<�(�����2�<���H�W�

�V������� �W�V�����<�(�������<���<� x 
 �H����� � �<�(�(�¨���O�]�<���c�(�X¡W�<��¡<�<�V� �<�(�����2�V���(�V�(������°7�(�
�V���(�������H�c�(�g�i���g�i�(�c�(�g�i�D²��(���<�]�<�³���g�:� �������V�¤�`�]�<�H� ¸ ���(�(���q���(�(�����#�H�[�(�
h
¹Dx �@�����g�(�O�]�<�#�H�i°7�(���<���g����� ����� ���]�<�H���V�i���g���B�g�O�D�2���g�V�V���X�]�<�����#�H� x H �
�H�����(��°7�(���H�c�(�g�f���g�K�(�7�(�g�f�V�����<���q�g�O�]�<�¨���g���

uk(t) ∼ wk(h)(Th − t)−
1

p−1 ,
�B���V�� �<�¤���g�(�O�]�<�7�H���

wk(h)
�H�����(�(��� �´�����V������<�(�(�

h → 0
�V�����i�(�c�(�

���g�V�V���V�B�g�(�(�����7�H�����O�]¥�¢j�(���H�[�(�
B(u)

x $ �K�(��������¦����g���B���O¯������f�<���H�g�V������� �W�V���
�(���V���V�X�H�g�f���g�#¡g���V�g���³�<�&�q���O¯��-���g�7�H���7�(�(¦�¡g���F6n���g�(�H� 7 x
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$ � / 7	754 �V�`���g�(�V���(���H��� �¤�������<�����g���(�[�����(���g���q�<�H�<�H�<�����g�����g�(�(�������g�(�X�

�(�2�B�g�V�(�2�(�������(�>�<������£	�V�2�g���H�����(���¨�V���V�(���]�<�(�g�f�V���������<�V��� x

1 x �K}p~������������¤�-~,{®�-~n{n�n���-��~n{����e��� �p~,}@���µ{�~#�c��{!���������
�z�g�����g�(�����7�H�H�<���<�`�<ª(�g�H�����´�(�V�g�(�����¤�<�����g��� ¸ wgx 1 ¹]x $ �U�(�V���e�����(�V�W�

�(�����¤�[°7�(���H�H�W�]�<���g�K���f���-�V���g�(�����#�H�P:

1 x�wgx �  ����	������� � �����
���� ��� ��� � ��� ��������� � ����� ����� ��� ��� ��� ������� �� ��� �

¸B1 x�wgw=¹






ut = ∆u
���

Ω× (0, T ),
∂u
∂η

= up ���
∂Ω× (0, T ), (p > 1)

u(x, 0) = u0(x)
���

Ω.
$ �K�(�<�����(���

Ω
£©���K���W�H�����(����� �W�

u0 > 0
�V�g�±�V���g�(� �<�V���`���<�H���#�W�]�W�7�H� � �<�

�V�g���(�����g�(�X�f�V���>¡g��� x
« �W�]�¨���O�H�¤�(�V�g�(�����¤�	�(�g���(�V���g�(�7�]�<���<���7�(�X¡<�<�����#�H�P: ;�= �>£*�(����)��t�(�?>g¦

;=· ��¥<�(�(�A><¦@�X�H� x ¦-�g���H���(�����(�(�	�V���V�(�(���O�]�<�2�(��¢j���V���7�H���2��� �<���<���]�X�(�����<�����<�H�
���-�(�V�g�(�����¤�`�V�����������(�>�<�B:
¸ w=¹.; = ��£	�(����)��t�(�?> H �

p > 1
�H�c���<�f� �<�K�V�g���(�����g�(���K�(� ¸B1 x�wgw=¹ �D²��(���<�]�<�

���¨�H�������B�[¯��(���H� ¸0/ DA2 ¦ D	DP4 ¹Dx
¸@7 ¹ ;=· ��¥<�(�(�A> $ � / D	DP4 �V�i���(���(���#�H�H�[�(�������<�]���V�(�q���V���g�����<�H�����B�H�������q�

�(�2�(����)��t�(�¨���¨� +��V�����(�g���(���-���W�H�����(���X� �<� x
¸B1 ¹*;�C �g�(�(��> $ �����g�W¬O�(�#�H��(�:�(����)��t�(�¶���O�]¥´���c�>�<��� � �<�(�´���¶�����q�g�V�(�

�(���2�(�g�����(���(¦z���<�H��H�7�(�±�V�(�q�(�g�����(���
Ω′ ⊂⊂ Ω

�D²����O�H�*�(���±���g�(�O�]�<�#�H�
C = C(d(Ω′, ∂Ω))

�]�<�_°7�(�
u(x, t) ≤ C

���<�H�¨�H�c�(�
x ∈ Ω′

£����<�H�	�H�c�(�
0 ≤ t < T

¸0/ 138 ¦ D	D�4 ¹Dx
¸ED ¹ ;=· �g���A> $ � / 13854 �V�����(���(���#�H�H��°7�(�2� ���]�<�H�e�(�2�(����)��t�(�¨���

‖u(·, t)‖∞ ∼ (T − t)−
1

2(p−1) .

« �W�]�2�(�X�]�<�������_£e�¤¥<���V�X¢j���V���(��� �<�U�V�g�(�V�i���O�H�i�(�V�g�(�����¤�2�V�z�(�(���(�����g�(�V�(���
�]�<�K���&�H�H�<���=¬O� / 7P154 ¦��(�g�(�(�2�V�2�H�X�H�(�e�������g�K�V���V�(���]�<�(�g�K���g�(�c�����(�g� x
$ � / 1 ¦ w I ¦ w M54 �V�z���g�(�V���(���H�<�¤�<�(�V�>²����¤�<�����g�(���m�7�(��+��V���>�<�_���<�H�2���O�H�z�(�V�W�

�(�����¤�[�����(���`�(�������(�V���g� x 4 ¥<�z�(�V���X���H�<�����7�H�2�V�2���g�(�V���(���H�

¸B1 x�w 7 ¹














ut(x, t) = uxx(x, t), (x, t) ∈ (0, 1)× [0, T ),
ux(1, t) = f(u(1, t)), t ∈ [0, T ),
ux(0, t) = 0, t ∈ [0, T ),
u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, 1],

�(�g�(�(�
f(s)

£
u0(x)

�V�g���q�g�V���H��¡g�g�i£:�V���>¡g�������g���	���<�H�	�#�<�H�<�#�H� � �<�i�D²����S�
�H���(��� ��¦(�(�(���������<��£	�V���g�(� �<�V�����<�	�(�2� �[�H�<���(�����g� ¸ ¡g��� / 1 ��4 ¹Dx
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$ �¨���O�H�g�K�H�H�<���W¬O�<�K�V���(�V�(�����<�����g�(�(�������g�(�������<�H�`� �[�<���<�V�������g���(���(����)��
�(������� �<�f�<�(�V��²����¤�<�X���g�(���K�c�(��+X�H���>�<� ¸ � °7�(���(��¯����V�����(��� �<�K�(���@�(�V�g�(�����¤�
���g�#�H���7�(��� ¹ ¦-���g�7¡g���V�g���(��� �¨�(���m��+X�H�7�(�	£:�(�e���g�i�H�������q�g���(�e�(���5)U�t�(� x�H �
���g�(�V���(���H�<�[���V°7�(���¤�<�m�V�������(���V���V�X�H�g� ¸0/ w I54 ¹ £��H�<�]�<�������#�H���(���V���V�X�H�g�m�(�U�H���B�
$ �(������£�Qf�(�(�g�D� -����V�]� ¸0/ 1�4 ¹Dx
« �<�f�S¬O�����(���(¦��V���H�<�q�2°7�(�2�V�

f
���f���g�#¡g�D²(�e£�¡#���V��¯����

¸B1 x�w 1 ¹ ∫ +∞ 1

f(s)f ′(s)
ds < +∞,

�H�7���<�n� �<���V�g���(�����g�(���n�(� ¸B1 x�w 7 ¹ �D²��(���<�]�<� ¸0/ DA2�4 ¹Dx&4 ¥<�,�P&(�&¦g�V�
f
���n���V���������#�H�

£�¡g���V��¯��>�

¸B1 x�w D ¹ ∫ +∞ 1

f(s)
ds < +∞,

�������g�W¬O�(�#�H���(�z�(����)��t�(�e���O�]¥2���c�>�<��� � �<�(�����¤�X�B�q�g�V�(�<¦7�������O�H�z�>�<�V� B(u) =
{1}

¸ �(����)��t�(���(�(�#�H���<� ¹ / D31 ¦ D	D�4 xFH �������[���<�V�g�(¦B�����<�(�(�
f
¡#���V��¯���� ¸B1 x�w 1 ¹

�B���V���(� ¸B1 x�w D ¹ ¦g���c���g�W¬O�(�#�H���(�U�(���5)U�t�(�[�(�(���(���V���n�¤¥<���g�H�<�(�(� x,« �(���(�K�V���
�H�7�(�����q���7�H���O¡W�<���

[0, 1]
¸ �(����)��t�(�¤�g���g���<� ¹ ¦7�����(�����(�V���(�¤�V�(�(���7�H���O¡W�<���

[l, 1]
¦

0 < l < 1
¸ �(����)��t�(���V���g���g���<� ¹DxK« �g�i�S¬O�����(���(¦B�V���(�(���(�`�<�(�V����� �<�f�(���5)��t�(�

�g���g���<�q�`�V���g���g���<�p�����<�(�(�e�V�2���g�(�V���(���H�
f(s) = s logp(s)

���g�
1/2 < p < 1�

p = 1
�V���V�q���X�H��¡W�<�����7�H� x

$ � / w M�4 �V�i�(�V�(������°7�(�i���g�����g�W¬O�(�#�H�g�U�(�i�D²��(���g�V���g�¤�(�i� �W�U�<�(�V�>²����¤�<�����W�
�(���z�c�(��+��V�����<�z�(� ¸B1 x�w 7 ¹ ¸ �(�H�<�(�(�¤�����������#�H�g�f¯��(���H�g�f���g���¤�<�V�z���(���(���(� ¹ ¦
���(�������V�����g�(�����#�]�H�<�	�������p�q�g�V�(�i�[�(�������V�g�¤�H�c�(�[���q���7�H���O¡W�<���

[0, 1]
x_« �g�

���³�]�<�7�H������¢j���(�g�����(�*�(�¨�D²��(���g�V���g��V���g���g���<���(�*�D²����O�H�¨���±���O�H�¨�H���q���(�
���V°7�(���¤�<� x C �`ª(���]ª(�¨�V�[�(�V�(�����	°7�(�[�V�,� �e¢j�(�(�����g�

f
¡g���V��¯��>� ¸B1 x�w D ¹ £����

���V���������#�H�<¦����#�H�g�(�����z���[�>�<�#�H�����<�¨�(���(�c�(�g�K°7�(�2�D²��(���<�]�<�¨�(���B���(�(���V�g���`�(�
f
£:���2���(�(���q���(�(���X�7�H�e�(�

h
x'$ �7�H�g�(���������m�(����)��t�(���7�(��+��V�����	�V�g���¨�(�(���(�

�V�����g���g���<�m�³���7�>�<��� � �<�V�V�����´�(�´���#�H�g�V�(�³�(� {x = 1}
�����<�(�(�

h
�H���X�(�(���

�����V� x
� ���g�#�H���c���<�����g�2�(�V���V���7�]�<���g�n�<���g�(�(�g�@�S¬O�����(���g�@���<�H�z��� �W�H��¯��>�<�@� �<�@�V�������

�����H�(�(���&£2�(��¢j���V���(��� �<�@���#�H�V�����g�@�(�V�g�(�����¤�<�-���g�7�H���7�(�g�-£2�V�(�,�<�(�V�>²����¤�<�����<�(���
�7�(��+��V���>�<� x
� ���

f(s) = sp x
�@�<���V�g���(�X���g�(���e�c�(��+��V���>�<�`�D²��(���<�]�<�±�V�K£�V�g�����V�

p > 1
x �@�:�]�<�H���(�

�(����)��t�(�¨���<�H�`���g�K�(��¢j���V���#�H���f�(�(�#�H�g�z���O�]¥e���<���`�q�g�

uN−k(t) ∼ (Th − t)−1/(p−1)+k

���<�H�
0 ≤ k < 1/(p− 1)

£	�V�
1/(p− 1) = k ∈ N

¦(���7�H�g�(�X���

uN−k ∼ − ln(Th − t).
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$ �2�X�g�W¬O�(�7�H�±�(�*�(���5)��t�(� ���O�]¥±���g���(�(���O�H�®�q�g�

K
�(�7�(�g��¦��(�g�(�(�

K =
[1/(p− 1)]

x
� �(���V�����g�,�V���H�<���]�<��°7�(�f�i�B���H�<�,�(��°7�(�K� �z���g�(�(�������g���(���(����)��t�(�&¦

p > 1
¦

���¤� �������V�¤��°7�(����� ���z�(�V�g�(�����¤�����g�#�H���7�(�(¦�� ���]�<�H�*�(���(����)��t�(�®�(�´���
���g�V�V���X�]� x $ �-���g�W¬O�(�7�H�e�(�2�(���5)��t�(��¡#���V��¯��>�

B(uh) = [1−Kh, 1] = B(u) + [−Kh, 0].

� �����
f(s) = s(ln s)p x

�@�<���V�g���(�X���g�(���e�c�(��+��V���>�<�`�D²��(���<�]�<�±�V�K£�V�g�����V�
p > 1

x �@�:�]�<�H���(�
�(����)��t�(�¨���

max
i

ui(t) ∼ exp

(

1

(Th − t)1/(p−1)

)

.

$ �-���<�W¬O�(�7�H�e�(���D²��(���g�V���g�¨���f�H�7�(�����-���7�H���O¡W�<���
[0, 1]

x
$ �±���O�H�¨�>�<�V��� �³���g�(�(�������g�©�(�	�(���5)��t�(�

p > 1
���e�(��¢j���V���#�H�	�(�¨� �³�(���

���g�#�H���7�(� ¸B1 x�w 7 ¹ ¦
p > 1/2

x�$ �����<�W¬O�(�7�H���(�¤�(���5)��t�(�*�(�����(�V�g�(�����¤�	���g�c�
�H���7�(�	���

B(u) = {1}
�V�

p > 1 �
�(�����#�H���O¡<�<�����(�V�g�(���	�V�

p = 1 �
£³�H�7�(�¨���

���#�H���O¡<�W���
[0, 1]

�V�
1/2 < p < 1

xL$ �©���O�H���>�<�V�(¦m���U���g���q�g�O�]�<�������#�H���(���
�(�V�g�(�����¤�����g�7�H���7�(�e���f�[��£��(��¢j���V���7�H�2�<�-�(�X�-�(���V���V�X�H�e£#�e°7�(�2���g�K�>�<�V�g�f�(�
�(����)��t�(���V�g�	�(��¢j���V���#�H���K�����(�����(�V�[�����<�(�(�e�<�[�q�g�U�(�V�g�(�����¤�<�U�D²��(���<�]�<�����g�
���g�W¬O�(�#�H�g�f�(�2�(����)��t�(�¨�(��¯����V�����H�<�(���>�<���e���7�H� x
� �������

f(s) = es x
$ �¶���O�H�:�>�<�V�´� �<�¤�V�g���(�����g�(���¤�7�(��+��V���>�<�¤�D²��(���<�]�<�¶���¶�(� �V�g���´�(�(�#�H�(¦

B(uh) = {1}
x �@�¤�]�<�H���(�`�(����)��t�(�³���

uN(t) ∼ − ln(Th − t)
x�« �<�H�����O�]�

�(�g�����(�>�W�������<�&¦�� �<���]�<�H�<�K£	���g�����g�W¬O�(�7�H�g�f�(�2�(����)��t�(�¨���g���(�����(��� x
$ � / DP4 �V�µ�D²c�H�����(�(��� ���g�¨�H�X�H�(���D�W�(�g���g���H���(���(�g����� / w I�4 ���<�H����2�>�<�V�

�[�(���H���(���e���(�V���g���<�c£��<�(���¤¥<�_�V�z�g���H�����(�f� ���]�<�H�2�(�z�D²��(���g�V���g�`£e�V�z���c�>�<��� � �
���p���g�W¬O�(�#�H�`�(���(����)��t�(���7�(��+��V�����[���¨�(�	���#�H�g�V�(�`�(���&�B�g�V�(���(���&�(�g�����(��� x
9_�����g�2���#�H�g�(������°7�(�¤�<�m���g�(�V���(���H�<�����V°7�(���¤�<���(���¤�<������¯<¬V�¨���<�H�	���O�H�

�H���B�¨�(�`�(�V�g�(�����¤�<�2�<���<�V�������*�(��¢j���V���(��� �<���V���g�(��¯��>�W�H��¡W�<�����7�H�V�e� �<���<�(�V��²����
�¤�<�����<�(����£�� �<�U�V�g���(�����g�(���U���g�#�H���c���<��:,���g�U�>�<�V�g�K�(���(����)��t�(���(�`���g���(�����(���
�<�V§&���g���`�]�<���q�7���e� ���]�<�H�`£	���g�K���g�W¬O�(�#�H�g�f�(�2�D²��(���g�V���g� x

1 x 7 x 
������ ��� � �
	���� � ����� ���
	�� ��� ������ � ��  � �  � � ����� ������ �� � $ �
/ 7 �54 �V�m���7�H�V�7�(�(�����2�(�g�-�c�(�X¡g�g�@��+X�H�c�(�g�&�7�(��+��V�����g�-°7�(�m�V���(�V�c�(�(���������g�V�V���D�
�]�<�����#�H�³� �*�]�<�H�µ£ �������g�W¬O�(�#�H�©�(�:�D²��(���g�V���g�¶���<�H�´���i�(�V�g�(�����¤� ¸B1 x�w 7 ¹
���g�(�V���(���H�<�(�(�

f(u) = up
¸ �e���O�H�2�(�V�g�(�����¤�[���e�(���(�g�e�����<���g� ¸B1 x�w 7 ¹

p

¹Dx
$ �U�(�V����������+X�H�c�(�³�(���H�<�V�V�g��� �<�(�³�<�g�V���#���(�(�#�H�g�`��� ���¤�<�������³�e���(�����

°7�(�����@�H�������B���>¡W�<� � � xF$ �O�]¥¤���<�H�<�(�¤���³�(���¤�V�������(���V���V�X�H� � �<�����g�¨���V���<��� �<�
£��W�g�V���#�����g�U�(�(�#�H�g�K�����V�>�[�(���p�q�g�V�(�

x = 1
�����<�(�(�`� ���V�g���(�����g���7�(��+��V���>�



Ù � �������	��
�������������������������� �!��"���#�

�V�`ª��<���e�g�H�<�(�(�<¦-�(�V�c�(�(�������(�(�¨�(���	�¤�<�����¤�(�¨�(�(��¢j�g�V���[°7�(�e�V�`���g�(�����7�H�H�
�����V�>�e�(�2� �[�V���(�g�(� �<�V�����<� x
$ ���V���g�(�(�(���+X�H�7�(�(¦f°7�(�:�[�(�X¡#�³���g���(�7�(�g�	���¶���(�#�<�¤�(���<�g�V���#�<�V���g��¦

�]�<�[�(�,+��©�(�H�:�(���:�V�������(���V���V�X�H� � �<�����g�´���V���<��� �<�8¦_�q���V���[�(�X¡g�¨���g�G&(���H���e�g�
K
�(�c�(�g�z°7�(���V�[�<���(�[�(� �<�¨���³���@�q�g�V�(�

x = 1
�e�����(�����e°7�(��� �`�V�g���(�����g�

�V��ª��<�����<�]�W�(�(� x $ �O�H���(�V�c�����(���������#�H�[���O�]¥`���(�H�(���]�W�(�[���¨���g� ! ���2����� !  �	�
!   �#��
��X¦@°7�(���`�(�X¡g���µ� �¨�¤�<�������(���¤�<�(���H�¨�(���¤�<�7�H���(���2� �¨�¤�<�H�	���7�H�V�
�(�7�(�`£	�(�c�(�e��°7�(���(���O�H�V���(�(����� x $ �����O�H�2�>�<�V�(¦��V�2�H�<�>�[¡#���#�]�=¬V�e�(���-���g�(�7�����
�������#�H�¨�	�(�V���g�V�n�(�e� �����c�>�<��� � �<�����<�:���V���<��� �<�,�(�e� ���V���(�g�(� �<�V�����<� ¸ x = 1

¹ ¦
£����#�H�g�(�����f���¨���(�#�<�U�(�����=¡g���U�H�c���[� ���¤�<��� ���V�g���`�V���[�(�X¡g�������g� &(���H���e�g�
�(�7�(�g��¦��¤�<�7�H���(���X�(�(�e���-�V���O�H���(�2� �`�¤�<������¯<¬V� x

 ���K¡g���#�]�W¬V�K�(���#��+X�H�c�(�f°7�(�_�`�(�D¡#�_�(�(�#�H�g�@����°7�(�_�¤�<�#�H�����(�m���g�]�<�¤� �(�

�(���n�V���O�H���¤�¤�(�[�������<�����g�(�����g�V�(�����<�V� �<�z���g�(�O�]�<�#�H�`���:�����H�������q�(¦q�������#�H�H�<�
°7�(�2���-��+X�H�c�(�e°7�(���<�g�V���#�`�����<�g�H�<�(���[���(�(�X¯��(�����<�����7�H�2�`�����(�����[°7�(�����
�H�������B�`�V���<�����V�>���`� �[�V���(�g�(� �<�V�����<� x
� �[�q�g�_��+X�H�c�(�g�m���O�]¥<�¤���<�H�<�(�g�_���¤� �����7¡W�<�V� �<�(��� ���(�f���V�>�<� �2�(�f� ���������=�

�����g���(�X�_�>�<���g�����*� ���V�������V�V���X�]�	���g�*���g�(�(�������g���(�e�B�g�V�(�e�(�������(�>�<�n���*���
�D²c�H�V�����

x = 0
¦
−ux(0, t) = up(0, t)

x $ �`�(��������¦_�V�
u(x, t)

���e�V�g���(�����g�&¦
���#�H�g�(�����

uλ(x, t) = λ
1

2(p−1) u(λ
1
2 x, λt)

�]�<�[�(�,+������¤��� xK$ � / 7�D�4 �V���(�V�(�����
°7�(�2�D²����O�H�2�(���q���O¯��@�<���H�g�V���������W��°7�(�2�D²��(���<�]��¦��(�2� ��¢j�g�V�¤�

uS(x, t) = (T − t)−
1

2(p−1) ϕ(ξ), ξ = x(T − t)−
1
2 .

« �<�H���(�����D²��(�V���V���g�e�D²��(��§������]�i�(���(�q���O¯��
ϕ
¡g��� / 7�DP4 x $ �O�]���V�g���(�����g�

uS(x, t)������2���g���q�g�O�]�<�������7�H������V�>�±�(�����H�������q��(�µ�(����)��t�(�
T
�(���]�7���<��� �<�

�V�g���(�����g�(�X�f�(� ¸B1 x�w 7 ¹
p

�������-�V���g�(�����#�H���V���7�H���(��:
¸B1 x�w 8 ¹

u(x, t) ∼ (T − t)−
1

2(p−1) ϕ(ξ),
���<�H�

x = 1− ξ(T − t)1/2 ¦ |ξ| ≤ C
x.$ �i�(��������¦B�������g���B�g�O�]�<�������#�H�e�(��� �<�

�V�g���(�����g�(�X�f�����V�>�e�(���-�(�(�#�]�
(1, T )

���O�]¥e���<�(���q�g�K� �[�V�g���(�����g���<���H�g�V���������<�
���� �³�V�������V�V���X�]� x �-�g�`��+X�H�c�(�g�`�<���<���H��¡g�g�`°7�(�¨�(�V���V���#�]�<���g�e�(�H�<����O�H�
ª(���]ª(�����<�H�[���c�(��¯��>�<�����[�¤�<��� ���(�2�¤�<�(���H���]�<�&°7�(�2���O�H�2���g���B�g�O�]�<�������#�H�
�V�>�e�V���(�V�7�(�(�����(���B�g�f� �<�f�<�(�V�>²����¤�<�����<�(��� x
« �W�]�µ�<�[�q�g����+X�H�c�(�g�¤�V���(�V�(�����´���g�#¡g���V�g���(��� �´��� ���z�����V���*�V���#�H���(�

°7�(�����<�H�³���g���(�V�g�(�����¤�<���<�7�H���V���g�V����£µ� �������V�¤�¨���g�(�(�������g� ¸ �(�������H�<�V� ��£
�V��¯��������#�H� ¹ ���<�H��� ���<���<�V�������g���(���(����)��t�(� ¸

p > 1
¹ ���	� �<�U�<�(�V��²����¤�<�����g�(��� x

� �<�`�(�,+��¨�V�2�(�V�(�����e°7�(�2���<�H�e���O�H�g�f��+X�H�c�(�g�K� ���]�<�H�e�(�2�(����)��t�(�¨���

lim
t↗Th

(Th − t)
1

2(p−1)‖uh(·, t)‖L∞(Ω) = ϕ(0).

$ �K�(��������°7�(���V�2�V�����(�B���H�e� ���]�<�H�[�(���(����)��t�(�	°7�(�2ª��W�(§ �<���g�U�q���V�(���(�`���g�
���g����+X�H�c�(�g�K�(�2�¤�<��� ��¯<¬V��¦�¡#�X�F6n���g�(�H� 1 x
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� ���_��}������
p = 3/2

x � �<�H�<�U�(�i�D²��(���g�V���g�¤���<�H��� �2�V�g���(�����g�
�c�(��+��V���>�f���g�[�¤�<�����K¯<¬V�f£����<�H�z� �f�V�g���(�����g��ª��<�������(�(���<���<�c�
�]��¡c�����<� x

« �W�]����O�H�g����+X�H�c�(�g�¨�����q�g�V���(���*�<���<�]�<�¨� ��(��¢j���V���(��� �©���7�H�V�
T
£

Th
x

$ ²����O�H���
γ > 0

£
C > 0

�]�<�����K°7�(�

|Th − T | ≤ Chγ.
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