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Prefacio

Estas notas son la base de las tedricas del curso de probabilidad y estadistica para Ma-
tematicos en la licenciatura de Matematica de la Universidad de Buenos Aires, la tltima
vez en 2015.

Se apoyan en notas no publicadas de Pablo Groisman y de Victor Yohai [13]. Usé también
material del curso de Leonardo Rolla [10]. Parte de la seccién sobre estadistica la saqué de
las notas de Ana Bianco y Elena Martinez [2]. Insoslayable es el libro de William Feller
[5] del cual existe una versién en castellano que no encontré.

En relacion al programa usual de la materia, le agregué una introduccion a los procesos
estocésticos, el proceso de Bernoulli, Binomial y el proceso de Poisson como limite de los
procesos binomiales. Ademas hay material para dos clases de cadenas de Markov, con una
demostracion formal de la ley de grandes nimeros.

Motivacion

1. Urna de Eherenfest Paul y Tatiane Ehrenfest 1907, [4].
2N bolas rojas numeradas. Dos urnas. Urna 0, Urna 1.

Elijo bola y cambio de urna.

X, = (Xn(1),...,X,(2)) vector de 0 y 1.

Despues de mucho tiempo cada bola tiene la misma probabilidad de estar en cada una de
las urnas. Cada configuracién 1/2%V.

La probabilidad de la mitad en cada urna
2N\ 1
N ) 2N

1

2N

La probabilidad de todas en la urna 0:

Tiempo de retorno a una configuracién determinada.

1
T =
probabilidad de la config

Entonces el tiempo para volver a “todas en urna 0" es 22V,
Como N = 226 ntimero de moleculas de un gas en una caja.
T= 109 Se calcula la edad del universo en 10°.

2. Ranking de paginas de Internet

Las paginas de internet forman un grafo orientado.

Vertices = paginas,



Aristas orientadas cuando una pagina tiene un link para otra.
Cdémo ranquear las paginas? Paginas con mas links llegando deberian tener mejor ranking.
Se propone una dindmica para recorrer el grafo. “Paseante aleatorio”

Cuando el paseante esta en un nodo, elije una de las aristas que emanan con probabilidad
1/N, N es el nimero de aristas emanantes.

Se lo deja paseando un tiempo “infinito” y se estudia la estadistica de los sitios visitados.
Se ranquea de mayor a menor.
X, es una cadena de Markov. No importa de donde vino para saber adonde va.

Se plantea una ecuacion de balance:
() = 3 m(w)p(w, v)

Donde p(w,v) etc.

La proporcion de veces que el paseante visita v tiende a la solucién de esa ecuacion.
Teorema ergddico.

Modificacién: con probabilidad 1 — € hace lo de arriba y con probabilidad € elige una
pagina al azar entre todas las del grafo.

mv) = 3 (1 = m(w)p(w, v) + e%

donde D es el niumero total de nodos.

1. Probabilidad. Definicion y propiedades.

1.1. Espacio muestral

1. Dados. Interesa el nimero que sale. Q@ = {1,...,6}.

2. Tirar el dado 10 veces Q = {1,...,6}1.

3. Si nos interesa el niimero de veces que sale cada cara: Q = {(ki,..., k¢) : S0, k; = 10}.
4. Lanzar una moneda n veces. Cara = 1, Ceca = 0. Q = {0,1}"

5. Lanzar una moneda infinitas veces. Cara = 1. Q = {0, 1}

El espacio muestral es el conjunto de resultados posibles de un experimento.

Evento es un subconjunto del espacio muestral.

Operaciones con eventos

Unién, interseccion, uniones e intersecciones numerables, complementos.

Q) es el evento cierto o seguro.



0 es el evento imposible.

AU B Unién: Ocurre A 6 B.

AN B Intersecciéon: Ocurre A y B.

A¢ Complemento de A. No ocurre A.

A\ B = An B¢ Diferencia: Ocurre A y no ocurre B.

Se dice que A C B si cuando ocurre A, también ocurre B.
Ay B son mutuamente excluyentes o disjuntos si AN B = ().
Propiedades:

Asociatividad: AUBUC = (AUB)UC =AU (BUC)
ANBNC=(ANB)NC=ANn(BNC)
Conmutatividad: AUB=BUA, ANB=BNA
Distributividad: (AUB)NC =(ANnC)U(BNC)
(ANB)UC =(AUC)N(BUC)

Leyes de De Morgan:

(UA) = OA;, (ﬂA) = LiJAf

1.2. Probabilidad

Interpretacién intuitiva Se repite n veces un mismo experimento aleatorio en forma
independiente y bajo las mismas condiciones.

n4: numero de veces que ocurre A.

Frecuencia relativa de A:

La evidencia empirica muestra que cuando n crece, fr(A) tiende a estabilizarse alrededor
de un nimero P(A).

Propiedades

1) fr(A) estd entre 0 y 1
2) fr(Q) =1
3)SiANB =10,

fr(AU B) = "ATUB - %A + %B — fr(A) + fr(B).

Axiomas de Probabilidad: Experimento, espacio muestral Q y F C P() cuyos
elementos se llaman eventos.



Probabilidad:
P:F —10,1]
que satisface los siguientes axiomas:
Al. P(A) € ]0,1] para todo evento A.
A2. P(Q) =1

A3. Si Ay, Ay, ... mutuamente excluyentes (es decir si A; N A; = (), si i # j), entonces
P(Ja) = Pray
i=1 i=1

Ejemplo: Moneda. Q2 = {cara,ceca} = {1,0}. P({1}) =py P({0}) =1—p, P({0,1}) =
1, P(§) =0, con 0 < p < 1, satisface los axiomas.

1.3. Propiedades

1) P(A°) =1 — P(A) para todo evento A
2) P(0)=0
3)SiACB= P(A)<P(B)y P(B—A)=P(B)—P(A4)

Dem: Si AC B= B=AU(B\ A) y éstos dos eventos son excluyentes. Por el axioma
A3 P(B) = P(A) + P(B\ A) Dado que, por el axioma Al, P(B\ A) > 0 , resulta
P(B) > P(A) y, despejando, se obtiene la segunda afirmacién.

4) Dados dos eventos cualesquiera Ay B, P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

Dem: AUB=AU(B\ A)=AU(BNA°) y estos dos eventos son excluyentes, entonces,
por el axioma A3,

P(AUB)=P(AU(BNA®))=P(A)+ P(BnA° (1)
Por otra parte, B = (BN A) U (BN A°) y estos dos eventos son disjuntos, entonces
P(B)=P(BNA)+P(BNA°) = P(BNA°)=P(B)—P(BNA)2)
De (1) y (2) resulta que P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(BNA) como queriamos demostrar.
5) Dados dos eventos cualesquiera Ay B, P(AU B) < P(A) + P(B).
Se deduce inmediatamente de 4) y de Al.

Ejercicios: a) Demostrar, usando la propiedad 4) que, dados tres eventos cualesquiera,

P(AjUAyU A3 = P(A)) + P(As) + P(A3)
—P(A1NAy) — P(AyNA3) — P(A1 N Ay) + P(A1 N Ay N A;)

b) Probar, usando induccién que, dados A;, As, ... eventos cualesquiera,

PUZA) < iP(Ai)



6) Monotonia creciente:
Si A, D A, y definimos A := U, A, entonces P(A) = lim,, P(A,)
Dem: A = A1U(U21[AZ+1 \ Az])

P(A) + Z P i+1 \ A + Z z+1 l)]
A1+hm§: Ais1) = P(A))] = lim P(A,)

porque P(A,) = P(A1) + > 1 [P(Ai+1) — P(A;)], por suma telescépica.

7) Monotonia decreciente: Si A, C A, _1 entonces P(N,A,) = lim, P(A4,). Queda como
ejercicio: sigue de 6) y De Morgan.

1.4. Espacios discretos

Si Q es finito o numerable, diremos que es discreto. En este caso F = P(Q2). Dada una
funcion de probabilidad puntual

p:Q—1[0,1 tal que Zp(w) =

se define

=> plw)

w€eA
P satisface los axiomas: P(2) = 1 y para A; disjuntos,
P(Ua)= X we) =32 3 plw) =3 P
i=1 ww€eU; A; i wiwEA; i=1

Ejemplos: 1) Dado equilibrado. 2 = {1,2,3,4,5,6} con p(w) =1/6 paraw = 1,...,6.

Para calcular P(A) = P(el resultado es par) = P(2,4,6), se obtiene P(A) = p(2) +p(4) +
p(6) =1/2

2) Dado en el cual la probabilidad de las caras pares es el doble que la probabilidad de
las caras impares:

p(1) =p(3) = p(5) = ¢, p(2) = p(4) = p(6) = 2q
Como 1 = P(Q2) = 3¢ + 6¢, entonces ¢ = 1/9.

3) Arrojamos una moneda equilibrada hasta obtener cara. Cudl es la probabilidad de que
la cara sea obtenida en un ntimero par de lanzamientos?

Q= {(1),(0,1),(0,0,1),(0,0,0,1),...} = {1,2,...}

y le asignamos probabilidad p(i) = 5.



El evento es A = {2,4,6,...}.

Pm):Ejmm)ZE:yfhzlil

i>1 i>1

-t

3

Espacios de equiprobabilidad: €2 es finito y sea n = #(2, donde # es el cardinal del
conjunto.

El espacio es de equiprobabilidad si p(i) = 1/n, para todo i.

P(A) = % favorables sobre posibles.

Ejemplos: 1) Urna contiene 5 bolillas numeradas de 1 a 5. Retiramos dos bolillas con
reposicion.

Q=1{1,2,3,4,5} x {1,2,3,4,5}; cardinal #Q =5 x 5 = 25.
Bolillas 1 y 2 son blancas y las otras 3 rojas.

a) ;Probabilidad de que se extraiga al menos una roja?

b) ;Probabilidad de extraer primero una roja y la segunda blanca?

El evento ninguna roja es A° = {12, 21, 11, 22} tiene 4 elementos. Asi P(A) = 1—P(A°) =
21/25.

b) A tiene 3 x 2 elementos. Asi P(A) = 6/25.

Observe que el espacio “color de las dos bolas ordenado” { BB, BR, RB, RR} no es equi-
probable en este caso.

2) Sucesiones de n 0 y 1. Lanzamiento de n monedas.
Si la moneda es honesta € tiene 2" elementos y todos tienen la misma probabilidad 1/2™.

3) Tablero de ajedrez con 32 fichas de domind. elegimos al azar una de las posibles
posiciones. Cual es la probabilidad que aparezcan todas orientadas para arriba?

1.5. Espacios no numerables

Algebras y sigma-algebras P(Q) partes de .

Definicién: Algebra A C P(Q) es una clase que contiene €2 y cerrada para complemento
y uniones finitas.

Ejemplos: (1) {Q,0}

(2) {Q,0, A, A%}

(3) P()

(4) Q =R y los elementos de A son uniones finitas de intervalos del tipo
(a,b], —0<a<b< oo

(incluye intervalos semi-infinitos).

Sigma—AIgebra F C P(Q) es un algebra cerrada para uniones numerables de eventos.
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El ejemplo (4) no es una sigma-dlgebra. Unién infinita de intervalos no es unién finita de
intervalos.

Def. Sigma élgebra generada por una familia C C P(€2):
O'(C) e ﬂ]:;c./—"

Lema 1 o(C) es sigma dlgebra.

Dem o(C) # 0 (P(C) contiene a C y es sigma algebra)

a. () estd en todas las F, por lo tanto esta en C.

b. A € C implica VF, A € F implica A° € F implica A € C
c. Idem para uniones numerables.

0(C) es la menor sigma algebra que contiene a C. Es decir, si F D C es sigma algebra,
entonces F D o(C).

Teorema de extension. (Ash [1], Theorem 1.3.6) Una medida de probabilidad en un
algebra A puede extenderse a F := o(A), la sigma dlgebra generada por A.

Ejemplo: Sigma algebra de Borel en R Sea (2 =R y A el dlgebra cuyos elementos
son uniones finitas de intervalos abiertos a la izquierda y cerrados a la derecha, es decir,
uniones finitas de elementos en el siguiente conjunto:

{{(:cl,...,xd):ai <x; <b}: —oogaigbigoo}
B := 0(A) se denomina sigma algebra de Borel. Borelianos.
Para Borelianos F C R, B(E) = {BN E : B Boreliano}. Son los Borelianos de E.

Ejemplo: E' = [0,1] y ahi definimos una P sobre los intervalos: P((a,b)) = b — a. Para un
Boreliano P(A) es la medida de Lebesgue del conjunto A.

Teorema 2 Euxiste una unica probabilidad P : B([0,1]) — [0, 1] tal que P((a,b)) = b— a.

Sigma 4lgebra de Borel en R? ) = R,
C = {rectangulos abiertos} = {(z1,...,xq) : a; < z; < b;}
B = o(C) menor sigma &lgebra que contiene C: sigma algebra de Borel. Borelianos.

E = [0,1]¢ y ahi definimos una P sobre los rectangulos d-dimensionales: P((ay,by) X -+ X
(aq,bq)) = H?:1(bi —a;) que se extiende al dlgebra de uniones finitas de rectangulos. Para
un Boreliano P(A) es la medida de Lebesgue del conjunto A.

Teorema 3 Eriste una unica probabilidad P : B([0,1]) — [0,1] tal que

d

P((a1,b1) x -+ x (aq,bq)) = H(bz —a;)

i=1



2. Probabilidad condicional e independencia

En una muestra de 100 personas hay algunos que se vacunan antes del invierno y obser-
vamos qué ocurre con los grupos de vacunados y no vacunados:

13 enfermos y no vacunados
2 enfermos y vacunados

75 sanos y vacunados

10 sanos y no vacunados

Elijo una persona al azar de esa poblacion y observo su estado.

El espacio muestral es 2 = {ev, en, sv, sn},

P({ev}) = 0,02, P({en}) = 0,13, P({sv}) = 0,75, P({sn}) = 0,10
(calculos hechos con casos favorables sobre posibles)

Eventos E = {ev,en} (enfermo),

V = {ev, sv} (vacunado).

Cual es la probabilidad que una persona esté enferma?

P(E) = P({ev,en}) = 0,02 + 0,13 = 0,15.

Cual es la probabilidad que una persona esté enferma y vacunada?
P(EV) = P({ev}) = 0,02.

Probabilidad que una persona vacunada esté enferma?

Casos favorables 2, casos posibles 75 + 2 (los vacunados)

Si sabemos que la persona elegida esta vacunada, cual es la probabilidad que esté enferma?

Hay que restringir el espacio muestral a los vacunados:

P(enfermo dado vacunado) = — =

2.1. Probabilidad condicional

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad , considere los eventos A, B con P(B) > 0y
defina

P(AB)

PAIB) = 5

como la probabilidad condicional de A dado que conocemos B.
Valen las siguientes afirmaciones

e P(AB) = P(A|B)P(B)

e (B, Fg, Pp) es un espacio de probabilidad.

e (O, Fp, Pp) es un espacio de probabilidad.
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Ejemplos

Un dado. Calcule la probabilidad de ver un 3 dado que el resultado es un ntmero no
mayor que 4.

Dos dados. Calcule la probabilidad de que haya salido un seis dado que la suma es mayor
o igual a 9.

Monedas Lanzamos 3 monedas. Calcule la probabilidad que la tercera moneda sea cara
dado que el nimero de caras es 2.

Familias de dos hijos
Q = {vv,vm, mv, mm}, espacio equiprobable.

1) Una familia tiene dos hijos. Sabemos que el primer hijo es varén. Cual es la probabilidad
que el segundo hijo sea también varon?

A = {vv} (dos hijos varones), C' = {vv,vm} (primer hijo varén),
Queremos calcular P(A|C) = P(AC)/P(C) = % =1/2

2) Sabemos que una familia con dos hijos tiene por lo menos un hijo varén. Cual es la
probabilidad que los dos sean varones?

Buscamos P(A|C), con A = {vv} (dos hijos varones), y C' = {vv,vm, mv} (por lo menos
un varén).

Usando las formulas P(A|C) = P(AC)/P(C) = ;;—j =1/3.

3) Supongamos que visitamos a la familia, tocamos el timbre y un chico varén abre la
puerta. Cual es la probabilidad que el otro chico sea varén?

Q = {v*v,vv*, m*v, mv*, v*m, vm*, m*m, mm*}

donde * quiere decir “abrié la puerta”. Por ejemplo mv* es el evento que el primer hijo es
mujer, el segundo hijo es varon y es él quien abre la puerta. Espacio equiprobable.

Buscamos P(A|C'), donde A = {v*v,vv*} (los dos hijos son varones) y C' = {v*v, vo*, mv*, v*m}
(abre la puerta un varén)

P(AC 2/8
P(AIC) = S5 = 5 = 1/2.

Regla de la multiplicaciéon Calculo de probabilidades usando arboles. Vale la siguiente
formula

P(A;...A,) = P(A))P(A3|A1)P(A3]A1Ay) ... P(AL|Ay ... Apq)
Dem: Por induccién. P(A;As) = P(A;)P(A3|A;), por definicién.
P(A;...A,)=P(Ay ... Ay 1)P(AL|AL. .  Ay)

usando el caso n = 2. Culmine aplicando la hipétesis inductiva a P(A;... A, 1). O

Ejemplo Una urna tiene 4 bolas negras y 3 rojas.
Sacamos tres bolas sin reposicién. Cual es la probabilidad que salga negra-negra-roja?

A; = negra en la i-ésima bola

10



B; = roja en la iésima bola

433
P(A1A2B5) = P(A1) P(A2/ A1) P(Bj/AiAz) = =2 <

2.2. Probabilidad total y Bayes

Una particion de €2 es una familia de conjuntos disjuntos dos a dos B; tal que
Q=U;B;, bNB;=0, parai#j.

En ese caso P(Q) =Y. P(B))

Ejemplo. Dado. Q = {1,2,3,4,5,6}.

By ={1,2}, By = {3,4,5}, By = {6} es una particién de €.

Teorema de la Probabilidad total Sea B; una particién de ) tal que P(B;) > 0 para
todo i. Sea A un evento. Entonces,

P(4) = 3" P(AIB)P(B).

Dem P(A)=P(U(ANB;))=>,P(ANDB;) =5, P(A|B;)P(B;).

Ejemplo Engripados y vacunados. 80 % de la poblacion estd vacunada. De los vacunados
2 % se enferman de gripe. De los no vacunados, 15 % se enferman.

Cual es la probabilidad que una persona tenga gripe?

A = engripado, P(A) =7

By = no vacunado

B; = vacunado

Conocemos P(By) = 0,2, P(B;) =0,8, P(A|By) = 0,15, P(A|B;) = 0,02.
Usando probabilidad total:

P(A) = P(A|By)P(By) + P(A|By)P(B)
=0,150,2+0,020,8 = 0,19

Férmula de Bayes Sea B; una particién de §Q tal que P(B;) > 0 para todo i. Sea A
un evento. Entonces,
P(B;A) _ P(A[B;)P(B))

PG = =504y = S p(alB) P(BY

Se usa cuando sabemos calcular P(A|B;) y P(B;)
Vacunas
Cual es la probabilidad que una persona con gripe haya sido vacunada?

Queremos calcular P(B;|A). Se aplica Bayes directo.
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AB)P(B;) 0802
P(A) 0,19

P(By|4) = 21

Juego de las 3 puertas. Monty Hall.

Tres puertas cerradas y un premio atras de una de las puertas. Elijo una puerta y el
presentador abre una de las otras dos que no tiene premio. Me da la opcion de cambiar
de puerta. Conviene cambiar?

B; = premio en puerta i. P(B;) =1/3
Jugador elige la puerta 1 (los otros casos son andlogos).
As = presentador abre la puerta 3 (el otro caso es andlogo).

El protocolo que usa el presentador cuando el premio estd en la puerta 1 es abrir una
de las otras dos puertas con la misma probabilidad. Es decir:

P(4By) =0, P(A4fBy) =1, P(Ag|By) =1/2 1)

Puede haber otros protocolos. Usando el protocolo (1) calculamos la probabilidad que el
presentador abra la puerta 3:

P(A3) = P(A3|B1)P(By) + P(As|B2)P(Bs) + P(As3|Bs)P(Bs)

11 1 1 1
— 4 1-40===
23+ 3+O3 2

y las probabilidades que el premio esté en las puertas 1 y 2 dado que el presentador

abrio la 3:

As|B1)P(By) _ 1_/6 _
P(As3) 1/2

P(Bi|A3) = 2 1/3.

P(A|By)P(By) 1/3
P(4s) 12

P(Ba|As) = 2/3.

O sea que P(ganar sin cambiar de puerta) = 1/3 y P(ganar cambiando de puerta) = 2/3

Simulacién en R: ver Monty Hall

2.3. Independencia de eventos
Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad Los eventos A y B se dicen independientes si
P(AB) = P(A)P(B).

Uando A y B son independientes, tenemos P(A|B) = P(A), que interpretamos “el cono-
cimiento de B no modifica la probabilidad de A”.

Si A B son independientes, entonces A y B¢ también lo son. Demostracion: P(AB¢) +
P(AB) = P(A). Por lo tanto P(AB®) = P(A)—P(AB) = P(A)(1-P(B)) = P(A)P(B°).
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Ejemplo: dos dados. A = suma 9; B = segundo dado es 5.

A = primer dado par. B = segundo dado impar.

Familia de eventos independientes

Se dice que los eventos Ay, A, ... son independientes si

P(Niex A;) = [Liex P(A;) para cualquier subconjunto finito K C {1,2,...}
Ejemplo: descomposicién binaria de un nimero real elegido al azar en [0, 1].

A; = i-ésimo digito en la descomposicién binaria del nimero es 1. Los eventos A; son
independientes!

Ejemplo de conjuntos independientes dos a dos pero no independientes: 3 monedas
Aj primera moneda cara.

As segunda moneda cara.

Ajs las dos monedas son iguales.

Son independientes dos a dos pero no independientes.

3. Variables aleatorias

3.1. Definicién y propiedades

(Q, F,P). Una variable aleatoria es una funcion

X:Q—-R
tal que X ' (B) € F para todo Boreliano B.
Notacion:

{XeB}={w:X(w)€B}=X"1B) esunevento
Una variable aleatoria es una manera de describir eventos.

Proposicién 4 Sea C una familia de conjuntos que generan los Borelianos, o(C) = B.
X : Q — R una funcion. St {X € C} € F para todo C € C entonces X es una variable
aleatoria.

Dem Sea D C B el conjunto de Borelianos D para los que {X € D} € F. Se ve que D
es una sigma algebra. Como C C D tenemos que D = B. O

Veamos que D es una sigma algebra:

{X € D} ={X € D}° € F implica D € D.

{X ey,D;} =U{X € D;} € F implica UD; € F.
{X e R} =Q € F implica R € D.

13



Corolario 5 (2, F), X es variable aleatoria sii {X < z} € F para todo z € R.

Ejemplos de variables aleatorias

Variable aleatoria constante X (w) = ¢ para todo w € Q.

Q siB>3c¢

{XGB}:{Q) si BFc

es una variable aleatoria.

Funcién indicadora. Sea A € F, entonces la funcién definida por 14, = I, dada por

1 siwe A
I _
aw) {0 siwé¢ A

es una variable aleatoria: Si B € B.

0 siBZF1, BZ0
A siB>1, B0
(X € B} = 531, B3
A siB#1, B30
Q siB>31, B30
Ejemplo de funcién que no es variable aleatoria Sea Q0 = {1,2,3,4}, F =

{Q)7 {17 2}7 {37 4}7 Q}
X = I3y no es variable aleatoria.

porque {X € B} ={2,3} ¢ F para B> 1.

Lema 6 (Q,F, P) espacio de probabilidad, X variable aleatoria, entonces (R, B, Px) es-
pacio de probabilidad, donde Px(B) = P(X € B).

Dem: (ejercicio) Como B es una sigma &lgebra, sélo falta ver que Py es una probabilidad.
L]

3.2. Funcion de distribucién acumulada

Definicién: Fx(z) := P(X < x)

Propiedades de la funcion de distribucién acumulada: F = Fx
1) F' es mondtona no decreciente: z < y implica F(z) < F(y)

2) F es continua a derecha, es decir limy, o+ F'(x + h) = F(x)
3) lim, oo F(x) =1y lim, , o F(z)=0

Lema 7 Cualquier funcion que satisfaga 1, 2, 3 es la funcion de distribucion de alguna
variable aleatoria.

14



Dem. Pospuesta. O

Lema 8 F'x caracteriza X. Es decir, si X eY son variables aleatorias, entonces

Px =Py siysolosi Fxy=Fy. (2)
Es decir, P(X € A) = P(Y € A) para todo evento A si y sélo si P(X < x) = P(Y <z)
para todo x € R.

Dem:

1 implica 2: P(X < z) = P(X € (—o0,z]) = Px((—00,z]). Como ese intervalo semi-
infinito es un Boreliano, sabemos calcular su probabilidad.

2 implica 1: Px((a,b]) = P(X <b) — P(X < a) = F(b) — F(a). Con esto definimos la
probabilidad en los intervalos. Por el teorema de extension, queda definida sobre todo
Boreliano. O

Uso de la distribucion acumulada para calcular la probabilidad Px sobre los in-
tervalos:

Pla< X <b)=F(b) — F(a)

Pla< X <b)=F()— F(a—)

P(a< X <b) = F(b—) — F(a)

Pla< X <b)=F(b—)— F(a—)

3.3. Variables aleatorias discretas

Decimos que una variable aleatoria es discreta si asume numerables valores, todos con
probabilidad positiva. La variable X induce la particién de 2 dada por:

{weQ: X(w)=uz},x € Ry),
donde Ry = es el rango de X definido por
Rx :={zreR: P(X =x) > 0}.
Funcién de probabilidad puntual: Definimos px(z) := P(X = z). En este caso

discreto decimos que px es la distribucion de X. Es una tabla.

Dada una variable aleatoria discreta siempre se puede construir un espacio de probabilidad
donde esté definida: Q = Ry, F = P(Rx), P = Px.

Diagrama de barras: grafico de la funcién x — P(X = z).

Histograma: A cada z del rango se le asigna un rectangulo cuyo drea es igual a P(X = ).
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Ejemplos Dos monedas €2 = {00,01,10,11}.

X = namero de caras.

X(00) =0, X(01) = X(10) = 1, X(11) = 2.

X induce la particion:

{X =0} = {00}, {X =1} ={01,10}, {X =2} = {11}

que permite calcular la distribucion:

X 0112
PE=a 1111}
Uniforme en un conjunto finito B: Para x € B,
1

PX =2)=—

donde |B| es el cardinal de |B|.
Bernoulli(p). Jacob Bernoulli (1654-1705), p es el pardmetro.
P(X =1)=p, P(X=0)=1-p.

Distribucion geométrica de parametro p. Informalmente, representa el nimero de ensayos
de Bernoulli(p) hasta el primer éxito. La probabilidad puntual estd dada por

px(k)=P(X =k)=(1—p)"'p, E>1. (3)

Deducimos que P(X > k) = probabilidad de k fracasos = (1 — p)*. La funcién de distri-
bucién acumulada es

Fk)=P(X<k)=1-P(X>k) =1-(1-p)*

Falta de memoria de la geometrica.

P(T>n+m|T >n) = P(g(;zz)m) (4)
_@Q=pmm m_
—W—(l—p) =P(I">m) (5)

Distribucion binomial. La variable S,, representa el niimero de éxitos en n ensayos inde-
pendientes de Bernoulli(p): Sus probabilidades puntuales estan dadas por

P(S,=k) = (Z)pk(l—p)”_k, kE=0,...,n

Decimos que S,, es Binomial(n, p) (pardmetros).

Para ver que el nimero de éxitos en n ensayos es binomial hay que verificar que los ensayos
son independientes y la probabilidad de éxito es siempre p. Por ejemplo

El experimento: se extraen 4 bolillas con reposicion de urna con 5 blancas y 3 negras.
S, = numero de bolillas blancas extraidas tiene distribucién Binomial(4,5/8).
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El experimento: se extraen 2 bolillas sin reposicion de urna con 5 blancas y 3 negras.
Sy = nimero de bolillas blancas extraidas, no tiene distribucién binomial (falla la inde-
pendencia).

Distribucion de Poisson. Simeon-Denis Poisson (1781-1840). Sea A > 0 un parametro
real. Decimos que una variable X es Poisson(\) si su distribucién esté dada por

7AAk
P(X:k):ek‘ . k>0
Para verificar que es una probabilidad, recordemos que por Taylor:
i 72 i
e=ldat o= o
=0

Esto implica que » 7, ., P(X = k) = 1.

Aproximacién Poisson de la binomial Sea S,, ~ Binomial(n, p(n)) con p(n) = A/n,
A > 0 es un parametro.

Lema 9 Vaule

Dem:

k n | _
50 e 0

Esto demuestra el lema porque

lfm (1 _ 5)” — e

n—oo n
! S (n—k+1
T L PN et RE Gl e o)
AN —k
h’m<1——> -1 0
n—oo n

Binomial negativa o Pascal. Sea Y}, el nimero de ensayos de Bernoulli(p) necesarios para
obtener k éxitos? Hay dos parametros, k y p.

P =3)= (}1 _ Dpk(l —p) "

Dualidad entre la Binomial y la Binomial negativa

Lema 10 Si S, ~ Binomial(n,p) y Yy ~ Binomial-negativa(k,p), entonces

P(S, > k) = P(Yy < n).

En palabras: el instante del k-ésimo éxito es menor o igual a n si y s6lo si hay por lo
menos k éxitos en los primeros n ensayos.
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Dem:

P(S; > k) = P(Sj-1 =2 k) = P({S; 2 k} \ {Sj-1 = k})
= P({S; = k}n{S;-1 <k})=P{S; =kt Nn{Sj-1=k—1})
= (i - Dpk‘l(l —pY *p=P(Y,=n)
Por lo tanto,
P(Y, <n)= Y PYy=j)= Y (P(S; > k) — P(Sj—1 > k)) =P(S, > k). O

3.4. Variables aleatorias continuas

Ejemplo: X,,: duracién de una bateria en unidades 1/n.

X, ~ Uniforme en {%, %, .

Yl

Cuando n es grande X, aproxima una variable aleatoria X “continua”, el tiempo de
duracién X € [0, 1].

Histogramas con &area total igual a 1.

dias, horas, minutos, segundos, décimas de segundo, etc, como limite de los histogramas
una curva suave.

Probabilidad de que la duraciéon X esté entre los niimeros reales a y b (a < b) estard dada
por el area bajo la curva entre a y b.

P(X,€la,b)=(0b—a)+0(1/n) — b—a=Pla<X <bh).

n—o0

Definicién: Una variable aleatoria X es continua si existe una funcién f: R — Rt =
[0,00) llamada funcién de densidad de X tal que

HXem:/fmm, ACR
A

para cualquier Boreliano A. Cuando A = [a, b] es un intervalo tenemos
b
Pla <X <)) :/ f(z)dx

La funcién de densidad f(z) debe satisfacer

[:f@szl

f(z) puede ser mayor que 1.

Ejemplo: f(z) = az?1{x € [1,3]}.
-1
Calcular a = ( X x2> =2

Calcular P(X >2) =13
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Funcién de distribucién acumulada Definimos

Fx(z)=P(X <z)= /_x f(z)dx

Calcular la F' de la variable X

Propiedades de la funcién de distribuciéon acumulada: Sea F' la funcién de distri-
bucion acumulada de X, una variable aleatoria continua. F' tiene las siguiente propiedades

1) F(z) es mondtona no decreciente.
2) F(x) es continua en todo punto.

3) lim,, o F(z) =0, lim, oo F(z) =1

Lema 11 Si X es continua y a < b reales, vale

Pla< X <b =Pla<X<b=Pla<X<b)
=Pla< X <b)=F(b) — F(a)

Dem: Basta ver que P(X =a)=P(X =0) =0.0

Lema 12 Si X continua con densidad f y acumulada F', entonces en todo punto x donde
F(z) es derivable,

f(x) = F'(x)

Dem: Resulta del Teorema Fundamental del Calculo Integral, y de la definicién de F'(x).
L

Lema 13 La funcion de distribucion caracteriza la variable aleatoria: Si Fx = Fy en-
tonces P(X € A) = P(Y € A) para todo Boreliano A.

Percentiles de una distribucién continua: Sea X una variable aleatoria continua
con densidad f y acumulada F'y sea 0 < p < 1. El percentil (100p)-ésimo de la distribucién
de X es el valor z, tal que F(x,) = P(X < x,) = p, es decir, la solucién z, de

JC
Por ejemplo para encontrar el percentil p = 0,25 de X con densidad
19
f(z) = %:ﬁl{x € [1,3]}

calculamos primero la acumulada

3 _

Flz) = —5¢ 1{966 [1,3]} + 1z > 3}

y resolvemos la ecuacién para x, € [1,3]:

3 —1
26

F(xo25) =0,25 = =0,25 = o2 =1,96
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Ejemplos clasicos de distribuciones continuas
Uniforme

X tiene distribucién uniforme en el intervalo [a, b, si su funcién de densidad es

flr) = 51 € [o, )

La distribucién acumulada esta dada por:

r—a

b—a
Note que f(x) = F'(z) para todo = ¢ {a,b}.

F(z) = Yz € [a,8]} + 1z > b}

FExponencial

Buscamos una variable aleatoria X en RT sin memoria, es decir, que satisfaga
P(X >t+s|X >s)=P(X >t), paratodo s,t>0.

Si el colectivo no llegd hasta el instante s, cuanto mas va a tardar en llegar? Eso es
equivalente a

P(X >t+s)

PX>s) T

Si llamamos ¢(t) = P(X > t), g debe satisfacer:
g(t+s) =g(t)g(s), para todo s,t > 0. (6)

Si g estd asi definida, entonces g(t) = e~ para algtin A > 0 es solucién de (6). De hecho
son la unicas soluciénes. La funcion de distribucion acumulada de X es

1—e™M t>0

y su densidad f(t) = Ae .

Decimos que la variable aleatoria X con esa densidad tiene distribucion exponencial de
pardmetro A. Denotamos X ~ Exponencial()\).

Exponencial como limite de geométricas rescaladas

Sea Y,, una geometrica de parametro p, = A/n y calculemos

P(E > t) = P(Y, >tn) = (1 _ §>Lth o

n n n—oo

“En intervalos de tiempo de longitud % se realizan ensayos con probabilidad % de éxito;
Y, /n es el tiempo necesario para obtener el primer éxito”. Cuando n tiende a infinito, la
distribucién de Y,,/n converge a la distribucién Exponencial().

Gama

Una variable X tiene distribuciéon Gama con parametros a > 0y A > 0 si su densidad es

flz) = Ae () 1{x > 0}

INEY!
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donde I'(«) esta definida por

INE) ::/ e Yy tdy
0

Integrando por partes se demuestra que
['a)=(a—1)I'(a—1)
por lo que para a entero no negativo I'(a) = (o — 1),

Cuando a = n es entero, X es el tiempo necesario para que haya n eventos, cuando el
tiempo entre dos eventos es Exponencial(A). Esto lo veremos después.

Dualidad Gama-Poisson

Lema 14 Sea N(t) una variable Poisson(At) y Y, una variable Gama(n, \). Entonces

P(N(t) > n) = P(Y, < 1).

Dem Sea
> =Xt At)I
F(#t) = PN() > n) = S A
— !
j=n
Diferenciando en t,
) i e MAYTIN L r e M)A
o (j—1)! o 4!

como es una suma telescopica, la suma es igual al primer término:
B )\e—At()\t)n—l
 (n=1)!

que es la densidad de la Gama(n, \). O

3.5. Distribucion Normal.

Poincaré pregunta si hay una distribucién uniforme en una bola de radio infinito de
dimensién infinita. No se puede definir una probabilidad uniforme en ese conjunto pero
se puede proponer un procedimiento limite.

Sea ), = {w € R* : |w|?> < vk} Bola k-dimensional de radio vvk. Sea P, la distribucién
uniforme en . Asi, si A C () boreliano, definimos

Volumen de A
Volumen de €,

Pi(A) =
Defino X (w) = wy primera coordenada.
Ejercicio: Pruebe que

hm Pi(X; <a) e /2y

|
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Hay que calcular el volumen de {w € R* : |w|? < vk y w; < a}, dividir por el volumen de
Q) y tomar el limite k& — co. La cuenta estd hecha en Georgii [6].

Distribucion Normal. Se dice que X tiene distribucién Normal de pardmetros p y o? si
su funcion de densidad es

o) = 1 w22
2mo

Notacién: X ~ N(u,c?). El gréafico tiene forma de campana con eje de simetria en z = p
y puntos de inflexién en x = p + 0. Es simetrica en relacion a pu: f(u+x) = f(u—2) y
alcanza el maximo en z = p.

Para probar que es la distribucién de una variable aleatoria hay que verificar que f f=1
El truco es escribir

</_Z f(l’)da?>2 = /_Z /_Z f(z)f(y)dzdy

_ L /OO /00 e~ @2 qpdy = 1,
27-(- —Oo -0

pasando por coordenadas polares.

Distribucion normal standard. Decimos que Z tiene distribucién normal standard si
Z ~ Normal(0, 1). Esta distribucién estd tabulada. Por ejemplo, el percentil 99 de la
distribucién es 2.33.

A partir de la tabla de la normal standard se pueden calcular probabilidades para la
normal usando las siguientes relaciones.

e Si X ~ Normal(u,0?) entonces Z = £ ~ Normal(0, 1). Veamos:

X —p
g

Fz(z):P(Zgz):P< <z> — P(X <oz +p) = Fx(oz + )

fz(2) = d%Fz(z) = d%FX(az +p) =0 fx(oz + )
2

o < (oz+p— u)2> 1 ( z )
= exp(———F—5—>) = exp( ——
o P 202 V2 PA\73

e Si Z ~ Normal(0,1) y X = 0Z + p entonces X ~ Normal(u, o).
e Si Z ~ Normal(0,1) y X = 0Z + p. Entonces los percentiles satisfacen

Ty — [
o

=2p Y Xp=20+ L

Aqui los percentiles estan definidos por p = P(Z < z,) = P(X < z,).

3.6. Funciones de variables aleatorias
Sea X : 2 — R una variable aleatoria en el espacio de probabilidad (2, F, P). Cémo
tiene que ser g : R — R para que Y := ¢g(X) sea variable aleatoria? Necesitamos que

{YeB}eF, Beh.
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{Y € B} ={9(X) € B} ={X € g'(B)} € F, si g}(B) € B (porque X es variable
aleatoria)

O sea g tiene que ser medible Borel: B € B implica ¢~'(B) € B.

En general consideremos espacios (€2;, F;) con JF; sigma algebra de conjuntos de €;. Dire-
mos que f: Q; — Qy es Fy/Fo-medible si f71(A) € ©; para todo A € Q.

Lema 15 SiC es una clase de conjuntos que genera Fo y f~1(A) € Fy para cada A € C,
entonces f es Fi/Fo-medible.

Dem La clase {A € F, : f71(A) € Fi} es una sigma dlgebra en Qy. Como esta sigma
algebra contiene a C, contiene también a Fy. [

Lema 16 g : R — R es medible si (i) es continua; (ii) es mondtona; (iii) es la indicadora
de un Boreliano

(iv) g, medibles implica inf g, sup g, liminf g, y limsup g,, medibles.

Dem (i) Los conjuntos abiertos generan By g~!(A) es abierto porque g es continua. Por
lo tanto f es medible.

(ii) Si g es mondtona, g~'((—oo,a]) es un intervalo y por lo tanto estd en B. Como los
intervalos generan B, g es medible.

(iv) (inf g,) ' ([a,00)) = {z € R : inf g,,(z) > a)} = N, {z € R : g,(x) > a)} € B. Como
los intervalos semi-infinitos generan B, listo. La misma demostracién sirve para el sup.
Como liminf f,, = sup,, infy>, fx, el liminf es un supremo de medibles y por lo tanto es
medible.

Cambio de variable

Calculo de la distribucion de g(X) a partir de la distribucién de X.

Teorema 17 Sea X una variable aleatoria con densidad fx(z) tal que P(X € (a,b)) = 1.
Sea g : (a,b) — R estrictamente creciente o bien estrictamente decreciente .
Considere la nueva variable aleatoria Y = g(X). Entonces

frw) = fx(g7'(®)) }(g’l(y))" .

Dem Calculamos la distribucién acumulada de Y
Fy(y)=P(Y <y)=P(9(X) <y)
pero como la funcién es estrictamente creciente en el intervalo (a,b), podemos invertirla:
=P(X <g'(y) = Fx(9~'(¥))

Para obtener fy derivamos Fy y obtenemos

fry) = fx(g7' () ‘(9‘1(11))

!/
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Ejemplos
(1) X ~ Uniforme[0,1] y Y = X?. Entonces

fry) = mm%.

Muchas veces, pese a que la funcion g no es invertible, podemos calcular la funcién de
densidad de Y = g(X). Por ejemplo, consideremos X ~ Uniforme[—3,3] y Y = X?2. Como
X €[-3,3], Y €10,9]. Calculemos Fy y fy.

Fy(y)=P(Y <y)=P(g(X) <y)=P(X*<y)
=Py <X <)
—2P(0 < X < /§) = 2Fx (/7).

y derivando,
) = WV = 5vi el

(2) Z ~ Normal(0,1) y Y = Z2. Con el mismo razonamiento que en el caso anterior:

2Fx(\/y)
Ix(WY)/Vy

Fy(y)
fr(v)

3.7. Convergencia en distribucion

Decimos que una sucesion de variables aleatorias Y7, Y5, ... converge en distribucion a
una variable Y si

lim Fy, (y) = Fy(y)

n—oo
para todo y donde Fy(y) es continua.

(contra) Ejemplo. Sea F,(x) = {z > 1/n}, la distribucién de la variable X,, que da
peso 1 al valor 1/n: P(X,, = 1/n) = 1. Cuando n — oo, X,, converge en distribucion a
la variable X que le da peso 1 al cero: P(X = 0) = 1. De hecho lim,, F,(z) = F(x) para
todo = # 0, el inico punto de discontinuidad de F', la distribuciéon acumulada de X. Sin
embargo, vemos que F,,(0) no converge a F'(0): F,(0) = 0 para todo n, pero F'(0) = 1.

Ejemplos de convergencia en distribucion

1) U, ~ Uniforme({1/n,...,n/n}), U Uniforme[0, 1]. U, 2 u.

2) X, ~ Binomial(n, A\/n), X ~ Poisson(A). X, 2 X,

3) Y, ~ geometrica (A\/n), X,, =Y,,/n, X ~ Exponencial(\). X, NS

4) X,, = primera coordenada de un vector aleatorio distribuido uniformemente en B,,(0, /1),

la bola de dimensién n de radio \/n. Z ~ Normal(0,1). X,, — Z.
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4. Vectores Aleatorios

4.1. Definicién

Empezamos con un ejemplo. Pedimos a un estudiante que lance dos veces una moneda.
El resultado es un vector (X, Xs). Hay dos tipos de estudiante, el que lanza la moneda
dos veces, con resultados posibles (0, 0), (0, 1), (1,0), (1, 1) con probabilidad 1/4 cada uno.
Y hay otro estudiante que simplemente lanza una vez la moneda y repite el resultado:
(0,0), (1,1); en este caso cada coordenada tiene la misma probabilidad: P(X; = 0) =
P(X; = 0) = 1/2. Observando s6lo X; o X no podemos diferenciar entre los dos. Hay
que mirar el resultado del vector (X;, X»).

Sea (€2, F, P) espacio de probabilidad. Un vector aleatorio X = (Xi,...,X,) es una
funcion

X:0— R

tal que cada coordenada X; es una variable aleatoria.
Espacio de probabilidad inducido por el vector X

El conjunto de los Borelianos d dimensionales B¢ es la sigma algebra generada por los
rectdngulos semi-infinitos {x € R? : z < a} a € RY donde el orden de vectores es
coordenada a coordenada:

r < asiysodlosiz; <a; paratodoi=1,...,d.
Un vector aleatorio induce el espacio de probabilidad
(Rd7 Bd7 PX)7

donde el espacio muestral es R? los eventos son los Borelianos d-dimensionales y la pro-

babilidad Px se define
Px(B) = P(X € B).

Para que Px esté bien definida necesitamos el siguiente lema.

Lema 18 Un vector aleatorio satisface que para todo B € BY,

{XeB}eF.

Dem Por definicién, como las X; son variables aleatorias, para B; € B,
{XE By x--- X Bd} = ﬂ;lzl{Xi S Bl} e F.

Por otro lado C = {B : {X € B} € F} es sigma-élgebra. Como C contiene los rectangu-
los, contiene B¢ la sigma dlgebra de Borel d-dimensional, pues es la menor que contiene
rectangulos. O
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4.2. Funcion de distribucion acumulada

Para un vector alatorio X definimos Fy : R? — [0, 1]:
FX(.’L‘l,--.,md) :P(Xl SfL‘l,...,Xded) :P(XS'T)’

usando la notacién = = (xy,...,x4) y el orden parcial z < y si z; < y; para cada
coordenada 7.

Ejemplo Lanzamos dos monedas X; := cantidad de caras; X3 := 1{los resultados son
iguales}. La Funcién de distribucién en este caso se calcula a partir de las probabilidades
puntuales:

et Lo TT2x
00 1/4] 0 | 1 T
OL[1/4[ 1] 0 VAR BY
01/4] 0 | 1 -
Li1/4] 2 |1 2
ta
1
1/4 § S/4
'1"""(') """""""""""""""
3 11/2
i i i
T

Figura 1: Funcién acumulada bi-dimensional

Propiedades de la funcion de distribucién acumulada
1) lim, o Fx(x) =1

2) lim, , o Fx(x)=0

3) Continuidad a derecha: Si 2™ \, x = lim,, Fx(z") = Fx(x)
4) Monotonia. z <y = F(z) < F(y).

Para que una F' que satisface 1 a 4 sea de distribucién hay que pedirle que la probabili-
dad inducida en rectangulos sea no negativa. Por ejemplo en dimension 2, debe valer la
condicién

P(X € (a,b] x (¢,d]) = F(b,d) — F(b,¢) — F(a,d) + F(a,c) > 0. (7)

Esto caracteriza la probabilidad en los rectangulos de R? y por lo tanto caracteriza la
probabilidad. En R¢ hay una formula andloga a (7).
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5) El valor inducido por F' sobre rectangulos debe ser no negativo. En dimension 2, se
debe satisfacer la desigualdad (7).

En general no es necesario chequear la propiedad (7) porque las probabilidades se definen
en forma mas directa en el caso discreto por la probabilidad puntual y en el caso continuo
por una densidad.

4.3. Funciones de vectores aleatorios

X € R? vector aleatorio y g : R? — R*. Defina Y = g(X). Decimos que g es medible Borel
si g71(B) € B¢ para todo B € B*.

Lema 19 Si g es medible Borel y X € R% es un vector aleatorio, entonces Y € RF es un
vector aleatorio.

Lema 20 (i) g continua implica g medible. (ii) g limite de medibles Borel implica medible
Borel.

Por ejemplo, si Xj,..., X, son variables aleatorias definidas en (2, F, P) entonces son
vectores aleatorios X + - -+ + X,,, X7 + %374 las funciones continuas de esas variables,
etc.

4.4. Vectores aleatorios discretos

Un vector X = (Xy,...,Xy) es discreto si cada coordenada es una variable aleatoria
discreta. El rango Ry := {r € R? : P(X = z) > 0} de un vector aleatorio discreto
estd contenido en Rx, X --- X Rx,, el producto cartesiano de los rangos de las X;, y por
lo tanto es a lo sumo numerable.

En el ejemplo precedente el alumno aplicado tiene rango Rx = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
y el fiaca Rx = {(0,0),(1,1)} ambos contenidos en Ry, x Rx, = {0,1} x {0, 1}.

Funcién de probabilidad conjunta puntual Sea X = (Xj,...,X;) un vector alea-
torio discreto. Definimos la probabilidad puntual conjunta por

p(1, ... xq) = P(X1 =x1,...,Xqg = 24)
y la probabilidad del evento {X € A} por

P((Xy,.... X)) €A)= > plar,...,7q)

(JJl,...,LEd)EA
La probabilidad conjunta satisface >, --->  p(z1,...,7q4) = 1.

Distribuciones marginales
Lema 21 Para el vector X = (X,...,Xy), vale que

P(Xlzl"l)ZZ"'ZP(%,---,%)

y similar para las otras coordenadas.
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Las distribuciones de las coordenadas de un vector aleatorio se llaman distribuciones
marginales.

Dem Esto sigue del teorema de la probabilidad total. La familia {{Xs = z5,..., Xy =
T4} Ta,...,xq € R} es una particién. O

Ejemplo Sea (X7, X5) vector con p(0,0) = 0,4, p(0,1) = 0,2, p(1,0) = 0,1 y p(1,1) = 0,3.
Las marginales son

P(X; =0)=p(0,0)+p(0,1) =0,6

P(X;=1)=p(1,0)+p(1,1) =04

Toda la informacién se concentra en la tabla:

0 11Xy
0 ||040.2)0.6
1 ]01]03]04

Xo 05105 1

4.5. Independencia

Si (Xi,...,X4) es un vector aleatorio, decimos que las variables X, ..., X  son indepen-
dientes si

P(X, € By,...,X4€ By) = P(X, € By) ... P(Xy € By)

para todo By, ..., By Borelianos en B!,

Independencia en el caso general discreto

Lema 22 Sea (X, ..., Xy) un vector discreto. Entonces son equivalentes
1. X1,...,X4 son variables aleatorias independientes

1. Las puntuales factorizan
P(Xl :xl,...,Xd:xd) :P(Xl :xl)P(Xd:xd)

para todo (xy,...,24) € Rx.

1. Las acumuladas factorizan:

FX<I') = FXl(l‘l) .. .FXd(ZL‘d)

w. Bxisten funciones qi,...,qq tal que
P(Xl :xl,...,Xd:xd):ql(xl)...qd(xd) (8)
v. Existen funciones Hy, ..., Hy tales que

FX(CL’) = Hl(l‘l) Ce Hd(Id)
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Dem i = ii] Los puntos son Borelianos implica la factorizacién.
i = ]
PX;eB;,i=1...,d)=P(X;, € B_NRx,, i=1...,d)
= >  PXi=u,...,X4=1)

x:ziGBiﬂin Vi

= Z P(Xi=z1)...P(Xy=14) por hipotesis

z::pieBiﬂinVi

S Y Pima) Y P(Xa=u)

CE1€B1QRX1 IdEBdﬂRxd

= P(X, € By)...P(X4 € By)

it = iv] Inmediato poniendo ¢; = px,
iv = i Sumando (8) sobre las coordenadas j # i y usando iv:
P(X;=2) =) Y P(Xi=um,...,Xq = 24)

i @
= qi(z) Y > aila) . qa(xa) = gici,
i wj
porque la suma no depende de z;. Por lo tanto,
P(Xl :xl)P(Xd:xd)

PXi=a1,....Xg=24) =q1...qa =
C1...Cq

1

= 1 y concluimos.
C1...Cq

pero sumando en x4, ..., ry obtenemos
it = d11) Inmediata.

i1i = 4i] Se hace una cuenta explicita, por ejemplo si X Y son discretas en d = 2, vimos
que

p(l',y) = [F(xay> - F(:C,y—) - F(:Ij‘—,y) + F(:L‘—,y—)} (9)
Si las acumuladas factorizan, también factorizan los limites x— y y—:
= Fx(z)Fy(y) — Fx(2)Fy(y—) — Fx(z—)Fy(y) + Fx(z—)Fy(y—),
por hipotesis; ahora, sacando factor comun:
= Fx(2)[Fy(y) — Fy(y—)] — Fx(z—)[Fy(y) — Fy(y—)]
= [Fx(z) — Fx(z=)] [Fy(y) — Fy(y—)] = px(2)py (y)

iv = v| Inmediata.

v = 1] Lo pruebo para d = 2, la prueba general es igual, usando la férmula que relaciona
las puntuales con las acumuladas. Usando (9) y (v),

plr,y) = [H1(93)H2(y) — Hy(v)Ha(y—) — Hi(z—)Ha(y) + H1(9U_)H2(y—)}
= (Hi(x) — Hi(z—))(Ha(z) — Ho(z—)) =t qu(7)q2(x). O
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Ejemplos
(1) P(X1 =21, Xy = 19) = %a“*“, 21, %o > 1. Factorizan, son independientes.

(2) P(X7 > 21, X5 > x9) = a™™2 sl xy,29 > 0; P(X; > 21,X5 > 29) = 1 for x <0
implica que las acumuladas factorizan. Poniendo x5 = 0 obtenemos

P(Xl > [L’l,XQ > 0) = P(Xl > [L’1> = a"'.
Analogamente P(Xs > x9) = a™, por una férmula andloga a la anterior:

P(Xlle,XQle):P(Xl>£L’1—1,X2>$1—1)—P(X1>3§’1—1,X2>£E1)
—P(X1 >JZ1,X2>$1—1)+P<X1>$1,X2>$1)

r1+re—2 _ _xitxo—1 a:r1+x2*1 + ax1+:rz

=a a

=a""72(1 - 2a + a*) = ™7 %(1 — a)?

Se trata de dos geometricas independientes de pardmetro (1 — a).

4.6. Vectores aleatorios continuos

Decimos que el vector X : 2 — R? es continuo si existe una funcién f : R? — R* llamada
funcién de densidad conjunta con [g, f(z)dz =1 tal que

b1 by
P(XE[&1,b1]><---><[ad,bd]:/ f(a:l,...,xd)dxl...dxd.
ai a

d

Ya vimos que las probabilidades de rectangulos en R? determinan probabilidad. Asi, para
todo Boreliano d dimensional B:

P(X e€B)= /Bf(x)dx

Ejemplo Sea X Uniforme en un Boreliano A de volumen finito, | 4 dr < 00. Sea

Yz e A}
f(ﬂf)—w

Asi, para B C A, Boreliano,

_ Jzpdx  Volumen de B
N [, dx ~ Volumen de A

P(X € B)= /Bf(a:)dm

Relacion entre la acumulada y la densidad

Acumulada en el caso continuo:
T1 Tq
F@):/ / FWi, - ya)dys - Ya

Si f es continua en (x1,...,z4), derivando respecto de cada coordenada queda

OF

8x1”'axd:f(x17"'7xd)

Distribuciones marginales
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Lema 23 Si X = (X4,..., Xy) es un vector aleatorio continuo con densidad f, entonces
X1 es continua con densidad

le(xl):/_oo.../_oo flzy,... xq)dxs .. .dzy

Esta es la densidad marginal de la primera coordenada. El lema vale para las otras coor-
denadas con las modificaciones notacionales apropiadas.

Dem

P(X; € (a,b)) = P(X € [(a,b) x R--- x R])
b poo 00
:/ /_ /_ f(l‘l,...,$d)dl'1d$2...d{lfd

:/:(/Z_../Zf(xl,...,xd)d;pg...dmd)dxl:/abfxl(xl),

Ejemplo Dardo. (X,Y) uniforme en B(0,1). La densidad es

f(e.w) = 21{(x.9) € BO,1)}

usando Fubini. O

Marginal de z:

fx(z) = /_00 flz,y)dy = /_; ;dy Hzr e (-1,1)}
_ 2—”7:9"21{1; € (—1,1)}.

4.7. Independencia de variables continuas

Lema 24 (X,...,Xy) vector aleatorio continuo con densidad f. Son equivalentes
1. Xq,..., X4 son independientes

it fx(@1,...,2a) = fx,(21) .. fx,(24).

iii. Fx(x1,...,2q4) = Fx,(21) ... Fx,(2q)

w. Ezisten funciones hy, ... hqg: R = R tal que fx(x1,...,24) = hi(x1) ... ha(zq)

v. Eristen funciones Hy, ..., Hy : R —[0,1] tal que Fx(x1,...,2q) = Hi(21) ... Hy,)

Dem i = iii] Facil. (—oo, z] es Boreliano, entonces
P(X1 le,...,XdS.I’d) :P(Xl §x1>P(Xd§xd>

it = i| Facil:
P(Xi € B, izl--‘,d):/ v | Ix (o ya)dyr - Ya
B By

= | fxi(y)dy ... ; Fxa(wa)ya = [ P(Xi € By)

By
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it = d1i) Misma que la anterior para los borelianos (—oo, z;].

i1 = ii] Facil. Como X es continua y las funciones acumuladas factorizan,

OF  _ 9'(Fx,(z1) ... Fx,(z4))
o) = g = P B
- aFX1 (:E1> aFXd(xd) _
— = fx, - fx,
0xq O0xq

iv = 4i] Calculemos la distribucién marginal de X; en funcién de las h;. Sea B; Boreliano
en R.

P(X; € B;) / /fxl,..., )Y x; € Bi}dry .. .dxy
/ /hl ZL‘l QTd) ]_{ZL'Z € B; }dl‘l .dzy

/ x;)dx; H / (xj)dx; = ¢ / hi(x;)dx;

Ji#i Bi

porque el producto de las integrales no depende de z;. Usando v tenemos
d
P(X, €Bi,..., X4 € By) = /.../f(xl,...,:vd)<H1{Xi € Bi}>dm1...d:pd
i=1
H P(X; € By)

Pero tomando B; = R para todo i, obtenemos —*

c1...Ccq

= 1 y concluimos.
it = iv] Basta tomar h; = fx,.
i1t = v| Basta tomar H; = F,.

v = 1ii] Por hipdtesis v,

F(z,...,20) = [ [ Hi(z) (10)

Sacando limites z; — oo para todo j # ¢ tenemos

Fx, (%) = Hi(z H lim H, i(z)) = Hi(z)c;. (11)
g#i

(justifique que los limites a la derecha existen). Poniendo (11) en (10), tenemos

d
FZl,..., H

Sacando limite z; — oo para todo ¢ vemos que el lado izquierdo y el numerador del lado

derecho convergen a 1. Por lo tanto, ﬁ = 1 y concluimos. O

Ejemplo X Y con densidad conjunta f(z,y) = e * Y, x,y > 0. Entonces f(x,y) se
factoriza como f(z,y) = e e~ y son independientes.

32



4.8. Distribucion de funciones de vectores continuos

Ejemplo Si un dardo es lanzado a un punto uniformemente distribuido en la bola
unitaria. Cual es la distribucién de R, la distancia del dardo al origen? X = (X1, X3) ~
Uniforme en B(0,1) C R?, es decir fx(z) = L11{z € B(0,1)}.

La distancia al origen es R := \/X? + X3 € [0,1]. Para r € [0, 1], calculamos

Fr(r) = P(R<r) = P(X{+ X; <r?) = P((X1,X;) € B(0,r))
_areade B(0,r)  m?
~areade B(0,1) 7w

F.(r) =0 parar <0y Fgr(r) =1 para r > 1. Derivando en r ¢ {0, 1}, obtenemos la
densidad:

fr(r)=2r o0 <r <1}.

Caso general Sea (X,Y) vector aleatorio continuo y g : R? — R? medible e invertible.
Defino (U, V) := ¢g(X,Y). Sea Im(g) la imagen de g. Para un Boreliano B C R?,

P((U,V) e B) = / ) f(x,y)dxdy

/ f(g N g™ H(u,v)| 1{(u,v) € Im(g)} dudv

por el teorema de cambio de variable para ¢ invertible continua con Jacobiano diferente
de cero. El Jacobiano es

dr Oy

1 ou  Ou
Jg—" = det

0z o

ov  Ov

donde (z,y) = g ' (u,v).
Ejemplo Vector (X,Y) con X, Y normales standard independientes:

1 @y
2w

Cambio a coordenadas polares: g(X,Y") := (U, V) donde

fxy(z,y) =

U=R=X*+Y?  V:=0=arctan(Y/X)
Es una funcién invertible en R? \ {0} con inversa ¢~ (U, V) = (X,Y") dados por

= \/ECOS‘/, Y = VU senV

V' Es independiente de U por invariancia por rotaciones y V' es Uniforme[0, 27| (esto lo
vamos a probar pero se ve ... )

#ﬂ cos(v) +/usen(v)

QW sen(v) +/ucos(v)

1 1 1
= 5 cos 2(v) + 5sen 2(v) = 5

Jg  (u,v) = det
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Entonces

1

w2 L
fuv(u,v) = 5 € /2 B L(0,00) (1) (0,2 (V)

1, 1
= (56 /2 1(0,oo>(u)) (5 Lo,2m) (U))

Implica que U,V independientes, U exponencial, V' Uniforme[0, 27]. Para verlo calcule las
marginales.

Simulacién de normales Como U es Exponencial(1/2), su acumulada es Fy(u) =
1—e™"/2 4 > 0y para simularla, basta invertir: si W}, W, ~ Uniforme[0, 1] independientes,

defino

A~

U = F;'(W)) = —2log(1-W,;) ~ Exponencial(1/2)
V = F;'(W,) = 27W, ~  Uniforme[0, 27]

Receta: Para simular una Normal(0, 1) consideramos Wy, W, Uniformel0, 1] independien-
tes y definimos (X,Y) := g~ }(U, V), es decir,

X = /—2log(1 — W) cos (W)
Y = /—2log(1 — W) sen (W5)

Como consecuencia del lema siguiente, (X, Y’) son normales independientes: es decir tie-
nen la misma distribucién que (X,Y’). Escribimos X ~ X si X e Y tienen la misma
distribucion.

Lema 25 Sean X € R*, Y € R? vectores aleatorios y g : R¥ — R? una funcion medible
invertible. Entonces

X~gi(Y) & g(X)~Y

Dem Suficiente demostrar una implicacién. Mostraremos <.
P(g7'(Y) € B) = P(Y € g(B))

(9(X) €g(B))  (9(X)~Y por hipotesis)
(X € B) (g invertible). I

P
P

Y cuando ¢ no es invertible?

Ejemplo X Uniforme(—1,1). Y = X2 Es decir g(z) = 2? que no es invertible en (—1, 1).
Para poder aplicar el teo tenemos que particionar:

P(YeB)=P(X*eB)=P(X*?€B,X >0)+ P(X?€ B,X <0)
[, t@drt [ s
91 ' (B) 95 '(B)

donde ¢, : [0,1] = [0,1] ¥ g2 : [-1,0] — [0, 1] definidas por g;(z) = g(x) en el dominio de
g;- Como g; son invertibles, cambio de variables a cada termino y agrupando obtenemos

K@) = Fx(a @) g @) oy (x) + fx(g2" ) [Tg2 " (¥)|1-10(2).
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Suma de variables. Sea (X,Y") vector aleatorio con densidad fxy y U =X +Y.

Fo(w) = POXC+Y <) = [ [ flaydudy
Ay

donde A, = {(z,y) : v + y < z}. No se puede aplicar el teorema de cambio de variable
porque g(x,y) = x +y no es invertible. Se agrega otra coordenada para hacer g invertible:
g(z,y) = (x+y, x) es invertible. Tenemos g~*(u, v) = (v,u—v) con Jacobiano 1. Entonces:

fov(u,v) = fxy(v,u—wv)

Calculamos densidad de la marginal de U = X + Y:

Ju(w) Z/fx,y(v,u—v)dv

Cuando X e Y son independientes obtenemos la férmula

forlu) = / Fx(@) (1 — v)dv = (fx * fr)(u)

que se llama la convolucion de fx y fy.

Ejercicio: Algo andlogo vale para el caso discreto. Si X e Y son variables discretas
independientes y Z = X + Y, entonces

pz(2) = ZPX(ZB)pY(Z )

Funciones de vectores independientes son independientes

Lema 26 Sean X = (X4,...,X,), Y = (Y1,...,Y,,) independientes, es decir, para Bo-
relianos B y C tenemos P(X € B,Y € C) = P(X € B)P(Y € C). Sean g : R* — R* y
h: R™ — RJ funciones medibles. Entonces g(X) y h(Y) son independientes.

Dem: Como para B € B*, {x € R" : g(z) € B} = g }(B),

P(g(X) € B,h(Y)€C)=P(X € g '(B),Y ¢ h(C))
(X € g '(B))P(Y € h"}(C)) (indep de X,Y)
(9(X)e B)P(h(Y)e C). O

P
P

5. Esperanza

5.1. Definicién

Si X es una variable discreta definimos

EX = Z tP(X =2x) = Za:p(x)

TERX
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si alguna de las series > p 0 ZP(T), D cp, oo TP(T) converge.

Interpretaciones. Centro de gravedad. Promedio asintético de los resultados de n experi-
mentos (esta es la ley de grandes nimeros que veremos después).

Ejemplos: Bernoulli EX = 1p 4+ 0(1 — p) = p,

Binomial:
_ - n\ & n—k _ —~ (n—1 k—1 n—k
EX = Zk<k)p (1—p)" F=mp) (k_ 1)19 (1=p)" " =mnp
k=1 k=1
Geométrica:
_ 1
EX=) k1l-p*'p=> (1-pr=-
k>0 £>0 p
Indicadoras:

A evento en (2, definimos X (w) = I{w € A}. X es una variable discreta que asume dos
valores: 1 con probabilidad P(A) y 0 con probabilidad 1 — P(A).

EX =FE(1{A})=1P(A)+0(1— P(A)) = P(A).
Si X es continua con densidad f. Definimos.

EX = /00 zf(z)dz

si las integrales positiva y negativa estan bien definidas.
Ejemplos Uniforme[0,1], EX = 1/2. Uniforme[a,b], EX = (b—a)/2.

Normal(pi, 0?) Sumar y restar p, una parte da u y la otra da 0 porque es la integral de
una funciéon impar. £EX = pu.

Esperanza de funciones de variables aleatorias

Proposicién 27 X : Q — R? vector aleatorio, g : R? — R. Entonces, en el caso discreto:
Eg(X) =Y g(x)P(X = x)

En el caso continuo, si X tiene densidad f:

Dem Caso discreto:

Eg(X) =) yP(g(X)=y) (12)
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Use la particién {g(X) = y} = Upg)=y{X = 2} para obtener que (12) es igual a

3 Z yP(X=2)=% Z (X =2) =Y g() P(X = ).

y x:g(x Y wig(x)=

Caso continuo: X vector continuo con densidad f. Si la imagen de g es discreta, se calcula
como antes:

=Y wPeX) =0 =Y [ s

Y

=Y smi@ir= [ e

Si la imagen de g no es discreta, aproximamos g por funciones g, con imagenes discretas.
U]

5.2. Propiedades

Para X, Y variables aleatorias,

1. Linealidad

Dem: Caso discreto:

i T1yeny Tn
:ZZCL@iUrL Z p(xla"'7xn)
=1 @ {z1,zn P\ {zi }

- Z @i Z ripx, () = Z a;EX;
=1 -

El caso continuo sigue de la misma forma.
2. Monotonia Si P(X >Y) =1 entonces EX > EY.

Dem: Sea V = X —Y. Claramente P(V > 0) = 1. Por lo tanto EV =) aP(V =x) >0
porque los sumandos nunca son negativos. Y lo mismo para el caso continuo.

3. Esperanza de constantes Si X es constante, es decir P(X = ¢) = 1 para algin c,
entonces FX = c.

Dem: es una variable discreta. EX = cP(X =¢) = c.
4. Médulos |EX| < E|X]|

Dem: Veamos el caso discreto

BX| =Y ap(@)| <3 lalp(x) = EIX]
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Vale para sumas generales: a; reales. Por definicién de médulo, —|a;| < a; < |a;|, que
sumando en i da — ) |a;| < > a; <> |a;|. Por lo tanto | Y a;| < > a;l.

Ejemplos
S, ~ Binomial(n,p). S, = X1 + --- + X, con X; iid Bernoulli(p).

ES,=FE(Xi+---+X,)=EX;+---+EX,=np

W, ~ Binomial negativa (r,p). Nimero de ensayos Bernoulli(p) hasta el r-ésimo éxito.
W,=Y1+---+Y,, conY; ~ Geometrica (p). Como Y; = %, tenemos

EW,=EY,+---+EY, = _.
P

Proposicién 28 Sea X > 0 una variable aleatoria no negativa con funcion de distribu-
cion acumulada F y esperanza finita EX < oo. Entonces EX = [[~(1 — F(z))dx

Figura 2: La esperanza de X > 0 es el area sobre la funcién acumulada.

Dem 1. Caso discreto. Sea X discreta con rango Ry = {zg,x1,%2,...} con 29 = 0y
x;_1 < x; para todo ¢ > 1. Como p(z;) = F(x;) — F(2;_1), tenemos

o0

mip(w) =Y wi(F(z) = F(zi))

i=1

EX =

Ivr

s
Il
—

(zj — xj-1)(F(2:) — F(2i-1))

I
.Mg
M@.

s
Il
_
.
I
_

(zj — xj-1)(F(zi) — F(x;-1))  (Fubini)

[
M8
NE

i

(2, — ;1) (1 — Flay 1)) = / T - Fla)da

<.
Il
—
Il

.

hE

1

.
Il

Esto es una integracién por partes discreta. Se llama sumas de Abel. Si 0 no esta en el
rango, tendremos F'(0) = 0 y exactamente la misma cuenta vale.

2. Caso continuo. X > 0 con densidad f y funcién de distribucién acumulada F'. Escribi-

/Ooo zf(z)dr = /0°° /Ow dyf(z)dx = /Ooo /yoo f(z)dzdy = /000(1 — F(y))dy
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F(z,) F(z1)
F(0) F(0)

0 xy T2 z3 Ty T2 T3

Figura 3: Las figuras muestran dos maneras de expresar [, (1—F(z))dx en el caso discreto.
A laizquierda ), 2 (F(2;) — F(2;-1)) v a la derecha Y .o (z; — z;-1)(1 — F(x;-1)).

(la segunda igualdad es por Fubini porque todo es positivo). O

Si X toma valores negativos y positivos, X = X+ — X~ por lo tanto

EX = EX* — EX~ = /000(1 ~ Py (2))dz — /000(1 ~ Py (2))dz

Lema 29 X >0 y EX =0 implica P(X =0) = 1.

Dem La siguiente desigualdad es inmediata:
1
X >-1{X >1/n}, paratodon > 0.
n

De hecho, cuando X < 1/n, el segundo miembro es 0; cuando X > 1/n, el segundo
miembro es 1/n. Por hipétesis £X = 0 y por monotonia, usando la desigualdad de
arriba,

0=nEX >P(X >1/n) — P(X >0).

n—oo

Esto implica que P(X =0) =1.0

5.3. Ejemplos

Juego de cara o ceca Site doy 15 pesos por cada vez que salga cara, cuanto apostarias?
L = lucro. Si apuesto k la esperanza del lucro es
EL = —ki + 151 = 12k Parece razonable (honesto) apostar 15.

Y si son 15 millones de pesos? Apostarias 15 millones de pesos?

Juego de San Petersburgo Se lanza una moneda hasta que sale cara. N = nimero
de veces que la moneda es lanzada hasta la primera cara. Geometrica 1/2.

Premio: 2VV.
Cuanto pagarias para participar de este juego? digamos K

L = ganancia = 2V — K. FL = oo.
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Pagarfas K = 1,000,000 ~ 22° por jugar una tnica vez?

La probabilidad de ganar por lo menos lo mismo que aposté es 272! mmmmmum. . .

5.4. El espacio L?

Sea
L* =L*Q,F,P)={X:Q— R: X variable aleatoria y EX? < oo}

Definimos (X,Y) := E(XY).
Lema 30 (-,-) es un producto interno.

Dem En primer lugar, veamos que estd bien definido. Como (X — Y)? > 0, 2|XY| <
X2 4+ Y2 Esto implica que si X,Y € L?, entonces

2E|XY| < EX? + EY? < 0. (13)
La bilinealidad (a X + bY, Z) = a(X, Z) + b(Y, Z) sigue de la linealidad de la esperanza.

La simetria es inmediata y es definido positivo porque (X, X) = 0 implica P(X =0) = 1.
L

Lema 31 L? es un espacio vectorial.

Dem Hay que ver que si X, Y € L?, aX + bY tambien:

E(aX +bY)? = a®EX? + V’EY? + 2abE(XY) < 0c0. [

La esperanza como la constante que mejor aproxima X

Sea X variable aleatoria con EX? < co. Encontrar la constante ¢ € R tal que F(X — ¢)?
sea minimo. Derivando EX? — 2cEX + ¢?, —2EX + 2¢ = 0 implica ¢ = EX.

Alternativamente: Si consideramos el subespacio V' C L? de las constantes
V={WelL?*: PW=/)=1}
(verifique que es un subespacio), el ¢ que minimiza E(X — ¢)? es la proyeccién de X

sobre V: es decir el ¢ tal que E((X — ¢)c’) = 0 para todo ¢ € R. Pero esto ocurre sélo si
E(X —¢)=0, es decir c = EX.

5.5. Varianza y covarianza

Varianza Definimos la Varianza de X por
VX :=E(X - EX)
Es una medida de la dispersion de la distribucién de X alrededor de la media.
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Ejemplo: X ~N(u,0?). VX = o2 Como EX = yu,

2
1 e 9

VX:/(w—m?mae 2 dr = =0

Propiedades de la varianza

LVX>0,VX=0&X=FEX
2. V(X +b)=VX
3. V(aX)=a*VX

Covarianza Si X? < 0o, EY? < oo definimos la covarianza de X e Y por
Cov(X,Y):= E((X — EX)(Y — EY))
Es una medida de la dependencia de las variables centradas.

Propiedades de la covarianza

1. Cov(X,Y) = E(XY) — EX EY

2. Cov(X,X) = VX,

3. [Cov(X,Y)| < VX + VY.

4. |Cov(X,Y)]? < VX VY (Cauchy-Schwarz)

5. Cov(X,Y) = Cov(Y, X) simetria

6. Cov(aX + Y, Z) = aCov(X, Z) + bCov(Y, Z) bilineal

7. X, Y independientes implica Cov(X,Y) = 0. No vale la vuelta.
B V(X+Y)=VX+VY +2Cov(X,Y).

9. X, Y independientes implica V(X +Y) =VX + VY.

Dem

3. Sigue de (13).
4. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Si EX? < oo y EY? < 0o, entonces E|XY| < co y
(E(XY))* < EX?EY? (14)
Dem Por 3, E(XY) existe y es finita. Defina
g(t) = B(X —tY)? = EX? - 2tE(XY) +t?EY? >0
Se trata de un polinomio de segundo grado en ¢ con coeficientes a = EY? b = —2E(XY),
¢ = EX? y discriminante b* — 4ac = 4(E(XY))? —4EX?EY? < 0 porque el polinomio es

no negativo. Esto demuestra (14). Para concluir la demostracién de 4 substituya X e Y
por (X — EX) e (Y — EY), respectivamente.
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7. Usando 1, basta probar que E(XY) = FEX EY. En el caso discreto tenemos

nypﬂfy Zﬂ:ypx (y)
—prx Zypy = EXEY.

por independencia. El caso continuo es analogo:

B(0Y) = [ [y fdedy = [ [ (@) fy)dady
= /xfx(l“) dx/yfy(y)dy = EX LY,

por independencia. [J

8. Cuentas

9. Consecuencia de 7 y 8.

Coeficiente de correlacién Sean X Y variables aleatorias con segundo momento
finito. Definimos coeficiente de correlacion de X eY por

Propiedades
L p(X,Y)[ < 1.
2. [p(X,Y)| = 1 <= existen a,b tales que Y = aX + b.

3. Sean a, b, ¢ y d nimeros reales, a # 0, ¢ # 0 y X e Y variables aleatorias con varianza
positiva, entonces

p(aX 4 b,cY 4+ d) = sg(ac) p(X,Y)

donde sg denota la funcién signo. Esto quiere decir que el coeficiente de correlacion es
invariante por cambio multiplicativo de escala y por traslaciones.

Dem 1. Cauchy-Schwarz demuestra p? < 1, lo que implica |p| < 1 cuando las esperanzas
de X e Y son nulas. En el caso general basta ver que p(X,Y) = p(X — EX,Y — EY),
demostrado en 3.

2. Supongamos que p = 1. Esto implica que el discriminante de g(t) es cero y que g tiene
una unica raiz ty. Es decir

E(X —tY)*=0

Como (X —t,Y)? > 0, por el Lema 29, P((X —t,Y)* =0) = 1, lo que implica X = ¢,V
con probabilidad 1.

En el caso general, substituyendo

E(X —EX —t(Y —EY))*=0
implica que Y = %X + %EY — FEX.
Reciprocamente, si Y = AX + B entonces |p| = 1. —1 < p(z,y) <1

3. Cuentas.
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6. Esperanza condicional

6.1. Caso discreto

Sean (X,Y’) un vector discreto con E|X| < co. Como {Y = y} es un evento, tenemos

E(X|Y =y) = pr = z|Y =)

Definimos ¢(y) := E(X]Y = y), es una funcién de y. Definimos E(X|Y) := ¢(Y), es una
funcién de la variable aleatoria Y, por lo tanto es una variable aleatoria.

Para X e Y variables aleatorias discretas:

= oPY =y) =Y EX|Y =y)P(Y =y)
=> Y aP(X =z]Y =y)P(Y =y)
=Y 2Y P(X=2Y=y)=) 2P(X=1)=EX

Pudimos intercambiar las sumas porque asumimos E|X| < oo. Concluimos que

E(E(X|Y)) = EX.

Ejemplo Q = {1,...,6}. X resultado de un dado, ¥ = 1{dado par}. Calcular la
distribucion px|y—1

E(X|]Y = 1) Zmp — gy =1) = Zx —xY)—l)
B X =x,X par) 1/6 /6  1/6
- AT o -

Analogamente E(X|Y = 0) = 3. Entonces F(X|Y') es una variable aleatoria que toma el
valor 4 con probabilidad 1/2 y el valor 3 con probabilidad 1/2. Su esperanza es

1. 1
E(E(X|Y)) = 33+ ;4 =35=EX

Ejemplo Voy de pesca, saco N pescados, N ~ Poisson(\). Cada pescado es comestible

con probabilidad p independientemente. Es decir que la distribucion de X dado N =n
es Binomial(n, p):

P(X = kN =n) = (Z)pk(l —p)"F, 0<k<n

Por lo tanto, E(X|N = n) = np, la esperanza de la Binomial(n, p). Substituyendo tenemos
E(X|N) = Np. Podemos calcular EX usando la férmula:

EX = E(E(X|N)) = E(Np) = Ap.
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6.2. Esperanza condicional. Caso continuo

(X,Y) vector aleatorio continuo con densidad fyy. Supongamos E|X| < oco. Definimos

fx,y (z,y) .
Ixyy=y(z) = { My ot fr(y) >0

0, si no.

Si fy(y) >0, fx|y=y es una funcién de densidad. Para verlo, integre fx|y—, en x, obtenga
la marginal de Y simplifique y da 1. Ademas,

/OO Ixiy=y(@) fy (y)dy = fx(z)

Para verlo, substituyo por la definicién, cancelo las marginales en y e integro en y.

Def Para cada y tal que fy(y) > 0 definimos

[e.e]

b(y) = E(X|Y = y) = / © fxpy—y(2)da
E(X|Y) = §(Y)

la esperanza condicional de X dado Y .

E(X]Y) es una variable aleatoria con esperanza FEX:
BEXIY) = [ EXY =)y = [ [ofav—@) oy

:/x(/f(m,y)dy)dx:/fo($)d$:EX.

(se cambian las integrales porque E|X| < 00).

Ejemplo Sea (X,Y’) un vector continuo en R? con densidad
flz,y) =Ne1{0 < 2 <y} (15)

Calculemos primero la marginal de Y:

friy) = /f(:c,wd““’ - /Ooo Ne {0 <z < y}dr = Nye V1{y > 0},

es decir que Y ~ Gama(2, \). La condicionada de X dado Y =y es

A2~

fX|Y:y(5U) = m

1
Ho<z<yl=-H0<z <y}
Y
es decir, Uniforme[0, y]. La marginal de X es

Fe@) = [ fady= [ R0 < < gy

- / e Mdy = Ae M1z > 0}
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O sea, X ~ Exponencial(\). Finalmente, sea Z = Y — X. La distribucién conjunta de
(X, Z) esta dada por

P(X>x,Z>z2)=P(X,)Y)e{(@,y): 2/ >z, ¢y >2+2})

/ / /\2 =y’ dy,dl’ _ )\/ e )\(:E’—i-z)dx/ _ e—)\me—)\z'

o sea, X y Z son Exponencial(\) independientes.
Con esto en manos, se puede ver que la distribuciéon de Y dado X = x es la misma que la
de Z 4+ x con Z ~ Exponencial(\). Por lo tanto las esperanzas condicionadas se calculan
asi.
1 1
EY|X =z) = X-f—l’ = FEYI|X)= X+X
Por otro lado,

E(X|Y =y) :% = EX|Y)=—

Controlando las esperanzas de las marginales da todo bien:

EY = E(E(Y]X)) = E(% +X) = % +EX = ;
EX = E(E(X|Y)) = E(Y/2) = %EY = %; = %

porque Y era una Gamma(2, ) y X una Exponencial(\).

Note finalmente que si Y ~ Gama(2,\) y U ~ Uniforme|0, 1], entonces el vector (UY,Y)
tiene distribucién (15). Para verlo, observe que dado Y = y la distribucién de UY es
uniforme en [0, y|. Por lo tanto la densidad conjunta de (UY,Y") es

1
—Nye W {0 <z <y}
Yy

y la densidad conjunta de (X, Z) = (UY,(1-U)Y) es

fxz(x,2) = e e 1z >0,z > 0}.

6.3. Esperanza condicional. Caso general

Motivaciéon. Sea h : R — R medible acotada. Entonces, en el caso continuo,

BEXY) ) = [([ L2 )

_ / / v hly) f(z,y)dedy = B(X h(Y))

Y lo mismo vale en el caso discreto. Es decir que al integrar el producto de la esperanza
condicional de X dado Y con cualquier funciéon continua y acotada de Y, obtenemos la
esperanza del producto X h(Y).
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Definicién. Esperanza condicional.

Sea X variable aleatoria Y vector aleatorio Y : Q — R*.

Z es la esperanza condicional de X dado Y si

1. existe g : R* — R medible tal que Z = g(Y)

2. E(Zh(Y)) = E(X h(Y)) para toda h medible acotada.

Teorema. Si F|X| < 0o, La esperanza condicional E(X|Y') existe y es tnica.
Dem Omitida.

Interpretacion cuando hay momentos de orden 2.

Supongamos E|X|> < ooy E|Y]? < 0o, es decir X,Y € L? definido en la Seccién (5.4),
un espacio vectorial con el producto interno (X,Y) = E(XY). El conjunto

V ={h():h:R" = R medible , E[h(Y)]* < co}

es un subespacio de L?. Buscamos un Z € V que minimice la distancia a X, es decir tal
que

N2 _ 2
E(X —-2) hg/l)lng(X h(Y))

Se resuelve con la proyeccién ortogonal sobre V': la solucion es el Z que verifica
(X =2),h(Y))=E(X —2)h(Y)) =0 V¥ hmedible tq E(h(Y))* < oo
Pero esta condicién es equivalente a
E(Zh(Y))=E(Xh(Y))
Como Z € V| Z es funcién de Y.

Existe la proyeccion ortogonal? Si la dimension de V' es finita, no hay problema. En
general, vale si el subespacio es cerrado para la convergencia en la norma del espacio.

6.4. Propiedades

Usando la definicién abstracta, demuestre que

1. B(E(X|Y)) = BEX.

Dem: Tome A(Y) =1

2. 51 X = f(Y), entonces E(X|Y) =X = f(Y).

Dem: Tengo un candidato Z = f(Y’). Debo verificarlo
E(ZMY))=E(f(Y)h(Y))=EXh(Y)) Vh medible acotada.

que implica que f(Y) = E(X]|Y).

Ejemplo Sea X una variable aleatoria continua. Sea Y = e*. Por lo tanto X = logY'.
Usando la propiedad 2, F(X]Y) =logY = X. Concluimos que E(X|e*) = X.

46



3. Si X, Y son independientes, E(X|Y) = EX.

Dem: EX es funcién (constante) de Y y Z = EX. Entonces
E(Zh(Y))=FEEXhY)) =EXFELY)=EXhY))

por independencia.

4. Linealidad: Si F|X;| < 0o y a; son constantes, entonces

E(i a; X Y) - iaiE(Xi]Y)

i=1
Dem: Propongo Z = Zle a; E(X;|Y) y calculo

E(Z - (i BE(Xi[Y)h ))—iaiE(E(XAY)h(Y))

i=1

k

zk: wE(X:h(Y)) = E (Z aiXih(Y)> .

i=1 i=1

5. Monotonfa. X > 0 implica E(X]Y) > 0.

Dem: Sea h(Y) = 1{Z < 0} es una funcién de Y y ademas Xh(Y) > 0 porque X > 0.
Por otro lado Zh(Y) <0

E(Zh(Y)) = E(Xh(Y)) > 0.
que implica Zh(Y) = 0 que implica h(Y) = 0.
6. |E(X|Y)| < E(|X|]Y), que implica E|E(X |Y)| < E|X]|
Dem:

E(X||Y) = E(X* + X7|Y) = E(X*|Y) + E(X"|Y)
= |BE(XMY)+ EXT|Y)| > [E(XTY) - E(X™|Y)| = |[E(X]Y)].

7.51 Z = E(X|Y) entonces

E(Zh(Y))=E(Xh()) Vhmedible tal que E(X h(Y)) exista.
Dem: omitida.
8. f medible implica E(f(Y)X|Y) = f(Y)E(X]Y).
Dem: Propongo Z = f(Y)E(X|Y) (es una funcién de Y)

E(Zh(Y)) = E(F(Y)E(X|Y) h(Y)) = E(X f(Y) h(Y))

(tome h de la def como fh y usé 7), que implica Z = E(X f(Y))|Y).
Casos particulares

(X,Y) vector aleatorio discreto. Sea

= ZxP(X =z|Y =y)
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entonces

En las mismas condiciones,

donde

Dem

Analogamente, definiendo ¢(y) = >, g(z,y) P(X = z|Y =vy),
E(¢(Y)h(Y)) =D dm)h(y)P(Y =y)
=> glz.y) h(y) P(X =z|Y =y) P(Y =y)

= gz, y) h(y) P(X =2,V =y) = E(g(X,Y)h(Y))

(X,Y) vector aleatorio continuo. Sea

P(y) = /Zﬂﬁfxlyzy(@dm
entonces
E(X]Y) =o(Y)
En las mismas condiciones,
E(g(X,Y)[Y) = oY)
donde

o) = [ 9te.n) Fav=(@)ds
Dem Propongo Z = ¢(Y).
E(Zh(Y)) = E(p(Y)h(Y)) = /¢(y)h(y)fy(y)dy
= [ 1) [ vy )iy
// yv)xfxy(z,y)dedy = E(X h(Y))
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Propongo Z = ¢(Y). h medible acotada. ¢(y) medible (ejercicio)

E(ZMY))=E(p(Y)n(Y)) = /¢(y)h(y)fy(y)dy
Para el otro caso:

/ hy) / 9(2,9) Friy—y () fr (9)dedy
/ / 92, 9) frxy (o, y)dedy = E(g(X,Y) h(Y)). O

Ejemplo Sea X ~ Geométrica (p) y defina Y = 1{X = 1}. Sabemos que EX =
E(E(X|Y)). Vamos a usar esto para calcular EX. Tenemos E(X|Y =1)=1y

E(X|Y =0)=E(X|X >1) =) kP(X =KX >1)=) kP(X =k-1)=1+EX,

k>1 k>2

donde la tercera igualdad es por la falta de memoria. Entonces EX = 1p+(1+EX)(1—p)
que implica que si EX < oo entonces se puede despejar y obtener EX = 1/p.

Ejemplo Sean Z; ~ Normal(yu, 0?) independientes y N ~ Geométrica(p), independiente
de Z;. Sea

Calculemos su esperanza:

EX = E(E(X|N)) ZEX|N—n) (N =n)

— ) — E(sz\il ZYN =n})  EQ L, ZUN =n})
BN =n) === =~ Pn=n

y por independencia entre Z; y N,

P(N =n)

PN =) = E(X|N)=Npu

= n/,L
De donde,

EX = E(Np) =

SHRS

La misma demostracion sirve en general:

Identidad de Wald. Sean X; identicamente distribuidas y N variable aleatoria entera,
no negativa, independiente de los X;. Si EN < 0o y E|X;| < 0o, entonces

N
E(ZX) — ENEX,
=1

Caso particular: Yy ~Binomial(N, p) con N aleatorio e independiente de Xj.

EYy =ENEX, =ENp
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Problema del minero Un minero esta en el fondo de una mina y ve tres tuneles: 1, 2
y 3. El tunel 1 lleva a la salida en una hora. El tunel 2 vuelve a la misma encrucijada en
2 horas y el tunel 3 vuelve a la encrucijada en 3 horas. Cada vez que el minero esta en la
encrucijada, elige uno de los tuneles con probabilidad 1/3, independientemente de lo que
eligié antes.

Sea T el tiempo que tarda en salir de la mina. T' es finito con probabilidad 1:

AN
P(T =00) < <§> para todo n > 0.

Por otro lado T' < Tj el tiempo que se tarda si todos los tineles demoran 3 horas. Pero
T} = 3G, donde G es una geométrica de pardmetro 1/3. Asi ET < ET} = 3/(1/3) = 9.
Esto es una cota.

Calculemos exactamente ET. Sea X el tunel que el minero elige en la primera tentativa.
Entonces

ETX=1)=1 ET|X=2=2+FET, ET|X=3)=3+FET
Usando esto, calculamos

ET = E(E(T|X)) = %E(T!X — 1)+ %E(T!X —2) 4 %E(T!X = 3)

1 1 1 2
—1-+ (24 ET)> +(3+ET)> =2+ ZET.
s HQHET) + B+ ET) =2+2

Despejando ET', obtenemos E'T" = 6. Usamos que ET < oo para poder pasar de término.

Se puede resolver tambien condicionando a K := numero de intentos hasta encontrar el
camino 1:

E(TIK=k)=14+(k—-1)2+ EY;,,

donde Y}, ~Binomial(k, 1/2) representa el nimero de veces que el minero tomé el camino 3
sabiendo que solamente tom¢ los caminos 2 y 3 en los primeros k ensayos. Esto lo hicimos
arriba con la identidad de Wald. Asi

EYyx = EK/2
Calculando la esperanza :
ET=E(E(T|K))=E(1+ (K —1)+ EYk_1) =6,
usando que FK = 3.

Problema Y),Y; independientes Y; ~ Exponencial(\). Calcular la distribucion condicio-
nal de S = Y; + Y5 condicionado a Y] = Y5.

Dos posibilidades.
a. W =Y, — Y y probar que fsjw—o(y) = Ae™*¥; es la distribucién Exponencial(\).

En este caso estamos considerando la sucesion de variables aleatorias

P(S, <s)=PY1+Y, <s||Y1 —Ys] <1/n)
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b. V =Y;/Y, y probar que fyjy=1(y) = A2ye; Gama(2, \). En este caso

P(Sngs):P(lﬁJr}@gs‘

Y,

L 1‘ <1 )
A
Los limites dan cosas diferentes.

Moraleja: OJO al condicionar a eventos de probabilidad 0.

Problema Sea (X,Y) vector continuo con densidad f(z,y) y fy(y) > 0. Pruebe que

llzl,—%p<X S [l‘,fﬂ + h] ‘Y S [y,y + h]) = fx|y:y<£€>

Yy que

x

lim P(X <z|Y €ly,y+h]) = / Ixpy=y(u)du = Fxjy—y(x)

—00

7. Generadores de niimeros aleatorios

Recomiendo fuertemente visitar la pdgina www.random.org de donde saqué estas observa-
ciones: PRNG son los generadores de nimeros seudo aleatorios y TRNG los generadores
de nimeros verdaderamente aleatorios.

“TRNG extract randomness from physical phenomena and introduce it into a computer.
You can imagine this as a dice connected to a computer, but typically people use a physical
phenomenon that is easier to connect to a computer than a dice is. A suitable physical
phenomenon is atmospheric noise, which is quite easy to pick up with a normal radio.
This is the approach used by RANDOM.ORG.

The process of generating true random numbers involves identifying little, unpredictable
changes in the data. For example, HotBits uses little variations in the delay between occu-
rrences of radioactive decay, and RANDOM.ORG uses little variations in the amplitude
of atmospheric noise.

The characteristics of TRNGs are quite different from PRNGs. First, TRNGs are gene-
rally rather inefficient compared to PRNGs, taking considerably longer time to produce
numbers. They are also nondeterministic, meaning that a given sequence of numbers can-
not be reproduced, although the same sequence may of course occur several times by
chance. TRNGs have no period.”

7.1. Generacion de numeros seudo-aleatorios

Método de la congruencia Dados m, a, ¢ y Xy,
Xyt = (aX, +¢) mbéd m, n>0

X1 resto entero de dividir aX,, + ¢ por m (0 < X,, <m —1).
Secuencia lineal congruente.

m es el modulo m > 0
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a es el multiplicador 0 < a <m

ces el incremento 0 <c<m

Xy es la semilla o valor inicial

Método multiplicativo secuencial: ¢ = 0

Knuth [9]: m = 254, a = 6364136223846793005, ¢ = 1442695040888963407
Ver Wikipedia: Linear congruential generator

Este generador es deterministico y periddico. Una vez repetido un niimero, se repite todo
el ciclo. El generador va a recorrer todos los ntimeros si se satisfacen las condiciones del
Teorema de Hull-Dobell:

1. m y ¢ son coprimos
2. a — 1 es divisible por los primos en la descomposicion de m

3. a — 1 es divisible por 4 si m es divisible por 4.

7.2. Inversa generalizada de la distribucién acumulada

Sea F' la funcién de distribucién de una variable aleatoria X. Defina la funcion inversa
generalizada por

FYu) = inf{y e R: F(y) > u}
= min{fy e R: F(y) >

por la continuidad a la derecha de F'.

Lema 32 Sea F una distribucién y F~' su inversa generalizada. Entonces, para todo
r € R,

{ue(0,1): F*'(u) <z} ={ue(0,1):u< F(z)}

Dem C]Simin{y € R: F(y) > u} <z, como F es no decreciente, F'(x) > u.

D] Siu < F(x), entonces x € {y € R: F(y) > u}. Por lo tanto x > min{y € R : F(y) >
u} = F~1(u). O

Corolario 33 Sea U Uniforme|0,1]. Entonces Y := F~1(U) tiene distribucion F.

Dem F~! monotona. Por lo tanto medible Borel. Por lo tanto F~!(U) es una variable
aleatoria. Sea x € R, entonces

P(Y <2)=P(FY(U)<a)=PU < F(z)) = F(z). 0

A partir de una variable uniforme y de una distribucién, encontramos una variable alea-
toria con esa distribucion.
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Ejemplo Sea F' la distribucién acumulada de una variable Bernoulli(p). Es decir F'(x) =
(1-p)1{0 < z < 1} + 1{z > 1}. De tal manera que F~'(u) = 0 para v € [0,1 —p| y
F~'(u) =1 para u > 1 — p. Verifique que F'~*(U) ~ Bernoulli(p), si U ~ Uniforme[0, 1].

Existencia de variables aleatorias con una distribucion dada Como consecuen-
cia, dada una distribucién acumulada F', existe una variable aleatoria X (definida como
F~Y(U), con U uniforme en [0, 1]) cuya distribucién Fy = F.

Acoplamiento Construccion simultanea de dos o més variables aleatorias. Un acopla-
miento de dos variables aleatorias con distribuciones F'y G es la definicién de ambas en
funcién de la misma variable U: (X,Y) := (F~Y(U),G~*(U)).

Orden estocastico En general, si Fj, i = 1,...,n, son funciones de distribuciéon acu-
muladas que satisfacen 1 — Fj(y) < 1 — Fj,(y) para todo y y si definimos Y; := F; 1 (U),
entonces por lo ya visto Y; ~ F; para cada ¢ y ademés las variables estdn ordenadas casi
seguramente:

P < <Y)=1.

Esto nos d4 una nocién de orden entre variables aleatorias.

7.3. Generacion de variables aleatorias discretas

Uniforme discreta en {1,...,n} Sea U Uniforme[0,1]. Sea V,, = [Un| + 1 (parte
entera). Veamos que V,, es uniforme en {1,...,n}:

P(V, =k)=P([Un]+1=k)=P([Un] =k —1)

k—1 k 1
:P(k:—lgUn<k):P< §U<—>:—
n n n
En general, para generar una variable uniforme en {m,...,m+n — 1},
Vo =1[Un]+m
Observe que se puede hacer una particién (J(z),z =m,...,m+n—1) con |J(z)| =1/n

tal que

X=> zlU e J(x)}.

Generaciéon de variables aleatorias discretas

Via particiones de [0, 1]. Sea p(z) una probabilidad puntual en un conjunto R discreto:

p(x) >0y
> plz)=1.

zER

Sea U Uniformel0, 1]. Sea (J(x) : x € R) una particién del intervalo [0, 1] tal que |J(z)| =
p(x) para todo = con p(z) > 0. Defina

X=z siU e J(x)
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Equivalentemente:

X =) al{U € J(z)}

X asi definida es una variable con rango Ry = R y probabilidad puntual p(z).

Via funcién inversa generalizada. Los intervalos J(z) = {u : F~'(u) = x} forman
una particién de [0, 1] que satisface

[ J(@)] = F(z) = F(z—) = p(2).

Ejemplo. Simule la variable con distribucion

Z 1 3 9
P(Z=z) || 1/2 | 1/4| 1/4

1, siU<1/2
X=F1YU)=¢ 3, sil/2<U<3/4
9, siU >3/4

Ejemplo: Variable Bernoulli: X Bernoulli(p)

0, siU<(1-0p)

X:Fl(U>={ 1, siU>(1-p)

Acoplamiento Considere variables X; Bernoulli(p;). p1 < ps. Es més probable éxito
para X, que para X;. Se puede construir (X1, X5) de tal forma que X; < X537 Definimos
X; = F71(U), con la misma uniforme para las dos variables:

1 o 0, SlU<(1—pl>
F, (U>_{1, siU > (1—p)

Tenemos X; = Xo = 0si U < (1 —po)
X;=0,Xo=1sil—p<U<1—p,
X;=Xo=1siU>1—p.

O sea: P(Xl SXQ):l.

7.4. Generacion de variables aleatorias continuas

Método de inversion. Usaremos el Corolario 33.

Generacién de una Exponencial\ En este caso F(z) =1—¢e™ 2 >0

Fl(u) = —log(1 — u)
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Figura 4: Construccion simultanea de dos variables Bernoulli.

Entonces la variable definida por

—log(1—-"U)
x =)
A

con U Uniforme[0, 1] es exponencial. Como (1 — U) tiene la misma distribucién que U, la
variable

—log(U)

X =
A

tambien tiene distribucién exponencial.

El método del rechazo Ross [11] pagina 443. Queremos generar una variable con
densidad f. Sabemos como generar una variable con densidad ¢g. Sabemos que existe una
constante ¢ > 1 tal que

f(z) < cg(x) para todo x

Algoritmo del rechazo
1. Simule Y con densidad ¢g y U Uniformel0, 1]
2.51U < f(Y)/cg(Y), ponga X =Y y termine. Si no, vaya a 1.

Lema 34 La variable X asi generada tiene densidad f.

Demostracién. Sean (Y1,U;), (Ys,Us), ... una sucesion de vectores independientes con
coordenadas independientes. Y ~ g y U ~ Uniforme[0, 1]. Sea

A= {(x,u) tu < CJ;((Z))}

Sea T'=min{n : (Y,,U,) € A}, una variable Geométrica de pardmetro

p = P((Y,,U,) € A).
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Probamos mas abajo que p > 0. Defina X := Y. Entonces

P(XEB):iP(YTeB,T:n):iP(Yn € B,T =n).

n=1 n=1

El sumando genérico vale (definiendo Y; := (Y, U;)):

P(Y,e Bi.T=n)=P(Y, € A°,...,Y, 1€ A° Y, € AY, € B)
= P(Y, € A% ... P(Y,_, € A)P(Y, € A,Y, € B)
= (1-p)" P, €AY,¢cB) (16)

Como la distribucién de Y, ~ (Y,U) no depende de n, la probabilidad en (16) es igual a

P((Y.U) €AY € B) = / / 2)1{z € BY (2, u) € Abda du

:/ )1z € B}/ CZ((Z) }dud

- [ sonteeny La =2 [y

55) B

Usando B = R tenemos p = P((Y,U) € A) = 1/c. Substituyendo en (16) y sumando (16)
en n concluimos que

P(XeB):/Bf(:c)d:c. =

Generacion de una variable normal standard Z No se puede usar el método de
inversién. Empezamos por generar X = |Z|, que tiene densidad

Proponemos g(z) = e %, z > 0.

dedondec:,/%y

El algoritmo para generar X = |Z| con Z ~ Normal(0, 1) queda:

1. Genere Y exponencial de parametro 1, U Uniforme[0, 1]

2. Si U < exp(—(Y —1)?/2), ponga X =Y. Si no, vaya a (1).

Ahora defina Z = WX — (1 — W)X, con W Bernoulli(1/2). Z es Normal(0, 1).
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Simplificacién En el paso (2), Y es aceptada si U < exp(—(Y —1)?/2), que es equiva-
lente a —logU > —(Y — 1)?/2. Como Y, = —logU es Exponencial(1), podemos usar el
algoritmo:

1. Genere Y, Yo ~ Exponencial(1)
2. 5i Yy > —(Y; — 1)%/2, ponga X =Y. Si no, vaya a (1).

8. Convergencia de variables aleatorias

8.1. Lema de Borel Cantelli

Sean A, eventos en (2, F, P). Definimos:

A* = { A, infinitas veces } := ﬂ U A,

k>1n>k

O sea si By, = Up>i Ay,

A" = (B

k>1

Teorema 35 (Lema de Borel Cantelli )
Y P(4,) <o = P(A)=0

ZP(An) = o0 y A, independientes — P(A") =1

Dem Primera parte, llamado fdcil:

P(By) = P(UnzkAn) <> P(A,) — 0

k—o0
n>k
porque la suma es finita. Asi, como los Bj son decrecientes,

P(AY) = P(ﬂ Bk> — lim P(By) =0

k>1

Segunda parte: por independencia tenemos

P(B;) = P(NuziAy) = [ [(1 = P(A))

n>k

porque por hipotesis la suma diverge. Entonces
P((A)) = P(Ur>0By) =0
porque es uniéon numerable de eventos de probabilidad 0. O
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Ejemplo (2 sucesiones de 0 y 1.

X, Bernoulli parametro p,, independientes.

A, ={X, =1}

Si suma de p, converge hay un nimero finito de unos.

Si suma de p,, diverge, hay un nimero infinito de unos.

8.2. Convergencia de variables aleatorias

(Xn,n > 0) sucesion de variables aleatorias Queremos definir 1im,, o, X,.

Convergencia en Distribucién X, 2 X si F,(x) — F(z) para todo = € R punto de
continuidad de F'. Es una convergencia de distribuciones, no hace falta que las variables
estén definidas en el mismo espacio.

Convergencia en probabilidad X, L X si todas las X, v X estan definidas en el
mismo espacio (2, F, P) y para todo € > 0,

lim P(w: | X,(w) — X(w)| >€)=0

n—oo

Ejemplo: Sea U ~Uniforme[0, 1] y I, C [0, 1] con medida de Lebesgue |I,,| = 1/n. Defina
X, = YU € I,}. Tenemos que X,, es Bernoulli con P(X,, = 1) = 1/n. Por lo tanto X,
converge a la constante 0: P(X,, > ¢) = 0 para todo n > 1/e.

Convergencia casi segura X, 3 X si todas las X,, y X estan definidas en el mismo
espacio (2, F,P) y

Pw: lim X,(w) = X(w)) =1

n—o0
Ejemplo: U Uniformel0, 1], p,, — p sucesién de probabilidades.

Si U = u < p entonces existe un ny que depende de u tal que si n > ng entonces u < p,
etc.

Lema 36 X, <% X si vy solo si

lim P(U{|Xn—X|2%}>:O para todo ¢ > 0 (17)

k—o00
n>k

Dem

{XnﬁX}:ﬂUﬂ{]Xn—X|<%}

>1 k>1n>k

X, - x¥=N U{|Xn—X|2%}

>1k>1n>k
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1
& P {1 - x1>,}) =0 todo £ > 0
ﬂ U | | > i para todo
que es equivalente a (32) porque son eventos decrecientes. [J

. 5. P . . .
Corolario 37 X, ¥ X = X, = X (si una sucesion converge casi sequramente a
X, entonces también converge en probabilidad a X.)

Dem Como la probabilidad de la unién va a cero, la probabilidad de cada conjunto
también:

Jin P(1Xe - X1 7)< i P(U{1 - 12 7}) =0

n>k

para todo £. O

Corolario 38

ZP(’Xn—X!2€)<oo para todoe >0 =— X, 33X

n>1

Dem La probabilidad de la unién en (32) esta acotada por la suma de las probabilidades.
Si la serie es convergente, sus colas convergen a 0. [J

Obs Tambien se puede usar Borel-Cantelli:

X, 3 X & P(|X, — X| > ¢, infinitas veces ) =0, Ve > 0.

Contraejemplo Convergencia en Probabilidad no implica convergencia casi segura.
Considere los I,, C [0, 1] del ejemplo anterior construidos de forma tal que todo u € [0, 1]
pertenece a infinitos /,,. Esto puede hacerse sélo si ) ¢(I,,) = co. Entonces

P(X, =1, infinitas veces) = P(U € I, infinitas veces) = 1

Asi X,, no converge c.s. a 0. Y ya vimos que converge en probabilidad.

Lema 39 Si X, Rt X, entonces X, B x

Dem Sea x punto de continuidad de F'.

Fo(z) = P(X, < )
=P(X, <z |X,— X|<e)+ P(X, <z, |X, - X| >¢)
<P(X<z+4¢|X,—X|<e)+ P(Xn <,|X, — X|>¢)
<PX<z+¢e)+ P(|X, - X|>¢)
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Sacando limites, el segundo termino va a 0 por conv. en probabilidad:

limsup F,,(z) < P(X <x+¢) = F(x)
n e—

por la continuidad de la F' en z.
Para ver la otra desigualdad escriba
F.(x)=P(X, <z |X,—X|<e)+ P(X, <z,X, — X|>¢)
>PX<zx—¢el|X,—X|<e)+P(X, <uz|X,—X|>¢)

Tomo liminf en ambos lados. El primer término converge a F'(z —¢) porque P(|X,, — X| <
) —, 1, por convergencia en probabilidad. El segundo término va a cero por convergencia

en probabilidad. Queda
liminf F,(x) > F(z —¢) — F(x),

n—o00 e—0

por la continuidad de la F' en z. O

Contraejemplo Sean X; iid Bernoulli(p).
Es claro que X; converge en distribucién a Y ~ Bernoulli(p).

Si p € (0,1), X; no converge en probabilidad. Supongamos por absurdo que Y estd en

el mismo espacio que las X; y que X; — Y en probabilidad. Entonces, para n # m y

0<e<1,como {|X,—X,|>c}={X,,=0X, =1}U{X,, =1, X,, = 0},
2p(1—p)=P( X, — Xu| >e) =P(| X, - Y +Y — X;,,| > ¢)
<P(|X,=Y|+|Xn—-Y|>e) < P(X,—-Y|>¢/2)+ P(|X,, = Y| > ¢/2)

pero por la convergencia en probabilidad, esto converge a cero cuando m y n van a infinito.

Absurdo.

Corolario 40 X, 3 X — XngX = XngX

C . . P : - 5.
Proposicién 41 St X,, — X, entonces existe una subsucesion X, tal que X, XX,

Dem Para cada ¢ > 0 sea n(f) tal que para todo n > n(f) tenemos P(|X, — X| > 1/{) <
2~¢. Entonces, para cada € > 0,

> P(|Xny — X|>e) < Y 27 <00
(>1/e {>1/e

Por el Corolario 38, la sumabilidad de la serie implica convergencia c.s.. [J

Lema 42 Si F : R — [0, 1] es una funcion no decreciente, entonces el conjunto de puntos
de discontinuidad de F es finito o numerable.

Dem Si F no es continuo en z, entonces F(x—) < F(xz+). Por lo tanto en el intervalo
[F(z—), F(z+)) hay un nimero racional. Como la funcién es no decreciente, los intervalos
{[F(z—), F(z+)), « punto de discontinuidad} son disjuntos. Por lo tanto establecimos una
relacién uno a uno entre los ptos de discontinuidad y un subconjunto de los racionales.
Como los racionales son numerables, ese conjunto es finito o numerable. O
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8.3. Desigualdades de Markov y Chevichev

Desigualdad de Markov Sea X > 0 una variable aleatoria no negativa con esperanza
finita y € > 0. Entonces

E
P<XZ€)§?

FE X = area sobre la curva Fx

Figura 5: Desigualdad de Markov
Dem
X=XHX<e}+ XX >e} > cl{X > ¢}

porque como X > 0y 1{X < €} > 0, el primer término es mayor o igual a 0. Por la
monotonia de la esperanza:

EX>cE({X >e})=eP(X >¢). O

Corolario 43 Si ¢ : R™ — R" es no decreciente, entonces

Eo(X)

P(X >¢) < o)

Casos particulares Sea X una variable aleatoria cualquiera,

Ep(1X])

P(lX|>¢) <
Desigualdad de Chevichev

v
P(|X—EX|25)§€—2

Dem Usamos ¢(z) = z* para obtener

E(X — EX)?

P(|X —EX|>¢)=P(|X —EX|?>¢%) < -
9

por la desigualdad de Markov.
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8.4. Leyes de grandes nimeros

Ley débil de los grandes ntimeros X,, variable aleatoria independientes con EX = p,
VX = o?% Sea

Entonces X, SR 1.

Dem Primero calculamos la esperanza y la varianza de X,. Por la linealidad de la
esperanza,

- 1

Usando que la varianza de la suma de variable aleatoria independientes es la suma de las
varianzas,

2
1 n o 0

VX, = S5V(Xi+- -+ X,) = 50" = —
n

Usando Chevichev:

_ o2

P(|X,—pl>e¢) < — 0, para todo ¢ > 0.

ne?

Es decir, X, =i . O

Aplicacién X; ~ Bernoulli(p). EX; =p, VX; = p(1 — p).
o #cxitos P

X, =
#ensayos

Teorema 44 (Ley fuerte de los grandes nimeros) Sean X,, variables aleatorias in-
dependientes con EX =, VX = o2, Entonces X,, <3 pu.

Dem Podemos asumir que i = 0. Por Chevichev,

2

P(|X,2| >¢) < poyoE

que es sumable. Concluimos que X2 =3 0.
Sea ny = max{n : k > n?}; asi, k € [n3, (nx + 1)?). Los primeros valores son

10 11 12 13 14 15 16 ... 24 25
9 9 9 9 9 9 16 ... 16 25

Sk — Sp2 + 5,2 Sk — Sp2 _
_’Sk|§| k k k|§‘ k k|+|X2’ (18)
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Sean?+1<k<(n+1)% Sea A, := {‘S’“;%ﬂ > 5}. Calculemos

k
VISt =Sl =V > X; = (k—n)o”
i=n2+1
<((n+1)*=n?oc*=(2n+1)o*

Por Chevichev,

Veamos que ), P(Ax) es sumable. De hecho,

0o oo (n+1)2 9 2
o (2n+1)
k=1 n=0 k=n2+1 n=1
De donde sigue que
’Sk - Sni‘ c.s.
——— — 0 (20)
ng k

Por otro lado, como X,z — 0y X, es una sucesién que toma valores constantes entre n?
y (n+1)%? — 1, tenemos

X, 7 0 (21)
Sacando limites en (18), podemos concluir usando (20) y (21). O
Teorema 45 (Convergencia acotada) Si X, 5 x y existe una constante M tal que
| X < M, |X| < M entonces

EX, - EX

Dem

|EXn_EX| §E|Xn_X|
=E(X, - X|Y{|X, - X|>e})+ E(X, - X|{|X,, — X| <e})
<2MP(| X, — X|>¢e)+e—e¢

Por la convergencia en probabilidad. Como vale para todo € > 0, estamos. [J

Teorema 46 (de Weierstrass) Los polinomios son densos en C[0,1] = {f : [0,1] —
R, f continua}.

Dem Dada una f continua, busco una sucesiéon de polinomios P, que converge unifor-
memente a f.

C.S.

Sea X; ~ Bernoulli(z), « € [0,1]. Por la ley fuerte de grandes nimeros, X; = z. Esto
implica f(X;) < f(z).
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Como f es continua y f es acotada, por el teorema de convergencia acotada, tenemos la

convergencia de las esperanzas Ef(X;) —, f(x). Como S,, ~ Binomial(n, z),
_ Sy, " kN (n .
Bu(f.2) = Ef(X,) = Ef(2) = 3" f(>) (k) (1 — )t
k=0

O sea que cuando n — oo, el polinomio B, (f,z) converge puntualmente a f.

Veamos que B, (f, ) converge uniformemente a f. Como f es acotada, f es uniformemente
continua. Fije e > 0y sea 0(¢) tal que para todo 0 < d(¢), |f(x +0) — f(z)| < e. Escriba

|Bu(f,2) = f(@)] = |Ef(Xn) = f(2)] < EIf(Xn) = f(2)
< E([f(Xn) = f(2)[14) + E([f(X0) — f(2)[1ae)

donde A = {|X,, — x| < d(¢)}.
<eP(A)+2MP(|X,, — x| > (¢))
donde M = sup,¢( ) f(x). Por Chevichev,

VX, z(1l—x)
< 2M < 2M ———— —
<e+ 5o <e+ 3(2)? 6

uniformemente en x. Como esto vale para todo € > 0, concluimos que B, (f,-) converge a
f uniformemente. [J

Observacién: Los polinomios

b () i= (Z) (1 — 2t

son llamados polinomios de Bernstein. Note que para cadan > 1y x € [0,1], (bxn(2), k =
0,...,n) es la probabilidad de la binomial.

. s D : . . P
Proposicion 47 X,, = ¢ y todas definidas en el mismo espacio, entonces X, — c.

Dem

P(|X,—c|>¢e)<P(X,>c+e)+P(X, <c—¢)
=1-PX,<c+e)+P(X,<c—¢)

§1—P(Xn§c+§)+P(Xn§c—5)
—n1l—F(c+e/2)+ F.(c—¢e)=0

porque F.(z) =0siz <cy F(x)=1siz>c. O

8.5. Teorema de Skorohod

Propiedades de la inversa de la distribucion acumulada Recordemos la definicion
de inversa generalizada de una funcién de distribucién acumulada F":

Flu)=mf{r eR: F(z) >u} uecl01]

64



Las siguientes propiedades son consecuencia de la definicion:
F~' es no decreciente (22)

F(F Y (u)=) <u < F(F'(u), wuel0,1] (23)

F~! continua en u

Floo) < u< F(x)} — F ' (u) =2 (24)

A

To make the illustration simpler we let
the F, close in on F., from below

Figura 6: Teorema de Skorohod. Figura del libro de Thorisson [12])

Teorema 48 (de Skorohod) Sean F,, n > 1 y F funciones de distribucion tales que

lim F,(x) = F(x)

n—oQ

en los puntos x de continuidad de F'. Entonces existe un espacio de probabilidad (2, F, P),
una sucesion de variables aleatorias X,, n > 0 y X, todas definidas en 2 con X, ~ F, y
X ~ F tales que X, <3 X.

Dem Fije u € [0, 1] y defina

z = lim inf F, ! (u)
n—oo

Como F' es no decreciente, tiene a lo sumo numerables puntos de discontinuidad y se
puede elegir ¢ arbitrariamente chico tal que F' es continua en z —c y en = + ¢.

Sea ny una subsucesion tal que
x—e<F, 'u)<x+e paratodok>1
Por la monotonicidad de F;,,,
F,(r—¢)< Fnk(ngl(u)—) < Fnk(F,:kl(u)) < Fp(x+¢)

Aplicando (23),

F,(t—¢)<u<F,(r+¢) paratodok >1
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Como x + € son puntos de continuidad de F', mandando k — oo,
Fr—¢)<u< F(x+¢) paratodok>1
De donde, por la continuidad a derecha de F/,
F(z—) <u < F(x)
Reemplacemos x por
y = limsup F; ' (u)

n
n—oo

para obtener

Asi, si F~! es continuo en u,

F ' u) =z =liminf F, " (u)
n—oo

F~Y(u) =y = limsup F; *(u)
n—oo

O sea que para todo punto de continuidad de F~1,

lim F,Y(u) = F~(u)

n—oo

Sea U ~ Uniforme[0, 1], definida por ejemplo en ©Q = [0,1], F = BJ[0,1], P = Lebesgue.
U(w) = w. Defino

Vimos que con esa definicién, X,, ~ F, y X ~ F. Como el conjunto de puntos de
discontinuidad de F'~! es a lo sumo numerable, P(F~(U)—) < F~Y(U))) =0y

lim £, Y(U) = F~ (U)o

n—oo

A

Dem Construimos X,, con el teo de Skorohod; X, ~ X,, X
g(X) porque g continua. Pero esto implica g(X,,) L g(X

A

Aplicacién X, 3 X, g: R — R continua = 9(Xy) A 9(X).
X~V X X, X = g(X,) S

Teorema 49 X, X si y solo si Ef(X,) — Ef(X) para toda f continua y acotada.

Dem =] Usando el teorema de Skorohod, podemos suponer que X, % X. Como f es
continua,

F(X5) = f(X)
Como f es acotada, por el Teorema de convergencia acotada,

Ef(Xa) = Ef(X)
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<] Quiero probar que P(X, < z) — P(X < z) para x punto de continuidad de F'. Es
decir, definiendo

foly) ==Yy <z},

queremos probar

n—o0

El problema es que fy no es continua. Asi que vamos a usar un procedimiento sandwiche
para dominar fy por arriba y por abajo por funciones continuas f. y f_. para las que
podemos aplicar la hipdtesis y sacar limites. Para ¢ > 0, definimos

]-7 Yy S x ]-7 Yy S r—¢€
fe(y) = ¢ interpolacién, z<y<z+¢ f-e(y) = ¢ interpolacién, z—e<y<uw
0, y>x+e 0, y>w

Para cualquier y tenemos

fy) = folly) + Uy € [z, 2 +2)} < foly) + Yy € [z,2 +9)}, (25)
fy) = foly) —A—-feW)Hy €z —c,2)} > foly) —YHy €[z —¢,2)}.  (26)

Por lo tanto,

Ef.(X) < Efo(X) + F(z +¢) — F(a) (27)
Ef-(X) 2 Efo(X) — F(z) + F(z —¢) (28)

Sacando limites en la desigualdad Ff_.(X,) < Efy(X,) < Ef.(X,) tenemos
lim Bf (X,) < fmE fo(X,) < T fo(X,) < i E£.(X,),
porque como f_. y f. son continuas y acotadas los limites existen y tenemos
Bf (X) < MmEfy(X,) < TmEfy(X,) < Ef(X).
Usando las desigualdades (27) y (28),
Efo(X) = F(z) + F(z — &) <ImE fo(X,,) <TmE fo(X,) < Efo(X) + F(x) — F(z —¢)
para todo ¢ suficientemente chico. Pero como x es un punto de continuidad de F', tenemos

Efo(Xn) = Efo(X). O
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8.6. Teorema de Slutsky

Teorema 50 (de Slutsky) Si X, converge en distribucion a X y 'Y, converge en pro-
babilidad a una constante c entonces

X, +Y, B X +te
X, Y, 2 Xc
X, /Yy B X/e,  sic#0.

Dem. ¢ continua acotada por |g(z)| < K para todo .

|Eg(Xn +Y,) — Eg(X +¢c)|
<|Elg(Xn+Y,) —g(Xn+0)]| +|Eg(X, +¢)— Eg(X + )|
= An + Bn

B, va a cero porque la funcién g(- 4+ ¢) es continua y acotada méas la convergencia en
distribucién de X,,.

Vamos a acotar A,,. Para todo € > 0 podemos elegir M (¢) y —M (¢) puntos de continuidad
de Fx tales que P(|X| > M(e)) < €. Escribimos

A, = |Elg(X0 +Y,) — g(Xp +0)] % [H{|Xa]| > M(e)} + {|X,,| < M(e)}]
x [V, —c| > 6} + Y|V, — ¢| < 6}]|
< E|[9(Xn 4+ Ya) — 9(Xo +0)] x [H|Xa] < M(e)}{|Y, — ¢ < }]]
+ 2K P(|X,,| > M(e)) + 2K P(|Y,, — ¢| > 0)

El primer término estd dominado por
sup{|g(z +y) —g(z + )| : [x] < M(e), |y — ¢| <0} :=h(,e) =50

para cada € > 0 fijo, porque como ¢ es continua y x es acotado, tenemos continuidad
uniforme en el dominio |z| < M(e) + ¢+ 1.

El segundo término converge a algo dominado por 2Ke:
P(|X,| > M(e)) =n P(|X| > M(e)) <e

por la convergencia de Fy, a F'x en =M (), puntos de continuidad de Fx. La dominacién
sigue de la definicion de M (e).

El tercer término converge a 0:
P(lY, —¢| >6) =, 0
por la convergencia en probabilidad de Y,, — ¢. Asi,

h’(Isn limsup A,, < h’;n(h(é, £)+2Ke) <2Ke —.0

n
Esto demuestra la primera convergencia del teorema.

Ligeras variaciones demuestran las otras dos convergencias. [J
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Aplicacién X; iid Bernoulli(p). X,, media muestral.

Por LGN

De donde (ejercicio),

que equivale a

Como por el TCL
— Z ~ Normal(0, 1)

tenemos

i X, —p _ X, —p p(1 —p)
Xo(1— X,0) V(L =p) VX (1 - X,,)

que converge en distribucién a 7.

9. Funciones caracteristicas

9.1. Variables complejas

1. Variables aleatorias complejas.

Z : Q0 — C variable aleatoria compleja si Z = X +4Y con X, Y : @ — R variables
aleatorias. Recordemos que i = —1, el conjugado estd definido por Z := X —iY y el

médulo por |Z| = VZZ = VX2 + V2.

2.t € R, e = cos(t) +isen(t), |e| =1

3. z€C, ezzzzozo%f

4. f:R—C, f=fi+ifsentonces [ f=[fi+i[ fo

Z variable aleatoria compleja, Z = X +1Y, EZ = EX +1EY.
5. |EZ| < E|Z]|.

Dem: Sea Z = X +iY. EZ = EX +1EY. Note que EZ € R implica EZ = EReZ
EZ =re? r=|EZ|, § = ang(EZ)

E(e®2)=e"EZ =1 €eR.

Entonces r = E(Re(e™*2)) < E|le ™ Z| = |e7*| E|Z|

Entonces |[EZ| =r < E|Z|.
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9.2. Funcién caracteristica

Def Dado X : Q2 — R, definimos la Funcion caracteristica de X:
ox(t) = Be™ = Ecos(tX) +iEsen(tX)
Observaciones 1. px(t) estd bien definido para todo ¢ € R para toda variable X.

2. Si X es una variable aleatoria continua,

ox(t) = /emfx(x)dm
es la transformada de Fourier de fx.

3. Si X es discreta:

Ejemplos

1. Si X = a es constante,

2. X ~ Bernoulli(p). px(t) = e™(1 — p) + e'p = p(e — 1) + 1
3. X ~ Poisson(\).

i €A A (eit) _A(eft—1)
ox(t) = Z g = =e
- !

4. X ~ Binomial(n, p).

Propiedades X, Y variables aleatorias.
L. |ox(t)] <1 porque |px(t)] < Ele™| = E1 = 1.
2. |¢x(0)] = 1. Inmediata.

3. ox(t) = ox(=t) = p_x(1).
Si @x(t) es real, entonces X y —X tienen la misma distribucién, es decir X simétrica.
et = cost —isent = cos(—t) + isen(—t) = e~
4. px es continua.
ox(t) — ox(s) = B — EeisX = p(eitX _ ¢isX)
— B(eX(1 — eils—DXY),

Entonces,

lpx(t) = wx(s)] < B(le"| |1 = *=9%]) - 0

s—t
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donde usamos convergencia acotada porque |e®¥| < 1y |1 — e=9X| < 2.

5. Sean X1, ..., X, independientes, entonces

X1t X () = 0, (1) - - - 0, (1)
Probemos el caso n = 2:
SDXJrY(t) — E(eitXeisY)
= FEl(cos(tX) + isen(tX))(cos(tY) + isen(tY))]
== px(t)py(t),

usando independencia.
6. pax+(t) = wx(at)e™
Dem: p,x45(t) = E(eXei?) = ety (at)

7. Férmula de inversién. Si z < y son puntos de continuidad de Fly, entonces

1 , n efitx _ efity
Fx(y) — Fx(z) = o 1171?1 Tgox(t)dt

En particular, si X toma valores naturales, es decir, si X € N

P(X =k) ! / ' e oy (t)dt

:% o

Demostracion en el caso N. Observe que

/ e dt = 27 1{k = 0}

—T

Entonces,

P(X =k)=) 1{j—k=0}P(X =j)

/ e P(X = j)di

—T

I
¥ =

<
y L

1 o~ .. N
W2—Ze’tjP(X:])e t dt.

j=0

I
—
3

porque Y2 e P(X = j) = wx(t). Las sumas e integrales se pueden intercambiar porque
e THP(X = j)| < P(X =)

que es sumable. O

8. Las derivadas de la funcién caracteristica en el origen generan los momentos de
la distribucion. Si las siguientes derivadas existen, entonces

d . ,
/ — _F itX — EGiX it X —iEX
px(0) = Ee™| = B(iXe™)| =i
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2
@0y — d—E itX — E(i2X 200X — 2E X2
x (0) a” " lis (FX7e™) —

y en general si E|X|F < oo, entonces px € C"(R) y vale

1 d* ,
EX* = qorox(0) = (-1)'Y(0)

Demostracién omitida.

9. La funcién caracteristica determina la distribucién (Corolario de 7)

Fx=F & o¢x=uvpy

Idea de la demostracién. Ver Billingsley [3], Barry James [8]. Si ¢x = ¢y, entonces
Ecos(tX) = Fcos(tY); FEsen(tX)= Esen(tY)

En particular, si ag, by son sucesiones de reales,

> E(aycos(kX))+i Y E(bsen(kX))
k = g E(ay cos(kYI;) +i ; E(bgsen(kY))
Pero
{ fifle) = ; ay cos(kx) + ; b sen(kx)}

es denso en C(0, 27). Esto “implica” E(f(X)) = E(f(Y)), Vf continua de soporte acotado.
Que, a su turno, implica X ~ Y. Esto probaria (9).

10.

Teorema 51 (de continuidad de Paul Levy) X, X,, variables aleatorias con

th'm eox, (t) = ox(t), para todo t € R.
—00

D
Entonces X,, = X.

Idea de la demostracién Es un argumento andlogo a la demostracién de 9. ¢x, (t)

ex(t) “implica” Ef(X,) — Ef(X) para f € C(R) con soporte acotado. Entonces X,
X.

—
D
=

Ley débil de grandes ntimeros asumiendo primer momento finito.

Teorema Sean X, i.i.d. con EX,, = i < oo, Entonces

Xni>,u



Dem Por independencia:

vx, (1) = H px,(t/n) = (ox,(t/n)"

= (92, (0) + &, (0) + R(t/n)"

por Taylor de orden 1, con R(s) — 0 para s — 0.

B <1 n it + R(t/n)n)n B (1 N ipt+ R(t/n)n) TRy (it R(t/n)n)
= | - =
— ezut = spu(y)7

n

la funcién caracteristica de la constante p. Esto implica que X, e i por el Teorema 51
de continuidad de Levy. Finalmente como se trata de convergencia en distribucién a una

constante, tenemos también convergencia en probabilidad X, R i por el Teorema 47. O

Teorema de Taylor para variable compleja. Si o) existe y k es par entonces F | XK
existe, si k es impar entonces E|X*~1| existe. Si F|X*| existe, entonces

k j ‘
o(t) = Z Ej'( (it)? + o(th).

Y asi, o®)(0) = i*EX*.
Calculo de la funcién caracteristica de la Normal
Si Z es Normal(0, 1) entonces @4 (t) = e~ /%
. 1 o0 2
s :Ee’tzz—/ exp(itz — (22/2))dz = e +/2

Vamos a calcular la funcion generadora de momentos:
My(s) = Ee? = / " exp(sz — (22/2))dz
Ve J
1 o
_82)2 / . . 2 Mdz = s2/2
=€ /f— ex 55—z z=e"/7
7| ewlts=22)

completando cuadrados. Ahora usamos el siguiente

Teorema 52 Si |M(s)| < oo para |s| < a, entonces M(t) tiene una extension analitica
en el conjunto im(t)| < a y

o(t) = M(it), teR.

Ver Grimmett-Stirzaker [7], pagina 184. Por lo tanto,

SDZ(t) _ e(it)2/2 _ 642/2.

Alternativamente, también se puede probar
. o 1 2 2
1) = Eeth _ / ezta: e~ % /2dl' _ G_t /2
#(?) ' Vor

usando residuos.
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10. Teorema Central del Limite

10.1. Motivacion.

Sean X1, Xs,... iid., EX; = p, VX; = 0% Como por la LGN X,, <3 4,
X, —pu30

La cuestién es a qué velocidad va a cero.

E<Xn_ﬂ) =0, V(Xn_ﬂ) =

Sl

De donde sigue que
V(Vn(X, —pn) =0’

Conclusién: para todo n, la variable /n(X,, — i) tiene media cero y varianza o?. Nos
interesa ver si converge a algo cuando n — oo.

10.2. Teorema Central del Limite

Teorema Central del Limite Sean X, X,,... iid., EX; = u, VX; = 0. entonces

X —
—on By donde Z ~ Normal(0, 1).

o= T

Dem Queremos probar lim, . ¢z, (t) = pz(t) = e /2 t € R. Definiendo Y, :=
(X, — p)/o tenemos EY, =0, VY, =1,

Y, = %ZY Zy = Vi¥, = S (Vi)
Calculamos _ _
o.(t) = econm(® = (o0 (=) (29)
= (1O + 0= + 31O + RO/v)' (30

por Taylor segundo orden. Se pudo derivar dos veces porque la varianza es finita. El resto
R(t)/t* — 0 cuando t — 0. Como la media de Y; es cero y la varianza 1, (30) es igual a

= (1 — % +R(t/\/ﬁ)>n = (1 + 5 +nf(t/\/ﬁ)>n

2
que converge a et /2.
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10.3. Teorema de De Moivre Laplace

El Teorema de Demoivre Laplace es la versiéon del TCL para variables centradas que
asumen valores —1 y 1. Vamos a demostrarlo directamente sin pasar por la funcién ca-
racteristica.

Teorema de De Moivre Laplace Sean X;, i = 1,2,... variables aleatorias indepen-
dientes con distribucién P(X; = —1) = P(X; = 1) = 1/2. Sea S,, := >, X;. Entonces
para todo x > 0,

tin P(2 <) = 00e)

donde ® es la funcion de distribucion acumulada de la Normal standard.

Dem Como EX;, =0y VX, =1, ES;, =0y VS,, =2n. Por lo tanto % es centrada
con varianza 1. Vamos a calcular explicitamente el limite. Defino

= ris=0 = (2)(3)" - S

que, usando la aproximacion de Stirling, es aproximadamente igual a

(2n)?"e?"\/2m2n (1>2n 1
a (n“e*”\/ 27m)2

2 A/ TN

Vamos a calcular

ar := P(Sa, = 2k) = (nink) (%>zn

nn—1)...(n—k+1)
m+k)n+k—-1)...(n+1)

= ao
Dividiendo cada término del denominador por el correspondiente del numerador,

—a(143) (145 59) - (4 i)

Hay k factores en el producto. Sea b una constante positiva que no depende de n. Subs-
tituyendo k = bv/2n y simplificando,

. bv2 V2 bV/2 -1
—ao(1+ \/ﬁ><1+—f—%ﬁ>"'<1+—\/ﬁ_b\f%>>

Como hay ~ b\/2y/n factores en el producto y los términos \/Lﬁ, ceey MT:{I se van a cero,

los ignoramos y nos queda

+ —bﬂ> SINGVE 1 —2b2

~ a0<1 NG ~

Consideremos = > 0 y calculemos

IS \/%:p/Q
P(O < 2n < a:) = ag
\V2n kz:;



Volviendo a escribir k = bv/2n, para b € [0, z] tenemos 2b* = (k/+/n)? y obtenemos
Vinz/V2

~ Y L vy
=0 VTN

que es la suma de Riemann que aproxima

— e Le_z20lz = /I L6_3’2/2d
n=oe Jo e 0 V2w Y

donde usamos el cambio de variable y = v/2z. La tltima expresién es igual a

= ®(z) — 9(0).
Usando simetria, concluimos. OJ
Formas alternativas del TCL:
n yn -
Sn= B ey

ov/n ’ o/v/n

10.4. TCL como punto fijo de un sistema dinamico

Particionemos en dos partes la suma que define Z,,,:

Son Sp+ Son — Sy 1 /S, S
oS- TR (%, 5)
2n V2n V2\vno

con S} ~ S, y ambos independientes. O sea que el limite, si existe, tiene que satisfacer:

Z+ Z*
V2

con Z* ~ /'y Z, Z* independientes. En términos de la funcién caracteristica, deberia
satisfacerse la ecuacion oz (t) = (pz(t/v/2))?. Observamos que la normal satisface:

Z

(31)

pz(t) = e " = (e = (pz(t/V2))?

Para probar el TCL usando este enfoque habria que probar: (1) que el limite existe; (2)
que la normal es la tnica que satisface la “ecuacién” (31).

10.5. Observaciones, ejemplos y aplicaciones

Observacion Qué significa n suficientemente grande? Cémo sabemos si la aproximacién
es buena? El tamano de muestra requerido para que la aproximacion sea razonable de-
pende de la forma de la distribucion de las X; . Mientras mas simétrica y acampanada
sea, mas rapidamente se obtiene una buena aproximacion.

Ejemplo Al sumar ntmeros, una calculadora aproxima cada nuimero al entero més
préximo. Los errores de aproximacion se suponen iid Uniforme(—0,5,0,5).
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a) Si se suman 1500 ntimeros, jcudl es la probabilidad de que el valor absoluto del error
total exceda 157

Si llamamos X; al error correspondiente al i-ésimo sumando, el error total es Ti509 =

> Xi. Usar EX; =0y VX, =1/12.

b) ;Cudntos nimeros pueden sumarse a fin de que el valor absoluto del error total sea

menor o igual que 10 con probabilidad mayor o igual que 0.907 Buscamos el valor de n
tal que P(|T,] < 10) > 0,9. R: 446.

Otras Aplicaciones del TCL
1. 'Y, ~ Poisson(An)

Y, —nA
In_NA D 4

N
Dem: Defina X; ~ Poisson()) iid. Entonces,
Y, =X1+ -+ X, ~ Poisson(An).
Aplique TCL y obtenga el limite.
Asi la Poisson con parametro grande se aproxima por la normal.
2. Y, ~ Gama(n, \) iid con n entero

Y”_")‘QZ
N

X; ~ Gama(1, \) (exponenciales) independientes.
X;+ -+ X, ~ Gama(n, \) suma de n exponenciales independientes.
Asi la suma de gamas se aproxima por la normal.

3. Un adivino acierta el color de 950 de 1500 cartas puestas al dorso. Queremos decidir si
creemos que es adivino.

Sea p la probabilidad que el adivino acierte. Queremos testar p = 1/2 (es decir, no mejora
el puro azar) contra p > 1/2 (tiene cierta chance de adivinar mayor que 1/2).

Supongamos que decide al azar, p = 1/2.
Sea X; = I{acierta la carta i}. Azar = X; ~ Bernoulli(3)

Numero de aciertos:

X -1 ) 950/1500
>

P(Si500 > 950) = P 2
(Sts00 2 950) (0, 5/v/1500/) ~ 0,5/v/1500

~ P(Z >10,32) ~ 0

La probabilidad de acertar 950 veces con una moneda es casi 0. Aceptamos la hipotesis
que el hombre es un adivino.
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11. Procesos de Bernoulli y Poisson

11.1. Procesos de Bernoulli y Binomial

Para estudiar una sucesion de ensayos de Bernoulli consideramos el espacio muestral:
Q= {w = (w1,wa,...), w; € {0,1}}. Un elemento tipico w € Q tiene la forma w =
11000010101100010100010110010100010100001. . . . Sea A el dlgebra de los eventos cilindri-
cos, eventos que dependen de un nimero finito de coordenadas:

A={{weQ:w;=1i€L;w;=0,j € J}:1,JCN,finitos, disjuntos}

P es la probabilidad “compatible con ensayos independientes” definida para I,J C N
disjuntos finitos,

PweQiw=1iel,w;=0,j€J) = pll(1 —p)VI (32)
donde |I| = #I es el nimero de puntos en I. Por ejemplo:
PlweQ:w=1,w =0 ws=0) = p(l—p)?

Teorema 53 (de extensién de Kolmogorov) Hay una dnica probabilidad P definida
en F que coincide con (32) en los conjuntos cilindricos.

Definimos las variables aleatorias proyeccion:
Xi(w) == w;.
La probabilidad de “éxito en i-ésimo ensayo” es
PX;=1)=Pw:w;=1)=p.
Un proceso estocastico es una sucesion de variables aleatorias X7, X5, ... indexadas

por n € N ot € R. El proceso X1, Xs,... definido més arriba se llama Proceso de
Bernoulli. Se trata de una sucesién de variables aleatorias independientes Bernoulli(p).

Un evento cilindrico B se puede describir usando las variables proyeccion por
B={X;=0b,....,X,=0b,}, b; €{0,1},
y su probabilidad es
P(B)=p"(1—p) " phn(1—p)' = p=ti(1—p)n =t
En particular
P(X;1=1,X,=0,X3=0) =p(1 —p)>
El proceso de Bernoulli es estacionario:
P(Xy1=0by,....X,=b,) = P(X4s1=01,..., Xy =by)

para todo t.
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Ejemplo: En la parada del pabellén 2 sale un colectivo 107 en cada minuto con pro-
babilidad 1/10, en forma independiente. Cual es la probabilidad que salgan colectivos en
los minutos 1,2,37 Y en los minutos 27,28,297

113
PXi=1,X=1X5=1)= <_) :
113
P(Xor=1,Xos =1, Xp9=1) = <E> :
Proceso Binomial
Definamos las variables S, = X; + - -- + X,,. El proceso
S1,5,, ...

es llamado proceso Binomial. S, cuenta el nimero de éxitos hasta el n-ésimo ensayo. S,
tiene distribucién Binomial(n, p) para cada n > 1.

El incremento del proceso en el intervalo (m,n], con n < m estd dado por

S = S = zn: X

k=m+1
El proceso binomial tiene incrementos estacionarios:

P(Snim — Sy = k) = P(S, = k) (33)

La distribucién del niimero de llegadas en un intervalo depende del tamano del intervalo
y no de su localizacién.

El proceso binomial tiene incrementos independientes: Si1 < m <n <1 < 7,
P(S, —Sm =k, S;— S =h)=P(S,— S =Fk)P(S; —S; =h)

La probabilidad de incrementos k y h en los intervalos disjuntos (m,n] y (4, j], respec-
tivamente, es el producto de las probabilidades. Més generalmente, vale para conjuntos
finitos de intervalos:

P(Sp, — Sy = k1, ..., Sn, — S, = ko)
= P(Sp, — Sy = k1) ... P(Sn, — S, = ke) (34)
= P(Sny oy = k1) - P(Symy = k)

si los intervalos [m;, n;| son disjuntos dos a dos.

Instante de la primera llegada Y) := min{k > 0 : X = 1} tiene distribucién
geométrica:

PYi=k)=P(X,=0,...., X, 1=0,X, =1)=(1-p)f'p
El evento {Y; = k} depende de X7, ..., Xj, por lo tanto se puede calcular su probabilidad.

Ejemplo: Colectivo Si llego en un instante ¢ cualquiera y defino el tiempo de espera del
colectivo a partir de ese instante:

Ry :=min{k>t: X =1} —t

P(Rt = k) - P(Xt+1 =0,... 7Xt+k—1 = 07Xt+k = 1) - (1 —p>k_1p

Tiene distribucién geométrica igual que si empezaba en el instante 0.
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Instante de la k-ésima llegada
Y :=min{n: Xy +---+ X, =k}
Para t > k:

P(Y, =t) = P(k — 1 exitos en [1,t — 1], éxito en t)

t—=1Y\ 41 t—1—(k—1)
— 1—
(k B 1)1} (1-p) p

Es decir que el instante de la k-ésima llegada tiene distribucién Binomial negativa de
parametros k y p.

Dualidad entre Binomial y Binomial negativa Vimos en el Lema 10 que la k-ésima
llegada ocurre antes del instante n si y sélo si el nimero de llegadas hasta el instante n
es mayor o igual a k.

donde S, = Xj+ -+ X, y Yy :=min{n: X; +--- + X,, = k}, tienen distribucién S,, ~
Binomial(n, p) v Y; ~ Binomial negativa (k, p).

Tiempo entre llegadas sucesivas Sea T, :=0y T;:=Y;, —Y,_1, 72> 1. Ya vimos que
Y; tiene distribucién binomial negativa.

Lema 54 (T}, k > 1) son variables independientes con distribucion geométrica (p).

Dem Escribiendo s; = t; + - -+ +t; tenemos
P(Ty=t,.... Ty =t) = P(N_{X,, ;1= =X;,;01=0,X,, =1})
=(1=p"p...A-p"='p

Sumando esa expresion sobre todos los t, > 1 para k # 7, obtenemos que la i-ésima
marginal tiene distribucién geométrica(p): P(T; = t;) = (1 — p)t~1p. Concluimos que

P(hi=t,.... T, =) = P(Th = t1) ... P(T}, = ty),

lo que prueba la independencia. O

Como corolario tenemos que

P(T1>t1,...,Tk>tk):P(T1>t1)...P(Tk>tk)

Resumen de procesos

(X1, Xs,...) Bernoulli(p) independientes

(51,52, ...) donde S, ~ Binomial(n,p) con incrementos independientes y estacionarios.
(T1, Ty, ...), Geometricas(p) independientes.
(

Y1,Ys,...), donde Y; ~ Binomial negativa (j, p).
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Juego de Las Vegas Jugamos al rojo en las Vegas. Ruleta sin 0, es decir, la probabi-
lidad de rojo en cada jugada es 1/2.

Martingala (un método infalible para ganar):
0) Fijo K =0, L = 0.

1) Apuesto 2K,

2) Si sale rojo L <+ L + 25 y vuelvo a (0).

3) Si sale negro L < L — 25 K + 2K vuelvo a (1).

Simulacién: 1 = sale rojo, 0 = sale negro. X; es un proceso de Bernoulli(1/2).

Apuesto | 1| 1 |21 |24 8|1 |2|1|2]|4]8
Sale X; | 1 1101001 1 001
Gano 11-112-1-2|-4|8|-1|2|-1]-2|-4|8
Lucro L; || 1| 0 |2 1503|2143 ]1|-3|5

Se puede calcular el lucro medio si juego hasta el primer 1. El instante de aparicién del
primer 1 es la variable aleatoria Y7 = min{i > 1: X; = 1} ~ geometrica(p). El lucro L; en
el instante ¢ depende de (X1, ..., X;). El lucro en el instante Y] es uno: Ly, = 1. Dejamos
como ejercicio demostrar que Ly, = j.

El problema es que la fortuna es finita o el casino tiene una apuesta maxima. Por ejem-
plo, no se permiten apuestas mayores que 2°. En ese caso, si perdemos 9 veces seguidas
perdemos 1+ 2! +--- 428 = 2 — 1 y no podemos duplicar la apuesta. En ese caso el lucro
L hasta ganar 1 vez o perder 9 seguidas es

L=g(T) =117, <9} —(2° - 1) T, > 9}

y su esperanza EL = 1(1 —279) — (2 — 1)27% = 0. El juego es honesto.

11.2. Proceso de Poisson

Un proceso puntual es un subconjunto discreto S C R*. Llamaremos llegadas a los puntos
del proceso. Llamamos N; = [S N [0,]|, el nimero de llegadas de S en el intervalo [0, t].
Sea A > 0 un parametro.

Definicién Decimos que (N; : t € RY) es un proceso de Poisson de intensidad A si su
distribucién satisface:

i) Ny tiene distribucién Poisson(At) para todo t.

ii) Incrementos estacionarios. El numero de llegadas en un intervalo depende sélo del
tamano del intervalo: N, ;— N, tiene la misma distribucion que N;, para todo a > 0,1 > 0.

iii) Incrementos independientes. Las llegadas en intervalos disjuntos son independientes:
Si (s;,t;],4=1,...,k, son intervalos disjuntos dos a dos, entonces las variables aleatorias
(Ny, = Ng,), i =1,...,k, son independientes.

i

Existencia. Las propiedades i-iii se refieren a las distribuciones finito-dimensionales del
proceso. No estamos probando que existe un proceso que satisfaga esas condiciones.

Como los incrementos son estacionarios, el nimero de llegadas en cualquier intervalo (s, ¢]
tiene distribucién Poisson(A(t — s)).

81



Ejemplo Los mails llegan a una computadora de acuerdo a un proceso de Poisson de
intensidad A\ = 2 mensajes/minuto. Sea N; = ntimero de mensajes entre 0 y t.

a) ;Cudl es la probabilidad de que no se reciba ningiin mensaje entre las 12 y las 12:037
N3 ~ Poisson(2-3) =Poisson(6). P(N3 = 0) = e¢~® = 0,002.

b) {Cudl es la probabilidad de que no se reciba ningin mensaje entre las 13:30 hs y las
13:33 hs? Misma respuesta que en (a).

Tiempos entre llegadas Sean Y;,Y5, ... los tiempos de llegadas de eventos en un
proceso de Poisson, definidos por

Y, :=min{t > 0: N; = n}. (35)
Cual es la probabilidad que Y7, la primera llegada, sea despues de t7
P(Y;>t)=P(N,=0)=¢™

Para los tiempos sucesivos, como vale {Y, < t} = {N; > n}, por la dualidad Gama-
Poisson, Lema 14, Y,, tiene distribucién Gama(n, \) para todo n.

Sea T; :=Y; — Y;_1, el tiempo transcurrido entre la (i — 1)ésima y la ¢ésima llegadas, con
la convencion Ty = 0. Asi, tenemos

Y,=T1+ - +T, ~ Gama(n,\). (36)

Como una variable de distribuciéon Gama(n, A) tiene la misma distribucién que la suma
de n iid Exponencial()), (36) sugiere fuertemente el siguiente lema que no sera probado.

Lema 55 Los tiempos entre llegadas de un proceso de Poisson Ty, T, ... son variables
aleatorias independientes con distribucion Exponencial()\).

11.3. El Proceso Binomial aproxima al Proceso de Poisson

Fijamos un A > 0 y consideramos una sucesién de procesos de Bernoulli, indexados
por ¢ > 0, (X!, n € N), cada uno consiste en variables iid Bernoulli(A\/¢). Es decir,
P(Xt=1)=p) =\/L.

Vamos a introducir una familia de procesos Binomiales indexados por ¢ donde los ensayos
ocurren a cada 1/ instantes y la probabilidad de éxito en cada ensayo es A\//(. Sea t real
positivo y defina el proceso (S¢,t € R*) por

St = Z Xt

n:(n/0)<t

el nimero de éxitos hasta el instante ¢. Son [(t] ensayos de Bernoulli independientes, cada
uno con probabilidad \/¢ de éxito. Sf es un proceso Binomial definido en la grilla N/¢.
El ntimero esperado de éxitos en el intervalo [0, 1] es

ES! = %[tﬁ] = At + O(1/0).

Vimos en (33)-(34) que para cada ¢, el proceso binomial S¢ tiene incrementos estacionarios
e independientes.
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Teorema 56 Cuando { — oo, las distribuciones finito-dimensionales de los procesos bi-
nomiales (Sf,t € RY) convergen a las distribuciones finito-dimensionales del proceso de
Poisson (N, t € RT).

Dem Veremos que el limite satisface i-iii de la definicién del Proceso de Poisson.

i) Las variables S¢ convergen en distribucién a variables Poisson(\),

—At k
1f£np(sf:k):%:f>(m:k), ke{0,1,...} (37)

por la aproximacién de la Binomial a la Poisson.

t=1,...,k, son intervalos temporales disjuntos dos a dos, entonces las variables aleatorias
(Sfi — Sfi), i=1,...,k, son independientes:

k
P(Sf =St =h;, i=1,... k) =[] P(S} - 8, =) (38)

i=1

Sacando limite en ¢, usando los incrementos estacionarios (33) y la convergencia a Poisson
(37) obtenemos

o o=Alti—si) g )
. ¢ _ ot _ g i _IT1¢ (At — s1))
Jlim P(S; =S =hi, i=1,....k) _H o (39)
= P(N,, —N, =hi, i=1,....,k) (40)
Es decir que el vector (Sf — S%, i =1,...,k) converge en distributién al vector (N, —

N, i=1,...,k). O

Convergencia de los tiempos entre llegadas

Sea V! := min{t > 0 : Sf = n} el tiempo de la nésima llegada en Sf. Como (Y, ~
geometrica(\/{),
) y , ke,
P(Y; > 1) = lim P(Y{ > (t) = lim (1 . Z) —e
—00

n—o0

Sea Tf := Y/ —Y}! | el tiempo entre la (i — 1)-ésima llegada y la i-ésima llegada del proceso
Binomial Sf, con la convencién Y, = 0.

Lema 57 Los tiempos entre llegadas (T} : i > 0) del proceso binomial Sf convergen en
distribucion a iid Exponencial(\).

Dem Si /t; es entero (si no es entero cometemos un error de orden 1/¢ que se va a cero)
vimos en el Lema 54 que

k
P(Tf =tii=1,....k) =][(0=x0""x/t

)
i=1
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que muestra que los T son independientes por el teorema de la factorizaciéon que vi-
mos anteriormente. Para obtener la distribucién marginal de T}, se suma sobre las otras

variables y se obtiene
P(T} = t;)) = (1= X/O)"7 A/t

De ahif obtenemos que T} tienen la misma distribucién que k variables independientes
geométricas de parametro A\/¢, divididas por ¢. Usando que las probabilidades puntuales
caracterizan las probabilidades acumuladas, obtenemos en particular la convergencia en
distribucién de los primeros k tiempos entre llegadas:

k
P(Ty>t;,1<i<k) = lim P(T > t;,1<i<k) = lim || P(T! > t,)

{—00 {—00 4
i=1

k
_ s _ lt; — —At;
= Zlggog(l 2/0) He . O

Distribucion de un niimero fijo de puntos Supongamos que hay una unica llegada
en [0,¢]. Cual es la distribucién del instante de esa llegada? Sea s € [0,¢] y calcule

4

P<5 -, P(S¢ =1)P(S! — 8¢ = 0)
. <

P(Sf =1)

— S

St = 1) _
Sabiendo que hay k llegadas en el intervalo [0, ], cual es la distribucién de los instantes
de llegada?

Teorema FEn un proceso de Poisson
P<{}/177Yk} GB‘Nt:k):P<{U17JUk} EB)

donde Uy, . .., Uy son variables aleatorias independientes Uniforme|0, t].

Construcciones del proceso de Poisson
1. Exponenciales independientes

Sean T7,T5, ... variables aleatorias exponenciales independientes de parametro A.
Lema 58 N;:=méax{n: T +---+ T, <t} es un proceso de Poisson de parametro \.

Guion de la demostracion Por la dualidad Gama-Poisson del Lema 14, sabemos que
N, tiene distribucién Poisson(At). Para probar que los incrementos son independientes y
estacionarios, hay que usar la propiedad de pérdida de memoria de la exponencial. O

2. Numero Poisson, distribucién uniforme Fije 7' > 0. Elija un niimero aleatorio de
puntos con distribucién Nr ~ Poisson(AT"). Distribuya ese nimero de puntos como iid
uniformemente distribuidos en el intervalo (0,7"). Llamelos Uy, ..., Uy,.. Defina:

Nt

N, :zZl{i:Uigt}

=1

el nimero de puntos que cayeron a la izquierda de .
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Lema 59 FEl proceso (N; : 0 <t <T) asi construido es un proceso de Poisson en [0,T].

3. Extension a dimensiones mayores
Sea [(B) la medida de Lebesgue del Boreliano B.

Un proceso de Poisson de intensidad A en R? es un subconjunto aleatorio S de R? cuya
distribucién satisface

1. |S N B| ~ Poisson(Al(B)), si B es un Boreliano.

2. 1SN Byl,...,|SN B,| son independientes si los B; son Borelianos disjuntos dos a dos.
La construccién 2 se puede extender a R%. Sea A > 0 y considere

e Una particién J de R? cuyos elementos son Borelianos acotados.

e Una familia (Y4 : A € J), donde Yy son iid con Y4 ~ Poisson(A(A)).

e Una familia de sucesiones independientes ((Ua;,7 > 1),A € J), donde (Ua; : j > 1)
son iid con distribucién uniforme en A.

e Defina el proceso de Poisson como el conjunto aleatorio dado por
def .
SE U Uasy = U U5 <va) (41)
AT j<Yyu AeJ

El objeto aleatorio asi definido se llama Proceso de Poisson de intensidad .

12. Cadenas de Markov

12.1. Definicion

Vamos a considerar procesos estocasticos a tiempo discreto X, X, ..., asumiendo valores
en un conjunto S finito o numerable llamado espacio de estados. El sub-indice se interpreta
como tiempo. Si X,, = x, diremos que el proceso se encuentra en el estado = en el
mnstante n.

En una cadena de Markov cuando el proceso esta en el estado x en el instante n, tiene
probabilidad Q(z,y) de ir al estado y en el instante n + 1, independientemente de la
trayectoria que hizo para llegar a x:

PXpm1 =yl Xp =2, Xoo1 =20 1,...,X0=10) = Q(z,y).

Los valores Q(z,y) son llamados probabilidades de transicion y conforman una matriz
de transicién @ = (Q(z,y) : =,y € ). Esta matriz tiene entradas no negativas y la
suma de cada fila vale 1:

> Qa,y) =1

yeSs

La matriz de transicion es un conjunto de parametros que caracterizan la cadena de
Markov.
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Cadena de Markov con dos estados. Si hoy llueve, la probabilidad que llueva manana
es 0,8 y si hoy no llueve, esta probabilidad es 0,1. El espacio de estados es S = {0,1}. Si
interpretamos 1 cuando llueve y 0 cuando no llueve, la matriz de transicion es

0,9 0,1
©= ( 0,2 0,8 ) (42)
Q(0,0) = 0,1, Q(0,1) =0,9, Q(1,0) = 0,2, Q(1,1) = 0,8,

12.2. Construccion

Sea Uy, Uy, ... una sucesién de variables Uniformes|0, 1] independientes. Defina Xy =z €
{0,1} e, iterativamente,
Xn+1 = F(Xn7 Un—i—l) (43)

donde F(0,u) = 1{u > 0,9} y F(1,u) = I{u > 0,2}.

Verifique que el proceso asi obtenido es una cadena de Markov con matriz de transi-
cién (42).

Definicién constructiva de cadenas de Markov

Sea () una matriz de transicion en un espacio de estados S. Para cada x € S definimos
una particién J, = (J(z,y),y € S) del intervalo [0, 1], de tal manera que

|[J(z, )] = Q(z,y)
Defina F': S x [0,1] — S por

F(z,u) = Zyl{u € J(x,y)}

yes

Fije un estado x y defina un proceso estocastico X,,, n > 0 por Xy = x e iterativamente,
Xn+1 = F(Xn7 UnJrl) (44)
El proceso asi definido es Markov con matriz de transicién (). En efecto,

P(Xn+1 - y|Xn =, anl =Tn—-1y--- 7X0 = LE'())
= P(F(ZL‘, Un+1) = y|F($n_1, Un) =T,... ,F(ZL’U, U1) = SL’1,X0 = 1‘0))

Como los Uy son independientes, esa expresion es igual a

= P(F(2,Un41) =y) = P(Un+1 € J(z,9)) = |J(z,y)| = Q(z,y).

12.3. Matriz de transicién y distribucion en el instante n

La matriz de transicion sirve para calcular las probabilidades de transicion a méas de un
paso:

P(X, =y|Xo=1)=Q"(z,y) (45)
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Probemos esto para n = 2:

P(Xy =ylXo=2) =) P(Xo =y, X = 2| Xy = 2)
=Y P(Xy =y|X; = 2, Xy = 2) P(X; = 2| X, = 2)

(por las propiedades de probabilidad condicional)

=Y P(Xy=y|X) = 2)P(X; = 2| X, = x)

(por la propiedad de Markov)

= Z Q(z,2)Q(z,y) = Q*(z,y)

Para n general procedemos por inducciéon. Asuma (45) y calcule

P(Xp1 =y|Xo=2) =Y _ P(Xnp =y, X, = 2[Xo = x)

que por el mismo calculo que antes es igual a

= > Q"(@.2)Q=y) = Q" (&)

Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

Q" (w,y) =Y Q" (x,2)Q"(z,y), 0<k<n.

Demostracién Por la féormula (45),

Qm-m(x: y) = P(Xoym = y|Xo = 7)
(46)

Usando la particién {{X,, = z}, z}, por probabilidad total,
= P(Xpim =y, Xn = 2| X0 = 1)
=Y P(Xppm =yl Xy = 2, X0 = 1) P(X,, = 2| Xy = x)

donde de nuevo usamos propiedades de probabilidad condicional,

= P(Xppm =yl X, = 2)P(X,, = 2[Xo = 1)

donde usamos la propiedad de Markov. Pero usando la férmula (45), eso es igual a

— 3 Q@ )Q (=) O

Urna de Ehrenfest [4] Considere N bolillas distribuidas en dos urnas. Una bolilla es
elegida al azar y es cambiada de urna. Este modelo representa el comportamiento de un

87



gas que tiene N moléculas ocupando dos containers. Cual es la cadena de Markov que
describe esta evolucién temporal?

El espacio de estados es S = {0, 1, ..., N} que describe el niimero de bolillas en la primera
urna. Si en un momento hay £ bolillas en la primera urna, las transiciones posibles son
para k — 1 (si k > 0) o para k+ 1 (si k < N) y las probabilidades de transicién son

Qb1 =% Qukry=""F

Q(z,y) =0, si |z —y|> 1.

Si la primera urna tiene 4 bolillas y la segunda tiene 6, cual es la probabilidad que después
de dos pasos haya 4 bolillas en la primera y 6 en la segunda?

6xXx5+4x7
100

Y cual es la probabilidad que despues de tres pasos haya 5 bolillas en cada urna? Hay que
calcular Q3(4,5) que es igual a

Q4,5)Q(5,6)Q(6,5) + Q(4,5)Q(5,4)Q(4,5) + Q(4,3)Q(3,4)Q(4,5)

Q2(47 4) = Q<47 5)@(57 4) + Q(4> 3)@(37 4) =

12.4. Medidas invariantes

Considere una cadena de Markov en un espacio finito con matriz de transicién () para
la cual existe un k > 0 tal que Q*(x,y) > 0 para todo par de estados z,y. Suponga que
existen los limites siguientes

lim Q" (z,y) =: 7(y), para todo par de estados x,y

Si esto ocurre, decimos que la cadena olvida el valor inicial y que la distribucion de X,
converge a m (convergencia en distribucién) para cualquier estado inicial. Si escribimos

Q"M (x,y) = > Q"(x,2)Q(z,y),

sacando limite en ambos miembros,

m(y) = Z (2)Q(z,y) para todo y

z

Estas son las ecuaciones de balance. Ademés, como Zy Q"(z,y) = 1, para todon,z y
la suma es finita, tendremos que 7 es una probabilidad:

> wly) =1

Es decir que la probabilidad 7 es un autovector a la izquierda de () con autovalor 1:
m() = 7. Una probabilidad 7 que satisface las ecuaciones de balance es llamada medida
invariante. En particular,

> w(@)P(Xy = y|Xo = ) = 7(y).
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Es decir que si el estado inicial es aleatorio y con distribucién 7, entonces la distribucion
de la cadena en el instante 1 es también 7. En general, para todo n, 7Q" =

> w(@)P(X, = y|Xo = z) = 7(y)

T

O sea: si la distribucién de X es m, entonces la distribucion de X, es 7 para todo n > 0.

Ejemplo: lluvia. Las ecuaciones de balance son

7(0) =0,97(0) +0,27(1),
7(1) =0,17(0) + 0,8 (1)
7(0)+7(l) =1

Substituyendo las identidades 7(0) = 7(0)(0,1 +0,9) y 7(1) = 7(1)(0,2 + 0,8) en los
primeros términos, obtenemos que las ecuaciones de balance son equivalentes a

0,17(0) = 0,27(1); 7(0)+7(l) =1
cuya solucién es

0,2 2 0,1 1

O:—:— 1:—:—
m(0) 02+01 3 m(1) 02402 3

Ejemplo: urna de Ehrenfest. Las ecuaciones de balance para 0 < k < N son:

k1 N—k+1
ﬂ(k)zw(k—l—l)%%—ﬂ(k—l)TjL, 0<k<N;

cuya solucién es:
N\ 1\~
k) = =
w0 = (7))

Teorema de existencia y unicidad de la medida invariante Si el espacio de estados
es finito y alguna potencia k de la matriz de transicion tiene todas las entradas positivas,
entonces la medida invariante existe y es iinica.

Este teorema es un caso particular del teorema de Perron-Frobenius del Algebra. Daremos
una demostracién probabilistica basada en la ley de grandes ntimeros.

12.5. Ley de grandes nuimeros para cadenas de Markov

Medidas empiricas

Fijamos el estado inicial Xy = z y definimos

n

Nu(z,y) ==Y HX; =y},

=1
el nimero de visitas a y de la cadena empezando con Xy = x y la distribucion empirica
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Son variables aleatorias que indican la proporcion de visitas al estado y hasta el instante
n para la cadena que empieza en x. Para cada z y n ﬁjAos Qn(z,-) es una probabilidad
aleatoria: >, Qn(x,y) = 1. Calculemos la esperanza de )

A

EQu ZE X, =y} Xo =) Z@J z,y) (47)

Defina el instante de la primera vuelta a t por
7(y) :==min{n > 1: X! =y}
donde XY es la cadena con estado inicial X§ = y.
Teorema 60 Sea X,, una cadena de Markov en un espacio de estados finito con matriz

de transicion Q. Asuma que existe k > 0 tal que Q*(x,y) > 0 para todo par de estados
x,y. Entonces para cada y,

A 1
lim@,(x,y) = , C.S. 48
Qo) = (13)
que no depende de xz. Definiendo w(y) := 1/ET(y), tenemos que w es la unica medida

mvariante para la cadena.

Dem
Defina el instante de la j-ésima visita a y por Tj(x,y) = min{k > 1 : Ny(z,y) = j}. Asi,

Ny(z,y) =37 siysélosi Tj(z,y) <n<Tja(x,y). (49)

donde 7;(y) son iid con la misma distribucién que 7(y) = T (y, y).

Como por hipotesis, a cada k pasos la cadena tiene por lo menos probabilidad p :=
min, , Q*(z,y) > 0 de visitar y,

P(Ty(z,y) > kn) < (1 —p)". (51)

Por lo tanto, 7;(y) tienen media y varianza finitas. Por la ley fuerte de grandes ntmeros
tenemos

Tj(% Y)

lim = E7(y), c.s. (52)
j—00 i
Usando (49) cuando N,, = j, tenemos
j Nn(z,y) J

Por otro lado N, (x,y) — oo, caso contrario habria un 7;(y) = oo, pero esto no puede ser
por (51). Por lo tanto, sacando limites en (53), y recordando que 7(y) = 1/E7(y),

Nn(z, )
7(y) < liminf Nalz,y) < lim sup

n n n

Nz, y) < 7(y).
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Esto demuestra (48).

Por el teorema de convergencia acotada, si el limite c.s. existe, entonces también existe el
limite de las esperanzas:

lim £Q, (x.) = (y) (54)
y usando

que demostraremos mas abajo, tenemos que el limite 7 satisface las ecuaciones de balance.

Unicidad. Supongamos que exista otra medida invariante 7’ que satisface las ecuaciones
de balance ©'Q) = 7’. Entonces,

wy) = 3w ) 3 QM) e 3w () = (),
usando (47) y (54). O

Demostracion de (55)

EQuir(ey) = —— Z@ﬂw D)+ — QL)

1
:n—i—anXZ:QJ ,2)Q(2 y)—i—n—HQ(aﬁ,y)

De donde

EQui(x.y) ZEQn 7,2)Q(z,y) + O(1/n)

Uso de simulaciones para estimar m Una forma de estimar 7 es simular la cadena
de Markov por un intervalo de tiempo de tamano n “grande” y usar las distribuciones
empiricas

n

Qn(z,y) = % > X =y}

k=1

como aproximacién de m(y). Hay una teorfa que permite calcular los errores al hacer esta
aproximacion.

12.6. Aplicaciéon. Algoritmo PageRank

Recomiendo leer el articulo de Wikipedia PageRank.

Consideramos un grafo orientado G = (V, E), donde V' = es un conjunto finito de vertices y
E C{(z,y) : z,y € V) es un conjunto de aristas orientadas. Vértices representan paginas
web. Una arista orientada (z,y) indica que en la pagina x hay un link a la pagina y.
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Queremos ranquear los vértices usando solamente la estructura del grafo. Una primera
idea es usar el numero de aristas que llegan a un vértice y € V' y proponer el ranqueador

Rily) =Y ale,y)

zeV

donde a(z,y) = 1{(z,y) € E} vale 1 cuando hay una arista que va de = a y. Pero esto le
da mucho peso a los vértices que emanan muchas aristas. Para compensar, definimos el
nimero de aristas que salen del vértice x por

a(z) = alz,y)

Y

y dividiendo por este niimero obtenemos el segundo ranqueador:

Raly) = 3 A0t

zeV CL(CC)

pero asi todos los vértices que tienen el mismo niimero de aristas salientes envian el mismo
peso, independientemente de las aristas entrantes. Mejor seria que cada vértice enviara
un peso proporcional a su importancia, medida por las aristas que entran. Esto sugiere
un tercer ranqueador:

,Y)

Raly) = 3 Rale) 0

X
zeV (

O sea que Rj3 es la solucién de un sistema de |V| ecuaciones, una para cada vértice del
grafo. Usando la notacion

T="R;,  Qzy)= lr.y)

el tercer ranqueador satisface 7(y) = > ., 7(x) Q(z,y), las ecuaciones de balance para
una cadena de Markov que se describe asi:

“Cuando la cadena se encuentra en el vértice x, elige al azar, uniformemente, una de las
flechas que salen de z y salta al extremo y de esa flecha”

Esta cadena no satisface la condicién Q* > 0 para algin k porque hay muchas paginas
que no tienen links salientes. Por eso se propone una nueva matriz
P:=dQ+ (1 —4d) ! I
' V]

donde d € [0,1] y I es una matriz de la misma dimensién de ) cuyas entradas son todas 1.
Esta cadena opera asi: “cuando esta en el estado x, con probabilidad d elige una flecha
de las salientes con la matriz ), con probabilidad (1 — d) elige un vértice al azar en toda
la web”. La idea es que cada navegante al cabo de un tiempo deja de clicar links y se va o
elige una pagina al azar en la red. El nimero de clicks que hace antes de saltar a un link
aleatorio en la red es una variable aleatoria geométrica con pardmetro (1—d). Si d = 0,85,
el nimero medio de clicks antes de aburrirse sera 1/0,15 = 6,66. El pardmetro d se llama
damping factor, o factor de amortiguamiento. El ranqueador sera la solucién de

B a(x,y) 1
Raly) = 3 Rate) (5 + (= ) (56)
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Mathematical PaaeRanks for a simple network, expressed &2

Figura 7: Medida invariante correspondiente a la matriz P con d = 0,85. Fuente PageRank
de Wikipedia. Mathematical PageRanks for a simple network, expressed as percentages.
(Google uses a logarithmic scale.) Page C has a higher PageRank than Page E, even
though there are fewer links to C; the one link to C comes from an important page and
hence is of high value. If web surfers who start on a random page have an 85 % likelihood of
choosing a random link from the page they are currently visiting, and a 15 % likelihood of
jumping to a page chosen at random from the entire web, they will reach Page E 8.1 % of
the time. (The 15 % likelihood of jumping to an arbitrary page corresponds to a damping
factor of 85 %.) Without damping, all web surfers would eventually end up on Pages A,
B, or C, and all other pages would have PageRank zero. In the presence of damping, Page
A effectively links to all pages in the web, even though it has no outgoing links of its own.

Vemos en http://news.netcraft.com/archives/category/web-server-survey/, que en octu-
bre de 2015 hay mas de 800 millones de paginas en la web. Con ese ntimero de estados,
el calculo de la medida invariante en forma exacta es fisicamente imposible por el mo-
mento. La matriz estd sea casi toda constituida de ceros porque cada pagina tiene links a
unas pocas decenas o centenas de otras paginas. Cada fila de la matriz tiene tamano 800
millones pero sélo unas pocas entradas son positivas.

Para estimar la medida invariante 7 para la matriz P se usa la ley de grandes ntimeros
para cadenas de Markov, Teorema 60, que podemos hacer porque P! > dI. Se envia un
robot que circula por los vértices de acuerdo a una cadena de Markov X, con matriz de
transiciéon P por n pasos y se estima 7(y) con la medida empirica temporal

. 1
k=1

o simplemente se usa P, como ranqueador.

Otra posibilidad, que no discutiremos aqui, es estimar la medida invariante m para P
por una fila cualquiera de P™ para n relativamente grande. Parece que n = 50 funciona
bastante bien.

13. Estadistica

Noticias de los diarios Una semana antes del balotaje del 22 de noviembre de 2015.
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1. Un estudio de Poliarquia Consultores para La Nacién pronostica que, si la segunda
vuelta entre Mauricio Macri y Daniel Scioli fuera hoy, el primero se impondria con méas
del 48 % de los votos.

Mientras que Macri tiene una intencién de voto de 48,7 %, el candidato del Frente para
la Victoria alcanzaria el 40,2 %. El margen de error de la encuesta es de 3,5 puntos con
un nivel de confianza de 95 %.

Hay que destacar que este sondeo se hizo por teléfono a 800 personas en centros urbanos
de mas de diez mil habitantes y, aun sobre esa poblacion, el nimero de indecisos es
importante. El 6,4 % de las personas encuestadas dijo no saber todavia a quién votard el
domingo 22. Asimismo el voto en blanco se elevarfa al 4,7 %.

2. Segun una encuesta de Hugo Haime y asociados realizada entre el 4 y el 7 de noviembre
Mauricio Macri aventaja a Scioli por s6lo 3,8 puntos. A once dias del balotaje, el candidato
de Cambiemos cuenta con un 44,2 por ciento, mientras que el del Frente para la Victoria
alcanza el 40,4 por ciento.

3. El candidato de Cambiemos tiene una intencién de voto de 51,8 % y el del Frente para
la Victoria de 43,6 %, segin una encuesta de la consultora Management & Fit exclusiva
para Clarin, realizada en todo el pais entre el 1 y el 5 de noviembre. A su vez, un 4,5%
asegura que impugnard el sufragio o votara en blanco. En el estudio, que muestra una
distancia de 8,2 puntos entre los dos adversarios, se realizé una proyeccion del voto del
10,9% de los encuestados que atin se muestra como indeciso respecto a lo que hara el 22
de noviembre.

Comentario. Los resultados del Balotaje fueron Macri 51,4 %, Scioli 48,6 %, con 2,8
puntos porcentuales de diferencia. Estos porcentajes suman 100, es decir que se sacaron
respecto de los llamados votos “afirmativos”, excluyendo los votos en blanco y nulos. Para
compararlos con los anteriores habria que calcular los porcentajes de los votos afirmativos
de las encuestadoras.

13.1. Estimacion puntual

Esta Seccién estd basada en las notas de Ana Bianco y Elena Martinez [2]. Para obtener
una estimacién de la proporcién de p de votantes por un candidato antes de una eleccion
se realiza una encuesta. La encuesta consiste en tomar una muestra de electores (aleatoria
en el sentido que cada posible elector tiene la misma probabilidad de entrar en la muestra)
y estimar p por la proporcién muestral p.

Ese procedimiento se basa en un modelo: se considera una variable aleatoria X Bernoulli
con parametro p y una muestra aleatoria Xy, ..., X,, variables aleatorias independientes
con la misma distribuciéon de X. En este caso X; = 1 si el i-ésimo elector de la muestra
vota por el candidato, caso contrario es 0.

La proporcién muestral es la variable aleatoria

_X1_|_..._|_Xn

que serd llamado estimador de p. Tiene sentido porque p,(X) — p a.s.

Después de realizada la muestra tenemos valores z = (z1,...,x,) y una estimativa p(x).
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El error cometido al estimar p por p,(X) es

[Pn(X) — p

que también es aleatorio. Conociendo la distribucién del error, podremos hacer afirmacio-
nes sobre la bondad de nuestra estimacion.

Parametros Asi como la Bernoulli depende del pardmetro p, otras distribuciones de
probabilidad dependen de cierto nimero de parametros. Por ejemplo: Poisson depende de
A, Normal depende de p y 02, Binomial depende de n y p, etc. Llamaremos © el espacio
de parametros y 0 € © un parametro, que puede ser un vector, como en el caso de la
Normal 6 = (p, 0?).

Muestras Denotamos X := (Xy,..., X,) una muestra aleatoria de una variable alea-
toria X. Cualquier funcién de la muestra es una variable aleatoria. Por ejemplo: X, |
max(Xy, ..., X,), etc.

Los valores observados (1, ..., z,) seran denotados con mindsculas.
Estimacion puntual paramétrica
Sea X = Xy, 0 € © una familia de variables aleatorias con distribucion Xy ~ Fjy.

Usaremos la notacién

Eyg(X) (57)

para denotar la esperanza de g(Xi,...,X,) cuando X es una muestra de Xy la variable
con distribucién Fjp.

Un estimador puntual de # es una funcion de la muestra de X que se denota
0 =6(X)

Cuando el experimento es realizado, la muestra observada se denota con mintsculas z y
0(z) se llama estimativa.

Ejemplo: Para estudiar si un dado estda bien equilibrado, se arroja el dado 100 ve-
ces obteniéndose 21 ases. ;Qué valor podria utilizarse, en base a esa informacién, como
estimacion de la probabilidad de as?

En este caso, si llamamos p a la probabilidad que queremos estimar, usamos la proporcion
muestral p = 0,21 como estimativa.

Métodos de estimacién puntual

Método de momentos: Se buscan los valores de los parametros que permiten igualar
los momentos muestrales a los momentos poblacionales.

Sea X = Xy una variable aleatoria con distribucién Fy, 6 € ©.

Sea EX} el momento de orden k de X. Es una funcién de 6 que llamamos g;:
EXg = gi(0)

Sea X = (Xi,...,X,) una muestra de X.

Definimos el momento muestral de orden & por:

i X}

n
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Cuando la muestra observada es (x1, ..., x,), los momentos observados de orden k son

D T
n
Suponga que 6 = (04, ...,60,,). Es decir © = R™.

~

Defina 6 = (04, ..., 60,,) los parametros que se obtienen al igualar los m primeros momentos
muestrales a los momentos poblacionales correspondientes. Mas precisamente, 64, ..., 0,
es la solucion de las ecuaciones

no_k
gk(el,...,em):M, k=1.....m.

n
(ﬁl, ..., 0p) son incégnitas y (z1,...,x,) son datos. Es decir que 0, = éi(asl, cey ) =
0;(z) es una funcién de la muestra observada.

Substituyendo z por X = (Xi,...,X,), tenemos las variables aleatérias éz(i ) que se
llaman estimadores de momentos de (0y,...,6,,).

Ejemplo 1. X ~ Exponencial(A). Un parametro, una ecuacién:

EX =X,
Como EX = 1/), la ecuacién queda
1 _
—=X,.
A
De donde A = 1/X,,.
Ejemplo 2. X ~ Gama(a, A). Dos parametros, dos ecuaciones:

EX = X,, px? = 2= X
n

2 «
Como EX = $ y FX 2 = sz T 5z, las ecuaciones quedan

Y_x,, o @ Y X?
A Az N2 n
De aqui se despejan A y a:
A X ) X2
A== &= w2 =
21':1 X’L _ X2 Zi:l X'L _ X2

Ejemplo 3. U ~ Uniforme[0, f]. Un parametro, una ecuacién:

EX =X,

como KX = g, la ecuacién queda

NGRS
|
§<\

Despejando 6 obtenemos 6 =2X,.
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Ejemplo 4. No siempre se puede usar el primer momento. Si X es Uniforme[—6, 6],
EX =0 no depende de 0, por eso hay que usar el segundo momento:

EX2 — Z?:l X22

n
2 2 .z
como EX? = % = %, la ecuacion queda
2 n 2
¢y X
3 n

Despejando 6, el estimador queda

Método de maxima verosimilitud: Fisher en 1920.

Hallar los valores de los parametros que maximizan la probabilidad de obtener la muestra
observada.

Ejemplo: Encuesta de intencion de voto de 20 personas. Queremos estimar la proba-
bilidad p de votar por un determinado candidato. X ~ Bernoulli(p). (z1,...,x,) son los
valores observados. La probabilidad de haber observado (zi,...,z,) es

P((Xla ce 7Xn) = (I’l, ... 7l‘n)) = Hpml(l _p>1—$i

Cual es el valor de p que maximiza esa probabilidad?

arg max [1:[19“(1 —p)] = arg méx [logpzi::ci +log(1 — p) Z(l - xi)]

7

Buscamos el punto critico derivando en p:
d 1 1
OIS PRI

de donde

Calculando la derivada segunda vemos que maximiza.

Definicién de estimador de maxima verosimilitud Sea X = X, una familia de
variables aleatorias con rango R con probabilidad puntual py(.) o densidad conjunta fy
que depende de parametros 6 € O, el espacio de parametros.

La funcién de verosimilitud L : © x R" — [0,1] estd definida para § € © y x =
(x1,...,2,) € R" por

po(x1) ... pg(x,) caso discreto
- fo(z1) ... fo(z,) caso continuo
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L(0, (x1,...,7,)) es la probabilidad de observar (ri,...,x,) cuando el pardmetro es 6.
Para cada elemento z € R™ definimos 6(z) como el argumento que maximiza L(0, z):

A~

6(z) = arg meéx L0, z);

usualmente hay apenas un argumento que maximiza L. Substituyendo x por las variables
X = (Xy,...,X,) obtenemos el estimador

~

0(X1,...,X,)

que es llamado estimador de mdxima verosimilitud. Usualmente se escribe L(f) en lugar
de L(0, z), subentendiendo la dependencia de z.

Ejemplos
1. (Xy,...,X,) ~ Exponencial())
L(A) = A Merttan)
log L(A) =nlog A — AN(zy + -+ -+ x)
Derivando en A e igualando a cero

dL n
E—X—F(Sﬁl-i-"'-i-l’n)—o
De donde

X:

s

Verifique que es un méaximo con la segunda derivada.
2. (X1,...,X,) ~ Normal(u, o?)

L(p,0) = ﬁ e><p<—2%‘2 Z(% - N)2>

Maximizarla equivale a maximizar los logaritmos. El resultado es:

> — 5)2'

7

[L =17, o=
n
3. (X1,...,Xy) ~ Uniforme(0, )
1 1
L(Q) = 6_” 1:[ [:BZE[O,@] = O[9<méxi x; + H_HIOEméxi z;

De donde § = MAax; T;
Propiedades de los estimadores

Dada una muestra (X1,. .., X,) de X ~ Fy y un estimador puntual (X), la diferencia

~

6(X)— 6
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es el error de estimacién. Este error es una variable aleatoria dado que es funcién de la
muestra. El sesgo de un estimador es su error medio:

Definicion: Un estimador é(ﬁ ) de 0 es insesgado si tiene sesgo nulo. Un estimador 0
de 6 es asintéticamente insesgado si

lim Eyf = 6
Ejemplos.
1. X ~ Bernoulli(p). La proporcién muestral p es un estimador insesgado de p:
E,p = p.

2. X ~ Normal(u, o). Es claro que fi = X es insesgado pero

52 =1 Z(XZ- — X)?

n

no es insesgado para o2 porque haciendo cuentas se obtiene

7020' = TU s

E

m

o0 sea que &2 es estimador asintéticamente insesgado de 0. Las mismas cuentas dicen que
S? es estimador insesgado de o2.

3. X ~Uniforme|0,6]. El estimador de momentos de @ es 2X. Es insesgado: FpX = 6. El
EMV de 6 es M = max; X;. No es insesgado:

EgM = /0 Py(M > z)dx = /6(1 — Py(M < z))dz

9 n nt1
B /0 (1_(§> )da: - 0_(n9—|—1)6” - nile

pero es asintoticamente insesgado.

Consistencia

Diremos que én(ﬁ ) es un estimador consistente de 6 si

0,(X) — 6, en probabilidad.

Ejemplo Si X tiene media y y varianza o2, entonces X,, es un estimador consistente de
u, por la ley de grandes numeros. Verifique que el estimador (X;+X,,)/2 no es consistente.

Lema 61 Si un estimador es asintéticamente insesgado y su varianza va a cero, entonces
es consistente.
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Dem: Inmediata si es insesgado, por Chevichev. En el caso general no lo haremos. O

Ejemplo X ~ Uniforme[0,6]. § = méx X; es asintoticamente insesgado. Ey(0) = 0.
La varianza del maximo de n uniformes es

n

02 5.
mrDmraz 0

V(max X;) =

1
Por lo tanto § = méx X, es consistente.
Lema 62 S? es un estimador consistente de la varianza poblacional.

Dem

1 - 1 — -
= g S0 = £ = o Y -2 4 )

- L (Y xrome ) - (Y X )
n—1 ’ n—1 n '

Como X,, — 1, (X,,)? — p%. Ademds, por la ley de grandes nimeros,

2

X:
Z L B2 X? = + 0%
n

Comon/(n—1) =1,

SZ sy 40 — it = o’ O

13.2. Intervalos de confianza

Vimos estimacion puntual de un parametro, y controlamos en algunos casos el error entre
el estimador y el pardmetro. Otro modo es reemplazar la estimacion puntual por un
intervalo de valores posibles para el parametro.

Ejemplo Si X ~ Normal(y,0?) con p desconocida y o2 conocida. Sabemos que X,, ~
Normal(p, 0?/n) y que

_Xu—n
~ a/vn

de donde, usando la tabla Normal, obtenemos

Z

~ Normal(0, 1),

X, —u

a/v/n

P(—1,96§ < 1,96) — 0,95

que equivale a
P(X—-1,90/vn<pu<X-—1,90/yn)=0,95 (58)
Es decir que la probabilidad que el intervalo aleatorio

I:=[X—-1,90/vn, X —1,960//n]
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contenga s es 0,95. Se trata de un intervalo de radio 1,96 0/\/n y centro aleatorio X. El
intervalo I es el intervalo de confianza para i de confianza 0,95.

La expresion (58) se puede interpretar asi: “en 95% de las muestras de tamano n, el
intervalo de radio 1,96 o/y/n centrado en la media muestral Z contiene a la media pobla-
cional u”.

En general, la relacién entre el radio del intervalo ¢, la confianza v y el tamano de la
muestra n esta dada por la siguiente féormula:

e=z0/Vn (59)

donde z, estd determinada por la férmula ®(z,) — ®(—z,) = v; ¢ es la acumulada de la
normal standard.

Definicién Sea X una variable aleatoria cuya distribuciéon depende de un parametro
0eRy X =(Xy,...,X,) una muestra de X. Si a y b son dos funciones de la muestra
tales que

Pla(X)<60<b(X))=1-aq, (60)

llamamos al intervalo [a(X), b(X)] el intervalo de confianza a nivel 1 — « para 6.

Observaciones: 1) El intervalo [a, b] es aleatorio ya que sus extremos son funciones de la
muestra. La expresién (60) debe leerse “La probabilidad de que el intervalo (a,b) contenga
al parametro # es 1 — a”.

2) Una vez observada la muestra, el intervalo es también “observado” y ya no tiene
sentido hablar de probabilidad, sino de “confianza” de que el intervalo contenga a 6.
Como (1—a)100 % de las muestras produciran intervalos que contienen a 6, esa es nuestra
confianza de que el intervalo observado sea uno de esos.

Intervalos de confianza asintético para p de la Bernoulli. Sea X Bernoulli(p) v p,
el estimador puntual de p. Queremos establecer la relacion entre el tamano de la muestra
n, el radio del intervalo dado por el error € y la confianza 1 — «, basados en la expresion

P(pp,—e<p<ppt+e)=1—-a
que equivale a
P(lp, —p|<e)=1—-«

Standarizando obtenemos la expresion equivalente

NIRRT —‘mm)

Por el teorema del limite central, aproximadamente

=1l—-a«a

P(\Z!< >%1—04

Vp(l=p)/Vn

para Z ~ Normal(0, 1). Aceptando la aproximacién como identidad, obtenemos la siguien-
te relacion: -
z= (61)
p(L=p)/v/n
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donde z = z(1_q)/2 satisface P(|Z| < z) = 1 — . Para usar la tabla, observe que P(|Z] <
z) =1 — « es equivalente a ¢(z) =1 — /2, con ¢ la acumulada de la Normal(0, 1).

Preguntas:

1) Dado el error € y el tamafio n de la muestra, cual es la confianza 1 — « del intervalo
obtenido?

2) Dado el error ¢ y la confianza 1 — a que deseamos, cual es el tamano n que debe tener
la muestra?

3) Dada la confianza 1 — a que deseamos que tenga el intervalo obtenido y el tamano n
de la muestra, cual es el error obtenido?

Respuestas: Use (61) y la desigualdad p(1 — p) < i para obtener:

1) Primero se obtiene z con la férmula

= i v

y de ahi 1 — e usando la tabla: P(Z < z) = (1 — «/2). El intervalo obtenido con este z
va a tener confianza (1 — «), por lo menos.

2) Tenemos 1 — a y € y despejamos n:

Obtenga z usando la tabla y use el menor n mayor o igual a 2 para garantizar un

2e2
intervalo de radio € con confianza 1 — «.

3) Ahora conocemos 1 — « y n y buscamos . Despeje en (61):

_avp(l-p) =z
N4D ~ 2vn
tomando el peor caso. Obtenemos z a partir de 1 — o como antes y el intervalo de radio

€ = 5= va a tener confianza por lo menos 1 — a.
N

Ejemplos. Encuesta balotage presidencial 2015

Poliarquia Consultores entrevisté n = 800 personas en centros urbanos de mas de diez
mil habitantes y obtuvo Macri p = 0,487, Scioli p = 0,402. Dice que el margen de error de
la encuesta es de 3,5 puntos con un nivel de confianza de 95 %. El intervalo de confianza
0.95 para la intencién de voto p para cada candidato es

[ﬁ_ €7ﬁ+ E]a

donde
V(1 —p) 1
e =196"———= <1,96
Vv 2v/800
Asi, pudimos verificar que el intervalo que propone Poliarquia es compatible con la teoria.
Esto asume que la muestra es realmente aleatoria.

. = 0,03464

Método del pivote para obtener intervalos de confianza:

102



Sea X = (Xi,...,X,) una muestra de X cuya distribucién depende de un pardmetro 6.
Supongamos que existe una funciéon 7'(X,0) (es decir, una funcién de la muestra y del
pardmetro) cuya distribucién no depende de # ni de ningtin otro pardmetro desconocido.
Entonces, para cada a > 0 existen dos valores a y b tales que

Pla<T(X,0)<b)=1—a.

A partir de esta expresion es posible obtener un intervalo de confianza para 0. T es llamado
pivote.

Ejemplo X Exponencial(\).
Xi+ -+ X, ~ Gama(n, \)
Como AX ~ Exponencial(1), se puede demostrar que
T=2XX;+ -+ X,) ~ X3,

Con eso se puede obtener un intervalo de confianza para A con la tabla de la x? con 2n
grados de libertad. De la tabla de la Chi cuadrado:

P(X%n,k% <T< X%n%) =1—-«

se despeja A para obtener el intervalo

2
ang Xnﬂ
P(2’12<)\< 2’2>:1—a

Ejemplo. Sea X Uniforme[0,0]. El EMV de 6 es § = méx X;. La distribucién de T' = /6
no depende de 6. De hecho, la distribucion de X;/6 es Uniforme[0, 1] y la distribucién de
T es la del méximo entre n Uniforme[0, 1]. La acumulada de T es

Fr(z) =2", x€]0,1]
Derivando obtenemos la densidad
fr(x) = nx"’ll[o,l], x € [0,1]
Usando T como pivote, tenemos
Pla<T<b)=1—-« (62)

obtenemos el siguiente intervalo de confianza 1 — a:

[méx X, maxX;
b 7 a

Como elegir a y b? Son soluciones de (62) para « fijo:

b
/ ne" tdr =1-—a,
a

que tiene infinitas soluciones. Podemos buscar a y b que minimicen la longitud promedio

del intervalo de confianza que es (E méx X;)[2 — 7]. Se obtiene b =1y a = v/a.
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13.3. Test de Hipotesis
En una isla hay dos tribus. Una de aborigenes amigables de altura media 170 cm y otra
de canibales de altura media 150 cm.

Al llegar a la isla un explorador encuentra 9 aborigenes y quiere que decidir si son ami-
gables o canibales.

La altura de los aborigenes es una variable aleatoria X, en cm. Asumimos X ~ Normal(y, 100).
Varianza conocida. p desconocida, o es 150 o 170. Necesitamos decidir entre una de las
dos hipotesis:

Hy : ;= 150, los aborigenes son canibales.
Hy : =170, los aborigenes son amigables.
Obtenemos una muestra aleatoria (x1,...,29) de X y calculamos su media muestral 7.

Regla de decisién: Decidimos que si £ > 160, se rechaza Hy y se desembarca en la isla.
En caso contrario, no se rechaza Hj y no se desembarca. Por el momento 160 es un valor
arbitrario.

Es decir testeamos la hipdtesis H con el criterio “si la media muestral esta arriba de 160,
la rechazamos; si no, la aceptamos”.

Regién de rechazo (RR) para 7 es el intervalo
RR = [160, ).

Por ejemplo, si observamos & = 162 que esta en la region de rechazo, rechazamos Hy. Si
en otra muestra observamos = 157, no rechazamos H,.

Podemos cometer dos errores:
Error de tipo 1: Rechazar Hy cuando Hj es verdadera.
Error de tipo 2: Aceptar Hy cuando H es falsa.

Observe la gravedad de cada uno de los errores. Es més serio el error de tipo 1 (desembarcar
cuando son canibales) que el de tipo 2 (retirarse cuando son amigables).

Calculo de la probabilidad del error 1

La media muestral tiene distribucion normal X ~ Normal(u, 100/9) y laregién de rechazo
para X es RR = [160, 00). Llamando « al error de tipo 1, tenemos

P(error tipo 1)

P(X > 160 | Hy verdadera)
P(X > 160 | u = 150)
P

«

X — 150 _ 160 — 150
10/3 =  10/3

‘ W= 150>
pero, como bajo u = 150, Z = (X — 150)/(10/3) ~ Normal(0, 1), tendremos
a=P(Z>3)=0,0013 (por la tabla Normal)

a es llamado nivel de significancia del test.
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Qué quiere decir a = 0,00137 Que de cada 10000 muestras que provienen de una poblacién
con Hy verdadera (es decir con p = 150), rechazaremos (equivocadamente) Hy en 13 de
los tests.

De 10000 expediciones a esa isla que observan una muestra de 9 canibales (pero sin saber
que son canibales), habra 13 que desembarcaran (y seran comidos por los canibales).

Por el momento no estamos considerando las expediciones que observan muestras de
nativos amigables.

Definicién Dadas dos hipdtesis Hy y H; relativas a parametros de la distribucion de una
variable aleatoria X, un test es una regla de decisién basada en un estadistico de una
muestra de X y en una region de rechazo para ese estadistico. Si el estadistico observado
pertenece a la region de rechazo, entonces se rechaza la hipdtesis nula Hy.

En el ejemplo anterior el estadistico era X y la regién de rechazo el intervalo [160, 00).
La region de rechazo se puede fijar en funcién del error o que estamos dispuestos a cometer.
La regla de decision es aleatoria, porque depende del valor del estadistico.

Podemos equivocarnos. Por ejemplo podemos rechazar Hy atin siendo p = 150.

Es imposible construir tests en los cudles estemos absolutamente seguros de tomar la
decision correcta

Tipos de error:

Tipo 1: Se rechaza H, cuando H, es cierta

Tipo 2: No se rechaza Hy cuando Hj no es cierta
a = P( error tipo 1) Nivel de significancia.

f = P( error tipo 2)

. Como se elige la regién de rechazo?

Usualmente se elige el valor a y se calcula la regién de rechazo que tiene probabilidad de
error tipo 1 igual a a. En el ejemplo, para a = 0,05, buscamos z tal que ¢(z) =1 — 0,05

y rechazamos H si )(16/1?5:0 > z que corresponde a z = 1,64 y

1
7> 150 + 1,6430 =150 4+ 5,4 = 154, 4

Para a = 0,05 rechazamos si & > 154, 4.

Eleccion de estadisticos En el test precedente podriamos haber usado directamente
el estadistico

T X —150
10/3
y la regién de rechazo para T
RC = [1,64,0)

P-valor Otra manera de hacer el test es considerar un estadistico llamado P-valor. Si
estamos considerando el estadistico 1"y observamos t,s, €l P-valor es el a0 correspondiente
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a la region de rechazo para T’ cuyo extremo es t,,s. En particular, para el ejemplo anterior
con el estadistico T' = X, si se la muestra observada es zy,...,x, y la media muestral
observada es T = Z,,s = 156, el P-valor es

P-valor(xy,...,xz,) = P(X > 7| Hy)
— P(X > 156 = 150) = P(Z > 1,8) = 0,0359.

(por la tabla) Esto quiere decir que si hacemos un test con o < 0,0359, no podremos
rechazar Hy.

Se rechaza a nivel a cuando P-valor(zy, ..., z,) < a.

Substituyendo (z1,...,x,) por (Xi,...,X,), obtenemos el estadistico
P-valor(Xy,..., X,,)
El P-valor es una funcién de la muestra, por lo tanto es un estadistico.

Para rechazar H,, el P-valor observado tiene que ser menor que el a deseado. O sea, la
regién de rechazo para el P-valor es [0, af.

Error tipo 2

Supongamos que en nuestro ejemplo, observamos una altura media 154 en la muestra de
tamano 9 y trabajamos con el test de nivel 0,05. En este caso,

7 =154 < 154,4
que estd fuera de la regién de rechazo [154,4, 00). Por lo tanto no rechazamos H.

Podriamos estar cometiendo un error de tipo 2. Por ejemplo, si los aborigenes observados
no son canibales y tienen altura media 160, ;cudl es la probabilidad de cometer un error
tipo II7?

P(error tipo 2) = P(aceptar Hy | H; verdadera, con pu = 160)
(X < 154,4| H, verdadera, con y = 160)

’u - 160)

X —160 154,4 — 160
(Z < —1,68) =1 —0,9535 = 0,0465,

P
P <

10/3 10/3
P

usando la tabla. El error de tipo 2 es una funcién del valor alternativo de H; y de la
regién de rechazo. En este caso 5(160) = 0,0465.

Analogia con el sistema de justicia

Una persona es acusada de un crimen. La hipétesis nula es que la persona es inocente. La
hipétesis alternativa es que el acusado es culpable.

El test de hipdtesis es un juicio con pruebas presentadas por las dos partes.

Una vez consideradas las presentaciones de la acusacién y la defensa, el jurado toma la
decision de “culpable” o “no culpable”.

Nunca declara inocente al acusado, a lo sumo concluye que las pruebas presentadas no
son suficientes para declararlo culpable.

El objetivo del juicio es determinar si hay pruebas suficientes para declararlo culpable.
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El error de tipo 1 corresponde a declarar culpable a un inocente.
El error de tipo 2 es liberar a una persona culpable.

El error de tipo 1 es el més serio (“somos todos inocentes hasta que se demuestre lo
contrario”).

Se busca que la probabilidad de ese error sea muy chica.

En juicios criminales, lo usual es declarar culpable al acusado cuando hay poco espacio
para la duda.

Tipos de hipotesis

Las hipétesis alternativas pueden ser unilaterales o bilaterales. Las regiones de rechazo
dependen del tipo de test.

Ejemplo, el test para u de la normal con 02 conocida.
Hay tres posibles tests para u:

1) Ho: o = po, Hy: p < po; (contra menor)

2) Hy: i = po, Hy: p > po; (contra mayor)

3) Ho: jn = po, Hi: p # po; (bilateral)

Usamos el estadistico

Como bajo Hy, T~ Normal(0, 1), las regiones de rechazo a nivel « son, respectivamente:
1) RC = (—00, —2z4]

2) RC = [z4,0)

3) RC = (=00, —2za/2] U [2a/2,0)

donde z, satisface P(Z < z,) =1 — a.

Tests para la media cuando la varianza es desconocida: Supongamos ahora que
la varianza es desconocida y consideremos las mismas hipotesis sobre p:

1) Ho: = po, Hi: o < pp; (contra menor)

2) Hy: po = o, Hyi: > po; (contra mayor)

3) Ho: = po, Hy: p # po; (bilateral)

Estadistico: T = \/ﬁ%

Bajo u = po T ~ t,—1 (t de Student con n — 1 grados de libertad). .
Regiones de rechazo son:

1) RC = (—o0, —t,]

2) RC = [ty,0)

3) RC = (=00, —ta/2] U [tas2, 00)
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donde ¢, satisface P(T < z,) = 1 — «, que se encuentra en la tabla de la ¢ de Student.
Tests para la varianza cuando la media es desconocida: Las hipdtesis a testear son
1) Hy: 0? = 02, Hy: 0 < o2; (contra menor)

2) Hy: 0% = 02, Hy: 0% > 02; (contra mayor)

3) Ho: 02 = 02, Hy: 02 # o; (bilateral)

Estadistico: T = M

90

Bajo la hip6tesis Hy (6% = 03) el estadistico T ~ x2_; (Qui-cuadrado con n — 1 grados
de libertad).

Regiones de rechazo son:

1) RC = (—o0, —14]

2) RC' = [xi_a,0)

3) RC = (=00, Zap| U 2], 5, 00)

donde =, satisface P(x2_; < z,) = a. Esos valores se encuentran tabla de la x? con n—1
grados de libertad.

Ejemplo Se toman 25 determinaciones de la temperatura en cierto sector de un reactor,
obteniéndose

T =243°C'y s =2.8°C
Interesa saber, a nivel a = 0,05

a) si existe evidencia para decidir que la temperatura media en ese sector del reactor es
menor que 250°C" .

b) si existe evidencia para decidir que la varianza de la temperatura en ese sector del
reactor es mayor que (2°C)2.

a) Las hipdtesis a testear son H,: = 250 (6 p > 250) vs Hy: p < 250.

El estadistico del test sera T' = \/HX—:;@ y la region de rechazo para ese estadistico
sera (—OO7 —tn_170,05].

En nuestro caso, n = 25 y por lo tanto —t340,05 = —1,71. Como el valor observado de T'
es —12,5, se rechaza H,, es decir hay evidencia de que la temperatura media del reactor
es menor que 250°C.

b) Las hipétesis a testear son Hy: 02 =4 (6 0> <4 ) vs Hy: 02 > 4
El estadistico del test serd 7" = % y la regién de rechazo [x3_, ¢ g5, 00).

En nuestro caso, n = 25 y por lo tanto x3, 05 = 36,42. Como el valor observado de T
es 47,04, se rechaza Hy. Es decir, hay evidencia de que la varianza de la temperatura del
reactor es mayor que (2°C)2.

Tests de hipétesis de nivel aproximado (o asintético) « para la media de una
distribucién cualquiera: Queremos testear la media p asumiendo la varianza o2 finita
pero desconocida.
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Usaremos el estadistico 7' = \/ﬁX < que tiene distribucién asintética Normal(0,1) por
el TCL.

Se toma n “grande” y se trabaja como en el caso de X ~ Normal(yu, 0?). Las regiones de
rechazo son

1) RC = (—00, —24]

2) RC = [z4,0)

3) RC = (=00, —2a/2] U [2a/2,0)

donde z, satisface P(Z < z,) =1—«, Z ~ Normal(0, 1).

Test de hipdtesis asintético para p de la Bernoulli

Hay tres posibles tests para p:

1) Ho: p = po, H1: p < po; (contra menor)

2) Hy: p = po, Hi: p > po; (contra mayor)

3) Ho: p = po, Hy: p # po; (bilateral)

Usamos el estadistico

T — \/ﬁ&,
po(1 — po)

Como bajo Hy, T~ Normal(0, 1) asintoticamente (TCL), las regiones de rechazo a nivel

« son, respectivamente:

1) RC = (—o00, —24]

2) RC = [z4,0)

3) RC = (=00, —2a/2] U [24/2, 0)

donde z, satisface P(Z < z,) =1 — a.

Ejemplo del adivino Un adivino acierta el color de 850 de 1600 cartas puestas al dorso.
Queremos decidir si creemos que es adivino.

Sea p la probabilidad que el adivino acierte. Queremos testar

Hy: p=1/2 (es decir, no mejora el puro azar) contra Hy : p > 1/2 (tiene probabilidad
de adivinar mayor que 1/2).

Usando que bajo Hy el pardmetro es py = 1/2, el estadistico observado es

850

A 850 _ 1
fobn = Vil— et = V1600150, —2 = 25
po(1 — po) 2

que corresponde a un P-valor de 0,005 (por la tabla de la normal). Es decir que podemos
rechazar Hy para cualquier o > 0,005.

Si el adivino hubiese adivinado 825 cartas el estadistico seria
820

820 1
tobs = V1600480 —2 = 1,25

1
2
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Aqui el P-valor es 0,105 que nos deja en duda.

Relacion entre intervalos de confianza y tests bilaterales

Asumamos X ~ Normal(y, 0?). Sea Xi, ..., X,, una muestra aleatoria de X.
Sabemos que el intervalo de confianza para p de confianza 1 — a estd dado por

1C = [X—zi, X+zi
n

NIRRT

Supongamos que queremos testear las hipdtesis

Hy: p= po, Hy: op# o
Si o no pertenece al intervalo de confianza, sospechamos que Hj es falsa.

De hecho,
Pu(IC Z o) =1=PUC 3 po) =1-(1-a)=a

O sea que rechazar Hy si po no pertenece al intervalo de confianza (1 — ) nos da un test
de nivel de significancia a.

Tests no paramétricos Basado en notas del Curso de Estadistica del Instituto de Ma-
tematica y Estadistica de la Universidad de San Pablo.

Tests de adherencia Objetivo: Testear si un modelo probabilistico es adecuado para un
conjunto de datos observados.

Exemplo 1: Genética — Equilibrio de Hardy-Weinberg

Supongamos que consideramos los hijos de una pareja que tiene genotipos Aa el padre y
Aa la madre.

El modelo tedrico dice que las probabilidades de los genotipos de los hijos son:

Tipo AA | Aa | aa
Probabilidad | 1/4 | 1/2 | 1/4

Hay 3 categorias: AA, Aa, aa

En una poblacion se estudian 100 descendientes de una pareja con esos genotipos y se
observan

Genotipo AA | Aa | aa | Total
Frecuencia observada | 26 | 45 | 29 | 100

Objetivo: Verificar si el modelo genético propuesto es adecuado para esa poblacion.

Si el modelo es adecuado, las frecuencias esperadas de descendientes para cada genotipo
se calculan as:

Eaa =100 P(AA) = 1005 = 25
Eaq =100 P(Aa) = 1003 = 50
Eqq := 100 P(aa) = 1005 = 50

Tenemos una tabla para las frecuencias esperadas y observadas:
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Genotipo AA | Aa | aa | Total
Frecuencia observada O; | 26 | 45 | 29 | 100
Frecuencia esperada E; | 25 | 50 | 25 | 100

Podemos afirmar que los valores observados estan suficientemente cerca de los esperados,
de tal manera que el modelo de Hardy-Weinberg es adecuado a esta poblacién?

Test de Adherencia — Metodologia

Considere una tabla de frecuencias observadas de k > 2 categorias de resultados en n
observaciones:

Categorias 112 |...| k | Total
Frecuencia observada | O; | Oy | ... | O n
donde O; es el total de individuos observados en la categoria 7, i = 1,... k.

Sea p; la probabilidad asociada a la categoria i.

El objetivo es testear las hipotesis

Hy : p1 = Po1,--- Pk = Pok

H, : existe por lo menos una diferencia.

Aqui pg; es la probabilidad asociada al modelo que estamos testeando.

Si F; es el nimero esperado de individuos en la categoria ¢ cuando Hy es verdadera,
entonces

Ei:npoi, Zzl,,k'

La tabla de frecuencias observadas y esperadas es

Categorias 112 |...| k | Total
Frecuencia observada | O; | Oy | ... | O n
Frecuencia esperada | By | Fy | ... | B n

Definimos el estadistico

R

i

donde O = (Oy,...,0y) son funciones de la muestra aleatoria y por lo tanto variables
aleatorias.

Suponiendo que Hj es verdadera, ese estadistico tiene distribuciéon asintética Chi-cuadrado
con k — 1 grados de libertad. Sus probabilidades estan tabuladas.

Este resultado es valido grosso modo para n grande y para valores esperados E; > 5.
Basamos la regla de decision en el P-valor. En ese caso,
P(0) = P(X;-1(0) > xi_1(0)),
Si para « fijado obtenemos P(0) < «, rechazamos Hy, si no, no rechazamos.
En el ejemplo, las hipdtesis son:

Hy : el modelo de Hardy-Weinberg es adecuado a la situacién.
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H, : el modelo no es adecuado.

Equivalentemente,

Ho: po(AA) =1/4 , po(Aa) =1/2 e pp(aa) = 1/4

Hi: por lo menos una de las tres igualdades no se verifica.

La tabla presenta los valores observados y esperados calculados antes.

Genotipo AA | Aa | aa | Total
Frecuencia observada O; | 26 | 45 | 29 | 100
Frecuencia esperada F; | 25 | 50 | 25 | 100

Calculo del valor del estadistico del test (k = 3):
Xi_1(0) = 0,04 + 0,50 + 0,64 = 1,18
Usando la distribucion de qui-cuadrado con £ — 1 = 2 grados de libertad, el P-valor es
P = P(x5>1,18) = 0,5543

Conclusion: Para a = 0,05, como P = 0,5543 > 0,05, no rechazamos Hj, es decir que no
hay evidencia que la poblacién no siga el equilibrio de Hardy-Weinberg.

Tests de Independencia
Objetivo: Verificar si hay independencia entre dos variables.

Ejemplo: Queremos verificar si hay dependencia entre renta y nimero de hijos en las
familias de una ciudad.

Son elegidas 250 familias al azar y se obtiene la tabla siguiente:

Renta \ # de hijos | 0 | 1 | 2 | > 3| Total
menos de 2000 15127 150 | 43 | 135
2000 a 5000 25130 (12| 8 75
mas de 5000 8 (13| 9 | 10 40
Total 48 | 70| 71| 61 250

Los datos se refieren a dos variables aleatorias X e Y observadas en una muestra de
tamano n en forma de tabla

Test de independencia
Hy: X e Y son variables independientes.
Hy: X e Y no son independientes.

Cuantas observaciones deberia haber en cada celda de la tabla si X e Y fueran indepen-
dientes? Como en ese caso las probabilidades conjuntas deberfan ser iguales al producto
de las probabilidades marginales,

pij=P(X=1iY =j)=PX=0i)PY =),
el nimero esperado de observaciones en la celda 75 deberia ser

N ()
n

Lij = npij = np)pj) =
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bajo la hipdtesis de independencia. Estamos usando la notacion
n(.) := numero de observaciones de X = i.

n(j := numero de observaciones de Y = j.

n;; := nimero de observaciones de X =ieY = j.

El estadistico propuesto bajo la suposicion de independencia estéd dado por:

By — O0y)°
X?I(Q):Z—< o d
ij v

donde O;; = n;; representa el nimero total de observacoes en la celda (i, 7).

Bajo la hipétesis de independencia X?I(Q) tiene distribucion asintética Chi-cuadrado de ¢
grados de libertad.

q:=(f—=1)(c—1), f :=ntmero de filas; ¢ := nimero de columnas.
La regla de decision se basa en el P-valor
P(0) = P(x;(0) > x;(0))
Si para « fijo obtenemos p > «, rechazamos Hj, en caso contrario no podemos rechazar.
Continuacién del ejemplo: renta y nimero de hijos. n = 250.
Hj : renta y nimero de hijos son variables independientes.
H, : existe dependencia entre esas variables.

Valores esperados bajo independencia:

Renta \ # de hijos | 0 1 2 >3 | Total
menos de 2000 25.92 | 37.80 | 38.34 | 32.94 | 135
2000 a 5000 1440 | 21 |21.30 | 1830 | 75
mas de 5000 7.68 | 11.20 | 11.36 | 9.76 40
Total 48 70 71 61 250

Donde, por ejemplo:

1120 = 70 x 40
250
El estadistico chi-quadrado observado es
X;(0) = ...cuentas- - - = 36,62

Determinacién del nimero de grados de libertad:
Categorias de renta: f =3
Categorias de ntiimero de hijos: ¢ = 4
¢=(f—-1(=-1)=23=6
El P-valor observado es P(0) = P(x2 > 36,62) = 0,000 (por la tabla de la x2)

Como P = 0,000 < a = 0,05 (por ejemplo), rechazamos la independencia entre el nimero
de hijos y la renta familiar a nivel 0,05. (Y para muchos otros valores de o menores.)
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