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Estas son notas de las teéricas del curso de Ecuaciones Diferen-
ciales Ordinarias (2008). Por ahora estén bastante incompletas: no
cubren todos los temas vistos en clase, y algunas demostraciones
estan incompletas.



Capitulo 1

Existencia y Unicidad

1.1. El Teorema de Existencia y Unicidad

Sea 2 C R x R"™ un abierto y f : {2 — R una funcién continua. Conside-
ramos el problema de valores iniciales: encontrar una funcion y : (a,b) —
de clase C? siendo (a,b) un intervalo que contiene a tg, tal que

y(to) = wo
Para poder enunciar el teorema de existencia y unicidad de soluciéon para
este problema, necesitamos una definicion:

Definicién 1.1.1 Diremos que la funcion f(t,y) satisface una condicion
de Lipschitz con respecto a la variable y (en el abierto R x Q) si existe una
constante L tal que

|f(t7y1) - f(t7y2)‘ < L’yl - y2|Vt7vy17y2 €

Diremos que f(t,y) satisface localmente una condicion de Lipschitz en € si
para cada punto (to,yo) € Q existe un entorno U C Q del punto (to, yo) y una
constante L = L(U) tales que f satisface una condicion de Lipschitz cuando
la restringimos a U:

|f(t,on) — f(ty2)| < Liyy — 2| V(t, 1) € U, (t,y2) €U

Notamos que si las derivadasg—J(t, y) (1 <i < n)son acotadas, el teorema del
valor medio implica que f satisface una condicion de Lipschitz. Deducimos
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que si f € CHR x Q) entonces [ satisface localmente una condicion de
Lipschitz.

Podemos entonces enunciar una primera version del teorema de existencia y
unicidad (local):

Teorema 1.1.1 Supongamos que la funcion f : 2 — R" es continua, y
satisface localmente una condicion de Lipschitz en R x ). Entonces existe un
intervalo (a,b) con a <ty < b tal que el problema de valores iniciales (1.1)
posee una unica solucion en (a,b).

1.1.1. El teorema de punto fijo de Banach

La prueba del teorema de existencia y unicidad, se basa un teorema de
punto fijo. Para enunciarlo, necesitamos primero una definicion

Definicién 1.1.2 Sea (E,d) un espacio métrico y K : E — E una aplica-
cion. Diremos que K es un operador de contraccion si existe una constante
acon 0 < a<1 tal que

d(Ky1, Kyo) < ad(y1,y2) Yy1,92 € K

Teorema 1.1.2 Sea (E,d) un espacio métrico completo y K : E — E un
operador de contraccion. Entonces K tiene un inico punto fijo, o sea existe
un unico Yo € E tal que Kyy = yo

1.1.2. Reformulacién como un problema de punto fijo

La prueba del teorema de existencia y unicidad se basa en la siguiente
observacion: en virtud del teorema fundamental del calculo, son equivalentes
las siguientes dos afirmaciones

1. y € Cla,b] N C*(a,b) y es solucion de (1.1).

2. y € Cla, b y es solucion de la ecuacion integral:

y(t) = yo + / £(s,y(s)) ds (1.2)
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Esto nos permite reformular el problema (1.1) como el problema de encontrar
un punto fijo del operador:

Ky(t) = yo + / £(s,y(s))ds (1.3)

Vamos a definir con precision el dominio del operador K. Como f es
continua, restringiéndonos si es necesario a un entorno de (o, yo) (esto es,
achicando el abierto €2 ), podemos suponer sin perder generalidad, que f es
acotada por una constante M:

|f(t,y)| < MY(y,t) € Q

Introduzcamos entonces la region:

Raop ={(t,y) :a <t <b,|y(t) —yo| < M|t — 1o}

Entonces notamos que si y(t) es una solucion de (1.2) su grafica esta contenida
en la region R pues:

ly — yo| < < < M|t =t

/t:f(s,y(s))ds

/t F (s, 9(s))|ds

Notamos también que dado que €2 es abierto y (¢o, y0) € 2 podemos encontrar
un intervalo [a,b] con a < ty < b de modo que R,, C Q. Suponemos que
hemos elegido a,b de manera que esto se cumple.

Podemos entonces considerar el espacio métrico

E={y e Ca,b,R") : |y(t) = yol < Mlto — [V € [a, b]} (1.4)

con la distancia

d(y1,y2) = sup [yi(t) — y2(t)|
tela,b]
Notamos que F es un subespacio cerrado del espacio métrico completo C([a, b], R™),
y es por lo tanto un espacio métrico completo.
Vamos a considerar el operador K actuando en el espacio F. Para elllo,
hemos de demostrar que si y € F entonces Ky € E.
Veamos primero que Ky es continua: esto se deduce de la acotacion
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|Ky(t1) — Ky(tz)| = < = Mlty —t,|  (1.5)

/ Fs.u(s)) ds

to
/ Mds
t1

(que dice Ky satisface una condicion de Lipschitz)
Veamos ahora que Ky € E. De hecho:

|Ky(t) =yl = < M|t — to| (1.6)

/ F(s,u(s) ds

Para concluir la prueba del teorema de existencia y unicidad, es suficiente
probar que si el intervalo (a, b) es suficientemente pequefio, K es un operador
de contraccion. Para ello tomemos v,y € E v acotemos:

| Ky (1) —Kya(t)] <

[ stsonnas = [ stsanen)| <

/t (s, 31(s)) — (5, ya(s))Ids

Utilizando entonces la hipotesis de que f satisface una condicion de Lipschitz,
encontramos que:

t
| Ky (t)—Kya(t)] < < /Ld(yhyQ)ds < Llt—to| d(y1, 12)

to

/ Llya(s) — ya(s)ds

to

Entonces tomando supremo para y € [a, b] encontramos que:

d(Kyy, Kys) < Lmax{b — to,to — a} d(y1,y2)

Deducimos que K es una contraccion si « = Lmaxb — tg,tg — a < 1, lo cual
puede lograrse eligiendo a, b suficientemente préoximos a tg.

1.2. Intervalo maximal de existencia

Es importante notar que el anterior teorema de existencia y unicidad, es
de naturaleza local: s6lo afirma la existencia y unicidad de la solucién en un
pequeno entono del punto ¢y. El siguiente ejemplo muestra que en general no
se puede afirmar que la solucién vaya a existir para todo tiempo, atn si f es
una funcion suave.
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Ejemplo: consideramos el problema de valores iniciales

{y@ = 14+y*(t)
y(0) = 0

Podemos resolverlo utilizando la técnica de separaciéon de variables:

dy 5 dy
— =1 = =dt
i TV Ty

e integrando:

t
1
t= dt+C =t C
/01+y2 + any +

donde C' es una constante de integraciéon. En virtud de la condicion inicial
C = 0. Luego la solucién es:

y(t) = arctan x

Ahora esta solucion esta definida en (—7/2,7/2) y no puede prolongarse mas
alla de dicho intervalo pues:

Ag;%ﬂ—+wtgg%Mﬂ——w

Este ejemplo motiva la siguiente definiciéon: definimos el intervalo maximal
de existencia de la solucion (g, yp)como el méximo intervalo de la forma
(to — t;,to + t) donde esta definida una solucion del problema de valores
iniciales (1.1) . Llamamos a esta solucién la solucién maximal del problema
de valores iniciales.

Es conveniente observar que si bien la s6lo tenemos existencia local de
soluciones, la unicidad es una propiedad global:

Lema 1.2.1 Sean y,,y2 : I — R dos soluciones del problema de valores
iniciales (1.1) definidas en un intervalo I, con f localmente Lipschitziana.
Entonces yi(t) = ya(t) para todo t € I.

Dem.: Sea J = {t € I : y1(t) = y2(t)}. Por la continuidad de y,e y2 es claro
que J es cerrado en I. Por otro lado, por la unicidad local, I es abierto, y
J es no vacio ya que to € J (por la condicion inicial). Como I es conexo,
concluimos que J = 1.
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Corolario 1.2.1 I(tg,yo) es la unidn de todos los intervalos de la forma
(to — 01,t0 + 02) donde estd definida una solucion de (1.1).

Teorema 1.2.1 (caracterizacion del intervalo mazimal de existencia)

St alguno de los extremos t%. del intervalo mazimal es finito, Cuando
t — t% la solucion mazimal y(t) se escapa de cualquier compacto K C Q:
es decir dado K C Q existe un ty tal que si ty < t < t7 (respectivamente
t* <t <ty setiene que (t,y(t)) ¢ K.

Cuando Q2 = R"esto dice que:

t h’r% y(t) = +oo

P+

1.3. Ejemplo de no unicidad

La condicién de Lipschitz es necesaria para tener unicidad de la solu-
cion como muestra el siguiente ejemplo: consideramos el problema de valores
iniciales

{ y(t) = yt)”?

y(0) = 0

Entonces mediante el método de separacion de variables, es posible encontrar
una solucioén:

Z_i:yl/3:>/%:/dt:>;y2/3:t+c
donde la constante de integracion C' debe anularse en virtud de las condicio-
nes iniciales. Luego yo(t) = (2t)**da una solucion del problema.

Pero una inmediata inspeccion revela que yo(t) = 0 es otra solucion del
problema. Es mas es posible fabricar toda una familia de infinitas soluciones
de este problema:

(2(t—19))%? si t >t

0 si 0<t<t
ym(t):{ =1t
3

Este fenomeno puede suceder dado que la funcién f(y) = y'/°no satisface
una condicion de Lipschitz (aunque es continua Holder con exponente 1/3).
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1.4. El flujo asociado a una ecuacioéon diferencial

Supongamos que f : RxQ — R" es localmente Lipschitz. Podemos definir
entonces el flujo asociado a la ecuacion diferncial

y(t) = f(t,y(t))

del siguiente modo: si yg € Q y t; € R es suficientemente proximo a t; ,
G101 (Yo) se define como el valor y(t) de la unica solucion del problema:

{y’(t) = f(t,yt))
y(to) = Yo

Utilizando la unicidad podemos probar que:

tho,to =1Id
¢t2,t1 o ¢t0,t1 = ¢t27t0
-1
¢t1,to = ¢t1,t0

Observacion: Si tenemos un sistema auténomo (esto es donde f no de-
pende de la variable ¢):

y(t) = fly(®))

entonces el flujo verifica que ¢y 1, (Vo) = Go.t,—t,(Yo)- En consecuencia pode-
mos simplificar la notacion escribiendo ¢.(yo) = ¢o.+(vo)-

Las aplicaciones ¢; forman entonces un grupo local de difeomorfismos a
un parametro:

@0(1’0) = [d
Pt © Ps = Ptts

;" =Py
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1.4.1. Lema de Gronwal

Lema 1.4.1 Sean u,v : [a,b] — R funciones no negativas tales que para
a > 0 satisfacen:

u(t) <« —|—/ u(T)v(r)dr

entonces

u(t) < aexp /atv(T) dr

En particular si a = 0, entonces u = 0.
Dem: Supongamos primero « > 0. Llamemos

w(t) =« +/ u(T)v(r) dr

Entonces por el teorema fundamental del calculo:

en consecuencia:

log w(t) — log w(a) = /

Tomando exponencial obtenemos que:

u(t) < aexp /atv(T) dr

(Si a = 0 el resultado se obtiene por un proceso de limite).

1.4.2. Dependencia Continua

El siguiente lema dice que la soluciéon depende con continuidad de la
condicién inicial yq:

Lema 1.4.2 Sean y e y soluciones de la ecuacion diferencial:

y' = f(ty(t)
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con las condiciones iniciales

y(to) = Yo

y(to) = Yo
respectivamente en el intervalo [a,b], siendo f una funcion Lipschitz enton-
ces:

ly(t) = 5(t)| < lyo — ol "' =1Vt € [a, 0]
donde L es la constante de Lipschitz de f.

Dem: Como antes, escribamos la ecuacion en forma integral:
t
y(t) = yo +/ f(s,y(s)) ds
to

G(t) =G+ / £(s,(s))ds

Entonces restando, tenemos que:
t
9) = 5] < o =71+ [ 17(s.0(9) = Fs.5(5)lds
to

t
< lyo — go| + L / ly(s) — §(s)|dt
to

Aplicamos entonces el lema de Gronwal con « = |yo — 9ol , u(t) = |y(t) — 7 (¢)|
y v(t) = L. Deducimos que

ly(t) — 5(t)] < |yo — go|e !

1.5. El teorema de existencia de Peano

Teorema 1.5.1 (Peano) Supongamos que @ C R x R" y que f : Q — Res
continua. Entonces el problema de valores iniciales (1.1) tiene al menos una
solucion definida en algun intervalo (tg—0,to+0) (pero dicha solucion puede
no ser inica,).

Existen varias demostraciones de este teorema, todas ellas se basan en el
teorema de Arzela-Ascoli que caracteriza los subconjuntos (relativamente)
compactos del espacio C([a,b],R™). Una demostraciéon muy sencilla puede
conseguirse a partir del siguiente teorema de punto fijo de Schauder. Para
enunciar el teorema necesitamos una definicion
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Definicién 1.5.1 Sea E un espacio de Banach y K : E — E un operador
(no necesariamente lineal). Decimos que K es compacto si para cada suce-
sion acotada (x,) C E su imagen K(z,) tiene una subsucesion convergente

K(z,,). Equivalentemente: Si para toda bola B C E, K(B) es un conjunto
compacto.

Teorema 1.5.2 (Schauder) Si E es un espacio de Banach, K : E — E
es un operador continuo y compacto, y B C E es una bola cerrada que es
invariante por K (esto es K(B) C B) entonces K admite un punto fijo en
B (no necesariamente inico). Es decir: existe un x € B tal que K(z) = x.

Dicho teorema es una generalizacion para espacios de Banach del teorema de
punto fijo de Brower, y tiene muchas aplicaciones en el analisis no lineal.

Para efectuar la demostracion del teorema de Peano utilizando el teorema
de Schauder, suponemos como antes (achicando el abierto 2 si es necesario)
que | f(t,y)| < M V(t,y) € Q; consideramos el espacio de Banach E definido
en (1.4) y aplicamos dicho teorema al operador Kdefinido por (1.3). Las
estimaciones (1.5) y (1.6) demuestran como antes que K : E — E esta bien
definido.

Hemos de verificar que Kes un operador compacto. Para este fin conside-
ramos una sucesion acotada (y,(t)) € E. La estimacion (1.6) implica que Ky,
es equiacotada, y (1.5) implica que Ky,es equicontinua, en consecuencia, en
virtud del teorema de Azela-Ascoli Ky,tiene una subsucesion (uniformenete)
convergente (y es inmediato que su limite es una funcion en el espacio FE ).
Como hicimos esto para cualquier sucesion acotada (y,), podemos afirmar
que K es un operador compacto.

Finalmente, hemos de probar que K admite una bola invariante. Sea
fyola funcién constante con valor gy, y consideremos una bola cerrada B =
B(fy, R) para algin R > 0 elegido arbitrariamente. Sea y € B Tendremos
que:

[Ky(t) = fuo ()] = [Ky(t) = ol =

/t:f(t,y(S))ds

<Mt —t| <R

a condicion de que [t — to| < |b—a| < £. Es decir que:

1KYy = fyll < R
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Esto prueba, que si elegimos el intervalo [a,b] suficientemente pequeno, el
operador K tendra una bola invariante. En virtud del teorema de Schauder,
el operador K tendra entonces un punto fijo, que sera una solucion de (1.1).



Capitulo 2

Sistemas lineales

2.1. Exponenciales de matrices y sistemas con
coeficientes constantes

Sea A € C™™ una matriz. Definimos la exponencial de la matriz A me-
diante la serie

e = exp(A) = Z T (2.1)

k=0

Para ver que esta definicion tiene sentido procedemos del siguiente modo:

notamos que el conjunto C"*™ de matrices de n X n se puede convertir en

un espacio normado (isomorfo a (C”Z) definiendo una norma en las matrices.

Por ejemplo, podemos usar la norma de A como operador lineal sobre C"

definida por:

[All =" sup [|Az]] (2.2)
zeCm ||z]|=1
Es claro que C™" resulta un espacio normado completo (es decir: un
espacio de Banach) con esta norma. Dado que se trata de un espacio de
dimensioén finita, cualquier otra norma que utilizaramos resultaré equivalente
a esta.
La norma dada por (2.2) tiene la propiedad de que:

IAB]| < [|A[l]I Bl

12
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En consecuencia tenemos que:

H ARl A
| <« 2
EV| K
y por lo tanto la serie
> |7
k=0

es convergente (Se dice entonces que la serie (2.1) es normalmente conver-
gente). En virtud de que C™*" es un espacio normado completo, la serie (2.1)
resulta convergente. Ademaés se tiene la estimacion:

o < e

El siguiente lema, extiende para el caso de matrices una de sus propieda-
des fundamentales:

Lema 2.1.1 Si A y B conmutan (o sea: AB = BA) entonces

Demostracion: La prueba se realiza efectuando el producto de Cauchy entre
las series de e? y eP

(5 (58)5 5

§=0 1=0 jk:j+k=1

(Esta operacion esta justificado porque ambas series son normalmente con-
vergentes) pero

AR K AT ~ 1 (l) : 1
> Y () A = A By
T IR gl A Il
en virtud de la formula del binomio (que vale porque A y B conmutan).
Luego:
us ~~A+B)Y g
ehef = o=

=0
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Corolario 2.1.1 Para cualquier matriz A, e es una matriz inversible y
(6A>—1 —e A

Demostraciéon: A y —A conmutan, luego efe 4 = AT =0 =1 O

La importancia de la exponencial de matrices en la teoria de ecuaciones
diferenciales radica en que nos proporciona una expresion explicita para la
solucion de un sistema lineal con coeficientes constantes:

Proposicién 2.1.1 Si A € C™", entonces la formula x(t) = e“xq propor-

ciona la unica solucion del sistema ©(t) = Ax(t) con la condicion inicial
x(0) = xo.

tkAkxo

Demostracion: Si definimos z(t) = ezo = > 77 ) &4

mino a término respecto de la variable ¢,

, v derivamos tér-

> AFg
() = k=127 20
x'(t) = ,} kt X
=1

(Esto puede justificarse de manera anéloga a como se demuestra en andlisis
complejo que una serie de potencias puede derivarse término a término en el
interior de su disco de convergencia).

o(t) = A (Z t“H) = Ax(t)

k=1

y claramente x(0) = (. La unicidad puede demostrarse invocando el teorema
de existencia y unicidad o directamente, mediante el argumento siguiente: si
y(t) es otra soluacion de la misma ecuacion, que verifique la misma condicion
inicial y(0) = z¢ y definimos u(t) = e"*4y(t) obtenemos que:

d
= = (CA () + ey (1) = (~A)e () + e Ay (o)
y como e~*4 conmuta con A, resulta que u(t) es constante. Como u(0) =

y(0) = 29, tenemos que e *y(t) = ¢ para todo t, luego y(t) = etzy. O

Observacion 2.1.1 Toda las definiciones y resultados anteriores tienen sen-
tido si en lugar de ser A una matriz en C™*", A es un operador acotado en
un espacio de Banach.
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Ejemplo 2: Consideramos el sistema lienal
T = -y
y = x

2(0) = 0,5(0) = yo

Para obtener las soluciones, observamos que la matriz de este sistema
0 -1
0]
tiene la propiedad de que J? = —1I siendo I la matriz identidad, por lo que se

comporta algebraicamente como el nimero complejo 7. Sus potencias vienen
dadas por:

con la condicién inicial

=1 =0 =10 =—J=1,]"=JJ=-1J" =—JJ%=1]...

(La sucesion se repite con periodo 4).En consecuencia,

=costl+ sentJ = cos b —sen
sent cost

La matriz R(t) es la matriz de una rotaciéon en un angulo ¢. La solucion viene
dada por
x(t) | | cos(t) o — sen(t) yo
{ y(t) ] N { sen (t)xq + cos(t) yo ]

La cuenta anterior es la misma que la deduccién de la formula de Euler
et = cos(t) + i sen t). Esto se debe a que la aplicacion

c—atbim Mo—al+b)=| % 70 (2.3)
b a

define un isomorfismo entre los nimeros y ciertas matrices en R?*? (una
representacion matricial de los niimeros complejos) es decir que se verifica:

Mz+w = Mz + Mun Mz-w - Mz : Mw
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También observamos que se deduce ue:

e®cosb e —senb

M.
€ = Mz =
¢ e?senb e cosb

(2.4)

El caso mas sencillo de célculo de la exponencial es cuando la matriz es
diagonal.

A O 0
D— 0 Ao 0
0 0 Ay
entonces
et 0 0
etD . 0 €t>\2 . O
0 0 LLoeth

Esto se puede extender al caso en que A es una matriz diagonalizable
(esto es: semejante a una matriz diagonal). En efecto, en este caso existira
una matriz inversible P (cuyas columnas estan formadas por una base de
autovectores de la matriz A) tal que P~'AP = D, luego A = PDP~1.

Entonces como A¥ = PD*P~! podemos concluir que:

6tA — PetDPfl

En el caso general, en que la matriz A no es diagonalizable, debemos
acudir a la forma canonica de Jordan (Esta es la razon por la que preferimos
trabajar con matrices en C™*™ en esta seccion). Recordamos de los cursos
de algebra lineal, que toda matriz A en C"*" es semejante a una matriz en
forma de Jordan, esto es: existe P € C™*" inversible, tal que: P~'AP es de
la forma:

Iy, 0 0
g 0 J 0
0 0 Iy,
donde Jy,, Jy,, ..., Jx, son bloques elementales de Jordan correspondien-

tes a los autovalores de A (puede haber varios correspondientes al mismo
autovalor), y tienen la forma:
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A 0 0 0 0 0 0
r X 0 0 0 0 0
o 1 X 0 0 0 0
N=10 01 A o0 0 0 (2:5)
(000 0 0 0 ... 1 X\ |
Entonces tenemos que e = Pel/ P~y
e .0
Jix
ot — 0 e .. 0
0 0 e

Por lo que el problema se reduce a poder calcular e'’*:. Para ello, obser-
vemos que la matriz J,, se puede descomponer en la forma: J = A + N
siendo N la matriz:

0O 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
N =Ny = 0 0 1 0 0 0 0
00 0 0 0 ... 1 0 |

una matriz nilpontente (N* = 0 donde k es el tamafio de la matriz Jy, y
por lo tanto de V). Notamos que A\;/ y N conmutan, luego:

et‘b‘i — 615)\7;61€N

Pero como N es nilpotente, la serie de eV tiene finitos términos (es un
polinomio en tN), por lo que es facil de calcular.
En efecto, calculando las potencias de la matriz N, tenemos que:

N? =

OO = OO
O = O OO
S O O OO
O OO OO
O OO OO
O OO OO
O O O O O
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0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

N=|1 0 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0 0
000 0 0 ... 1 0 |

(A medida que aumenta k, la diagonal con unos en N* se va desplazando
hacia abajo). En consecuencia, tenemos que:

o 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0
gt 1 0 0 0 0
eN=N,=|L & ¢ 1 0 0 0
4 3 2
& 5 & t 1 0 0
e N W il R
| —1)! (&—2)! (=3 (k-4 (k—5)! 0 |

si N es una matriz de k x k.
Volviendo a la matriz A, supongamos que su polinomio minimal m4(\)
admite la factorizacion:

ma(A) = (A= AP A= X)P2 (A= Ak

Entonces los bloques elementales de jordan, en la forma de Jordan de
A, correspondientes al autovalor \; (que pueden ser uno o varios) tendran
como maximo tamaiio k; x k;. Teniendo en cuenta la expresion para e'’ y las
consideraciones anteriores, se deuce el siguiente teorema:

J

Teorema 2.1.1 Las entradas de la matriz €'’ son funciones de la forma

eMIP () + M Py(t) + ... e M Pu(t)

donde A1, o, ..., \. son los distintos autovalores complejos de A, y P; es un
polinomio de grado menor o igual que k; — 1, siendo k; la multiplicidad de \;
como raiz del polinomio minimal de A.

Por consiguiente, si x(t) es una solucion del sistema & = Az, sus com-
ponentes tienen esta misma forma.
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2.2. Aplicacién a ecuaciones de orden n con
coeficientes constantes

Counsideremos una ecuacion diferencial de orden n con coeficientes cons-
tantes, esto es de la forma:

ana:(")—l—a(n_l) " tarvad Fagxr=0

siendo z = z(t), a; € C y a, # 0. Diviendo por a,, podemos suponer sin
pérdida de generalidad (y asi lo haremos) que a,, = 1.
El polinomio

P(A) = ap\" + ap-npA" 7+ a4+ a4 ag

recibe el nombre de polinomio caracteristico asociado a la ecuacion. La
ecuacion se puede escribir en forma simbolica:

P(D)x =0
donde P(D) indica una funcién polinomial del operador derivada.
Suponiendo que a,, = 1, e introduciendo las incognitas xy = x,z9 =
g =", 2y =29, ..., z, = 2™V podemos reescribir esta ecuacién como

un sistema de n ecuaciones de primer orden (Este razonamiento se aplica
incluso al caso de coeficientes no constantes).

ZL:1 = XI9
113'2 = I3
fg = T4
. o n—1
Ty — —QoT1 —aA1X1 — ... — QAp_1T

La matriz asociada a este sistema:

[0 1 0 0O O 0 0 ]
0 0 1 0O O 0 0
Ch — 0 1 0 1 0 0 0
P~1o0 0o 0 0 1 0 0
—ap —a; —as 0 0 ce. —QAp—92 —Ap-—1 ]

recibe en la literatura del dlgebra lineal el nombre de matriz companera
del polinomio P. Es posible probar que tanto el polinomio caracteristico de
la matriz Cp como su minimal coinciden con P.
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2.3. Formas Canodnicas Reales

En algunos casos, resulta necesario trabajar en lugar de con la forma
canodnica de Jordan, con la denominada forma canoénica real. Comenzamos
por un lema sobre los autovalore complejos de matrices reales:

Lema 2.3.1 Sea A € R™™ y X\ = a + b un autovalor complejo de A con
b # 0. Entonces existen vectores xg,yy € R™ tales que

Az = axo — byo, Ayo = bxo + ayo

Por lo tanto, xy e yo generan un subespacio Sy de R™ invariante por A
de dimension 2, y la restriccion de A (pensada como una transformacion
lineal') a S tiene como matriz en la base {xq,yo} a la matriz M. (utilizando
la notacion introducida en (2.3)) )

Demostracion: Sea zy un autovector complejo correspondiente al autovalor
A. Entonces, escribiendo zyp = zg + yo?, tendremos que:

AZO = )\Zg = (CL + bl)(x[] + ZyO)
luego igualando las partes reales e imaginarias encontramos que:
Az = axo — byo, Ayo = bxo + ayo

O
En la situacion del lema zy = xg — 1y también es un autovector complejo,
con autovalor A = a — bi. Y como

20+ 2o 20 — 20
Yo = X
2 21
Notamos que g e o generan el mismo subespacio de C" que zy y Z.

o =

Deducimos que si la matriz A fuera diagonalizable sobre C" con autovalo-
res reales A, Ao, A, v autovalores complejos puq, i1, fo, iz, - - - » ftd, fg, A sera
semejante sobre R a una matriz de la forma:

Idada por la matriz A en la base canénica
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A0 .0 0 0 0

0 A .0 0 0 0

0 0 Ar 0 0 0
- (2.6)

0O 0 0 O . Mgz 0 0 0
0O 0 0 O 0 Mgz 0
o0 0 0 ... 0 0 My

En efecto, existird una base formada por los autovectores vy, vs,..., v,
correspondientes a los autovalores Ai, Ao, A, y los autovectores complejos
21,21, 22, Z2, - - - » 2d, Za (pares de autovectores complejos conjugados). Enton-
ces escribiendo z, = zp + iyx (1 < k < d) como en el lema (??), podemos
formar una base B = {vy,va,..., 0, 21,91, ..,%a,Yqa} de C" formada por

vectores reales (que sera también una base de R™). En esa base B, la matriz
de A (pensada como transformacion lineal) serd (2.6).

Con un argumento analogo, en el caso general en que A no es diagonali-
zable, podremos de todos modos probar (partiendo de la base de Jordan, en
lugar de la base de autovectores) que A es semejante a una matriz real de la
forma:

J, 0 ...0 ..0 0 0 0
0 Jy, ...0 ...0 0 0 0
0 0 Jv ... 0 0 0 0
C= (2.7)
0 0 0 0 ....J,0 0 0
0 0 0 0 ...0 J, 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 J, |

donde los bloques Jy, vienen dados por (2.5) para los autovalores reales
Ak, ¥ por



Notas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias - (¢)2008 Pablo De Napoli 22

My 0 0 0 0 0 0
Iy Mg O 0 0 0 0
1o I, Mam O 0 0 0
Tu= 19 0 Iy Myg O 0 0 (2:8)
0 0 0 0 0 ... I My |

para cada par {uy, fir } de autovalores complejos conjugados, donde

10
nelo 1]

denota la matriz identidad de 2 x 2. Una matriz de la forma (2.7), recibe el
nombre de forma canénica real.

Finalmente, mediante un reescalamiento de la base de Jordan, podremos
probar que dado € > 0, A es semejante a una matriz de la forma:

J, 0 ...0 ...0 0 0 0
0 Jy ...0 ...0 0 0 0
0 0 ... J, ...0 0 0 0
Co= | ..o . (2.9)
o 0 0 0 ...J,0 0 0
0 0 0 0 ...0 J, 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 J, |

donde los bloques Jy, son de la forma:

AN 0 0 0 0 0 0
e N 0 0 0 0 0
0 e N 0 0 0 0
=10 0 = N 0 0 0 (2.10)
00 0 0 0 ... N

en el caso de autovalores reales, y
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A 0 0 0 0 0

ely My 0 0 0 0 0
1o el, My 0 0 0 0

|0 0 0 0 0 ... ely Moy |

Entonces, podremos probar el siguiente resultado:

Proposicion 2.3.1 Sea A € R™" y sea 6 > 0. Entonces existe una matriz
D € R" diagonalizable y una matriz R tales que

i) A=RD
i) |R—1|| <6

iii) R y D conmutan entre si, y con cualquier matriz que venga dada por
un polinomio en A.

2.4. Comportamiento asintético de las solucio-
nes de un sistema lineal de coeficientes cons-
tantes

Definicién 2.4.1 Diremos que el origen O es una fuente (en ingles: source)
para el sistema © = Ax si todos los autovalores de la matriz A tienen parte
real positiva. Y que es un sumidero (en inglés: sink) si todos los autovalores
de la matriz A tienen parte real negativa.

Definiciéon 2.4.2 Sea B = {v1,vs,...,0,} una base en R". A dicha base le
asociamos el unico producto interno (x,y)p tal que

o 1 sii=g
<”"’”ﬂ'>_5”_{o si Q=]

Es decir: tal que B es una base ortonormal respecto a dicho producto interno.
FEste producto interno induce una norma ||z||p = \/{(x,z)p, que llamamos la
norma asociada a dicha base.
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Teorema 2.4.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) 0 es un sumidero para el sistema & = Ax.
b) Existen constantes C' >0 y p > 0 tales que:

le™ao]| < Clle™ a0

c¢) Ezisten una base B de R"™, y una constante C' > 0 tal que la norma
asociada a dicha base verifica

]| < Ce o] V t = 0

La implicaciéon ¢) = b) es evidente por la equivalentcia de normas.
La prueba de que b) = a) se deduce inmediatamente del lema siguiente:

Lema 2.4.1 Si A € R™" es una matriz que tiene un autovalor complejo
A = a+ bi con parte real a > 0, entonces el sistema © = Ax admite una
solucion real exy (con vo € R™) que no tiende a cero cuando t — +oo.

Demostracion: Si el autovalor A € R (o sea b = 0) la prueba es sencilla:
tomamos zy como un autovector correspondiente a A, entonces la solucion:

z(t) = ey = ey

no tenderé a cero cuando t — +o0.
Cuando A € R, sean xy y 3o como en el lema 2.3.1. Entonces el subespacio
S de R™ generado por xg e 1o es invariante por A, y por lo tanto por e/,

Entonces, si tomamos un dato inicial
v = azxg+ Oyo
en el subespacio S tendremos que:
ev = e"(a cosb+ Bsenf)xy + e“(—a sen b+ 3 cos 3)yo

Esto es consecuencia de (2.4), ya que A restringida a S tiene como matriz

la matriz M,5) en la base formada por los vectores z e yo. Notamos que

si a > 0, nuevamente estas soluciones no tienden a cero cuando t — +o00

(siempre que a 0 (3 no sean cero). O
La demostracion de que a) = ¢) se apoya en el siguiente lema:
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Lema 2.4.2 Sea A € R™" tal que
a < Re(A\) < VYA€ o(A)

entoncees existe una base B de R™ tal que el producto interno asociado a
dicha base verifica que:

allzl|f < (Az,2)p < Bll2||3 Vo € R

Si por un momento, suponemos este lema demostrado, podemos demos-
trar que a) — c¢) del siguiente modo. Elijjamos 3 tal que \; < 8 < 0 para
todo \; € 0(A). Entonces, segin el lema, existe una base B de R™ tal que el
producto interno verifica

(Av,z) < Blla]l} Vo € R”

A

Entonces si x(t) = ez es una solucion de & = Ax,

5 7 1@l = (@), (1)) = (2(t), Ax(0)5 < Blle@®)]3

En consecuencia:
()l < llzolBe™

y como 3 < 0, esto prueba la afirmacion ¢) con u = —f3/2.

2.5. Foérmula de variacion de las constantes
Proposiciéon 2.5.1 Consideremos una ecuacion de la forma
(t) = Ax + f(t)

donde A € R™™ es una matriz de constantes, y f : R — R" es continua, con
la condicion inicial x(t) = xo. Entonces la solucion viene dada en la forma:

t

z(t) = etz +/ =4 f(s) ds

to
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Demostracion: Las soluciones del sistema lineal #(¢) = Az son z(t) =
elt7t)4¢c Nos proponemos encontrar una solucién en para nuestra ecuacion
en la forma: z(t) = e*~%)4¢(t) donde c(t) es ahora una funcién. Derivando,
encontramos que:

i(t) = AeT0A0(t) 4 et T0OA6(1) = Ax(t) + el A¢(t)
Por lo que buscamos c tal que:
e e(t) = £ (1)
lo que conduce a
é(t) = e A (1

o integrando, y teniendo en cuenta que debe ser c(ty) = z( para satisfacer la
condicién inicial .
c(t) = ey +/ e~ f(s) ds
to

Sustituyendo encontramos que

¢
x(t) = e(t_tO)Ac(t) = et=t0) Ay, +/ e(t_tO)Af(s) ds
0

2.6. Ecuaciones Lineales no auténomas

2.6.1. Matrices Fundamentales

Counsideraremos a continuacién un sistema de ecuaciones lineales no au-
ténomo

¥=At)z (2.12)

donde A : (a,b) C R — R™ ™ es una funciéon continua.

Definicion 2.6.1 Una solucion matricial de (2.12) es una funcion dife-
renciable M : (a,b) — R™™ tal que M'(t) = A(t)M(t).

A

Observacién 2.6.1 Si A es constante entonces et es una solucion matricial

de (2.12).
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Observacion 2.6.2 a) Si M(t) es una solucion matricial de (2.12) y x¢ €
R™, entonces M(t)xo es solucion de (2.12).
b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. M(t) es una solucion matrical de (2.12)

2. Cada una de las columnas de la matriz M (es decir M;(t) = M;e; siendo
e; los vectores de la base candnica de R") es una solucion de (2.12)

(Estas obsevaciones son una consecuencia inmediata de como estd definido
el producto de matrices)

Corolario 2.6.1 Dados ty € (a,b) y C € R™™, existe una unica solucion
matricial M(t) de (2.12) tal que ® (ty) = C.

Demostracion: Sea C' = [C1C; ... C,] siendo C; las columnas de C. Enton-
ces M(t) seré la solucion buscada siy solo si M = [M1 M, ... M,] siendo M;
la tinica solucion de (2.12) tal que M;(ty) = ¢;. O

Teorema 2.6.1 (Liouville) Si M(t) es una solucion matricial de (2.12)
entonces,
to
det M (ty) = detM(t1) exp </ Tr(A(s)) d3>
t1

cualesquiera sean ti, ty € (a,b). Aqui Tr (A (s)) denota la traza de la matriz

A(s).

Demostraciéon: Haremos la demsotracion en el caso de matrices de 2 x 2
para no complicar la notacién, pero la demostracion puede hacerse en forma
completamente andloga para matrices de n x n.

Escribamos

Alt) = ( ani(t) a(t) ) M(t) = ( mur(t) mas(t) )

ax (t) az(t) ma1(t) maa(t)

Entonces, la regla para derivar un determinante (aplicada por filas) nos
da que:
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Entonces, utilizando que M (t) es una solucion matricial del sistema tenemos
que:

a11M11 + a12Mo1  A11M12 + G12Mo2
may ma2

miy mia
A21M11 + G20Mo1  A21M12 + G22Mo2

Utilizando la multilinealidad del determinante (por filas), esto es igual a

miy My mo1 Ma2
a1 +a
Mo Ma2 Moy Ma2
tay mi1 Mmio mi1 M2
1
mi1 My mo1 Mo2

Y como un determinante con dos columnas iguales es nulo, obtenemos que:

% det M(t) = (a11 + ag2) det M (t) = Tr(A(t)) det M(¢)

Integrando esta ecuacion diferencial, se obtiene el enunciado. 0

Observaciéon 2.6.3 Supongamos que A es constante, entonces M(t) = et/
es solucion matricial de (2.12) y por el Teorema de Liouville,

det (etA) — oo Tr(A)ds _ tTr(A)

De aqui, det (eA) = "N En particular, det (eA) > 0 si AR™*",

Definicion 2.6.2 Una solucidn matricial M(t) de (2.12) es una matriz
fundamental de (2.12) si M(ty) es inversible para algin ty € (a,b).

Y como consecuencia del Teorema de Liouville tenemos que M (t) es una
matriz fundamental si y solo si ® (¢) es inversible ¥Vt € (a,b)

Observacion 2.6.4 Sea M (t) una matriz fundamental de (2.12) y sea u
una solucion de ese sistema. Entonces u(t) = M (t)xy para algin xo € R".
En efecto, fijemos to € (a,b) y definamos o = M((to) tu(ty; entonces u(t)
y M(t)xo son ambas soluciones de (?7) y el resultado se sigue del Teorema
??. Por lo tanto, u es solucidn de (2.12) si y sdlo si u(t) = M(t)x para algin
xr € R".
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Teorema 2.6.2 Sean M (t), Ma(t) soluciones matriciales de (2.12) . Si M,
es fundamental entonces, existe C € R™ " tal que My (t) = M, (t)C para
t € (a,b).

Demostracion: Fijemos t, € (a,b) y definamos C' = M, (to)”' M, (to), en-
tonces My (t) v M, (t) C son soluciones matriciales de (2.12) que coinciden
en ty v el resultado se sigue del Corolario 2.6.1. 0

2.7. Sistemas lineales en que los coeficientes tie-
nen un limite

Teorema 2.7.1 Consideremos la ecuacion lineal
x(t) = Az(t) + B(t)z(t)
donde B(t) es continua para t > to con las siguientes propiedades

1. A es diagonalizable y sus autovalores \p(k = 1,...,n) verifican que

2. ftzo | B(s)|| ds < +o0

entonces todas las soluciones de la ecuacion son acotadas, y la solucion trivial
x(t) = 0 es estable en el sentido de Lyapunov.

Demostracion: Utilizamos la formula de variacion de las constantes, para
escribir ecuacion en forma integral como sigue:

t
z(t) = etz +/ e DB (s)x(s) ds (2.13)

to

La hipotesis sobre la matriz A implica que:
[~ < Cllaol| V¢ > to

y entonces:

[z@)]] < Cllo +/t ClIB(s)[l[l=(s)l ds
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Utilizando entonces la desigualdad de Gronwall, obtenemos la estimacion

Jo(0) < Cllsllexp / I(s)) s

y utilizando la hipotesis sobre la matriz B(t) vermos que se verifica una
estimacion de la forma

[@] < Cillzol|

donde € = Cexp (fti | B(s)]| ds)7 lo que claramente implica las dos afirma-
ciones del enunciado. 0J

Teorema 2.7.2 Consideremos la ecuacion lineal
(t) = Azx(t) + B(t)x(t)
donde B(t) es continua para t >ty con las siguientes propiedades

1. A € R™™ es tal que sus autovalores A\,(k = 1,...,n) verifican que
Re(X) < 0.

2. limy_ oo || B(t)]| =0
entonces todas las soluciones de la ecuacion verfican que:

lfm ||z(t)]| = 0 (2.14)

t—-4o00

y en particular la solucion trivial x(t) = 0 es asintdticamente estable.

Demostraciéon: Procedemos como en el teorema anterior, pero ahora tene-
mos la estimacion:

||6(t_tO)AI0H < Cle—#(t—to) t >t

siendo p > 0. En consecuencia, a partir de (2.13) obtenemos la estimacion:
t
lz(®)ll < Cre™ = a|| +/ Cre " B(s)||llo(s)]| ds
to

Fijamos £ > 0 tal que eCy < p. Teniendo en cuenta la hipotesis (2.14), dado
este € podremos encontrar un t1(g) >ty tal que

|B(t)|| <e, V>t
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Entonces:
t1 t1

[z(t)]] < 016‘“(t‘t°)!|xo|!+/ Cre "= B(s)| |z (s)|| dS/ Cre M =)e||z(s)| ds
to to

y sacando factor comin e #~%) tenemos que:

t1 t1
lz(6)]| < Cret=t) {||950|| +/ T B(s) ||| (s)]| ds +/ Crett0™Ve||a(s) | ds}

to to
O Ssea.
t1

t1
O af0)]| < i+ [ Crer B el dst [ Cretela(s)| ds

to to
Ahora notamos que:
t1
Joall + [ e Bs)a(s) | ds < o = Cae)
to

pues siendo la ecuacioén lineal, la soluciéon debe existir y mantenerse acotada
en todo el intervalo [to, 1] (La cota depende de ¢, y por lo tanto de €]. Luego:

t1
M) < CiC+ G [ et ela(s)] s
to

Utilizando la desigualdad de Gronwall, encontramos que:
102 (1) || < CLCh exp (Che(t — to))

0 Sea
||l‘<t>H S 0102 exp ((018 - M)t + Mto — Clgtl)

Dada la forma en que elegimos ¢ > 0, concluimos que |z(t)|] — 0 cuando
t — +o0.

2.8. Sistemas Periddicos

Estudiemos ahora el sistema
r=A(t)x (2.15)

donde A: R — L (R™) es continua y T-periodica para algin T' > 0. Es decir,
A(tt +T) = A(t), para cada t € R.
Se deducen inmediatamente los dos siguientes resultados
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Proposiciéon 2.8.1 Si u(t) es una solucion de (2.15) entonces, u(t+T)
también lo es.

Proposiciéon 2.8.2 Siu es una solucion de (2.15) y u (0) = u (T) entonces,
u es T- periodica.

Por la Proposicion anterior se tiene que v (t) := u(t+T) es solucién de
(2.15), pero por hipotesis, v (0) = u (0) y por el Teorema ??, u = v. Es decir,
u(t)=u(t+T)y u resulta T'—periddica.

En lo que sigue, M (t) va a denotar la matriz fundamental de (2.15) tal
que M (0) = I. Por la Proposicion anterior sabemos que la solucion M (t) z;
con z € R" de (2.15) es T-periodica sii M (T)z = M (0) x = x.

Corolario 2.8.1 El sistema (2.15) posee una solucidn T-periddica no trivial
si y sélo si 1 es un autovalor de M (T).

El siguiente teorema establece una relacion entre las soluciones del sistema
homogéneo y no homogéneo.

Teorema 2.8.1 Si la inica solucion T-periddica de (2.15) es la trivial en-
tonces, la ecuacion

=A{t)x+p(t) (2.16)

posee una unica solucion T-periddica para cada funcion T-periddica con-

tinua p: R— R"”.

La unicidad se sigue del Teorema ??. Para probar la existencia, recordemos
que, por la Formula de la Variacion de las Constantes, cada solucion w de
(2.16) es de la forma

t
w(t) = M (t) {xg +/ M (s)"'p(s) ds]
0
para algin xy € R". Ahora, de los argumentos de las Proposiciones 2.8.1 y

2.8.2, se tiene que w es T'—periodica siy sélo siw (0) = w (T'). Pero w (0) = xy,
de modo que w es T'—periddica si y solo si

:von(T)x0+M(T)/O M (s)"'p(s)ds
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lo cual equivale a
[[— M (T)]zg=M (T)/O M (s) " p(s)ds (2.17)

I — M (T) es inversible, y en consecuencia, existe un tnico xy € R™ que
satisface (2.17).

Puede obtenerse una generalizacion del teorema anterior que se conoce
como Alternativa de Fredholm. Para comprender este Teorema debemos tener
en cuenta lo siguiente:

Proposicion 2.8.3 Si M (t) es una matriz fundamental de ' = A (t) x en-
tonces ¥ (t) = (M (t)_l)* es una matriz fundamental del sistema adjunto

Yy =—-A(t)y

Teorema 2.8.2 (Alternativa de Fredholm) Seap : R — R", T—periddica
y continua. Entonces, (2.16) posee una solucion T'— periddica si y solo si

para cada solucion T—periodica v del sistema adjunto
y=-A@1)y (2.18)
(donde A* es la matriz transpuesta de A)

Como corolario de este teorema cuya demostracion puede verse en [6] en el
Teorema 5.6 se obtiene:

Proposicion 2.8.4 Si (2.16) posee una solucion acotada entonces posee tam-
bién una solucion T-periodica.

(Idea) Sea u una solucion acotada de (2.16); sea z una solucion T —periodica
de (2.18) y definamos

N ORI

De acuerdo al Teorema 2.8.2 basta ver que o = 0.
La pueba completa se puede ver en [6] en el Corolario 5.7
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2.8.1. Multiplicadores de Floquet

En la seccion anterior vimos la relaciéon existente entre los autovalores
de la matriz correspondiente a un sistema lineal auténomo con coeficientes
constantes y la estabilidad de los puntos de equilibrio. Lo que haremos ahora
es asociarle a (2.15) un sistema de coeficientes constantes que determine el
comportamiento asintotico de las soluciones de (2.15).

Utilizaremos el siguiente Lema para cuya demostracion puede verse el
libro [6] Lema 5.8

Lema 2.8.1 Dada B € C"*" inversible, existe A € C™ tal que exp(A) = B.

Observacion 2.8.1 El resultado anterior no es, en general, vilido en el
caso real. En efecto, si A;B € R"™" y B = exp(A) entonces det(B) =
exp(Tr(A)) > 0.

Lema 2.8.2 Sea B € R™ " inversible, existe A € R™™" tal que e = B2.

Teorema 2.8.3 (Descomposicién de Floquet-Caso complejo) Sea M(t)
la matriz fundamental de (2.15) con M(0) = I. Entonces existe B € C"™" y
una funcion T-periddica P : R — C™*" tal que M(t) = P(t) exp(tB).

Demostracion: Igual que en la demostracion de la Proposicion 2.8.2, tene-
mos que M (t +T') es una matriz fundamental de (2.15), de modo que por
el Teorema 2.6.2, existe C' € C™*" tal que M(t +T) = M(t)C. Parat = 0
queda C'= M(T), dando lugar a la relacion M (t+T) = M (t)M(T).

Por el Lema anterior, existe B € C"*" tal que exp(TB) = M(T) y
definiendo P(t) = M (t) exp(—tB) tenemos,

Pit+T)=M(t+T)exp(—TB —tB)

= M(t)M(T)exp(—TB) exp(—tB) = P(t)
puesto que M (T)exp(—=TB) = I. O
Observaciéon 2.8.2 Si bien en la descomposicion de Floquet la matriz B no

es unica, a los efectos del andlisis de la estabilidad, es suficiente encontrar
una posible B.
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Observacion 2.8.3 Supongamos que estamos trabajando en C y M (t), P(t)
y B son como en el Teorema precedente. Si u es una solucion de (2.15)
podemos escribir

u(t) = M(t)xo

para algin xo € C* y asi, u(t) = P(tt)v(t), donde v(t) = exp (tB)xo es una
solucion del sistema a coeficientes constantes

z' = Bx (2.19)

Reciprocamente, si v es una solucion de (2.19), entonces u(t) := P(t)v(t)
es solucion de (2.15). En efecto, recordemos que P (t) = M (t)exp (—tB),
donde M (t) es una solucion fundamental de (2.15) y por lo tanto verifica
que M’ (t) = A(t) M ().

Calculemos P’ (t),

P'(t)= M (t)exp (—tB)—M (t)exp (—tB) B = A (t) M (t) exp (—tB)—M (t) exp (—tB) B

Entonces,

u' (t) =P (t)v(t)+ P(t)v' (t) =
=A(t)M (t)exp (—tB)v(t) — M (t)exp (—tB) B.v (t)
+M (t)exp (—tB) B (t) = A(t)u(t).

Ast, la correspondencia v — Pu establece un isomorfismo entre el espacio
de soluciones de (2.19) y el espacio de soluciones de (2.15). Esta correspon-
dencia permite conocer el comportamiento de las soluciones de este ultimo
sistema a través del comportamiento de las soluciones de (2.19).

Observacion 2.8.4 En el caso real, se tiene una descomposicion de Floquet
M(t) = P(t)e'? para alguna funcién 2T —periddica P(t) de clase C' y alguna
matriz constante B. En efecto, de la relacion M(t +T) = M(t)M(T) con-
cluimos que M(t+2T) = M(t)M(T)? y del Lema 2.8.2, M (T)* = ¢*5 para
alguna matriz B. Definimos entonces P(t) = M(t)e B,

Definicién 2.8.1 Sea M (t) la matriz fundamental de (2.15) con M(0) = I.
Los autovalores de M (T') son llamados los multiplicadores de Floquet de
ese sistema.

Proposiciéon 2.8.5 \ € C es un multiplicador de (2.15) si y sdlo si ese
sistema posee una solucion no trivial u tal que u (t +T) = du(t) Vt € R.
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Sea A € C un autovalor de M (T) y fijemos z¢ # 0 en C", tal que M (T') xy =
Azg. Si definimos u (t) = M (t) zo tenemos,

u(t+T)=M(t+T)xg = M({t)Mt(T)xg = M(t) \xog = AM (tt)xo = Au(t).

Reciprocamente, si u es una soluciéon no trivial de (2.15), que satisface
u(t+T) = du(t) Vit € R, entonces, de la relacion u (t) = M (t) zg, con
xo = u(0) # 0, se tiene M (T)xg = u (T) = M (0) = Azo. Por lo tanto A es
un multiplicador de Floquet de (2.15).

Definicién 2.8.2 Los autovalores de la matriz B, dada por el Teorema de
Floquet, son llamados los exponentes caracteristicosde (2.15).

Observacién 2.8.5 Ya que M (T) = T8, X € C es un multiplicador de
(2.15) si y s6lo si A = €T para algin v € o (B).

Teorema 2.8.4 Dado el sistema
t=A(t)z (2.20)

donde A : R — R"™" es continua y T-periddica para algin T > 0, el origen
serd asintoticamente estable, si todos los exponentes caracteristicos tienen
parte real negativa.

Por la observacion hecha en 2.8.5 esto equivalente a decir que el origen
serd asintoticamente estable, si los multiplicadores de Floquet del sistema
tienen modulo menor que 1.

Sea x (t) una solucion de

t=A(t)x

x(0) =z
donde ||zg|| < 6. Entonces, de lo visto anteriormente, serd = (t) = M (t) xo
donde M (t) es una solucion fundamental del sistema. Ademas por el Teorema

2.8.3
z(t) = M (t)zg = P (t) Py

donde B es una matriz constante y P (t) es periddica de clase C' y por
lo tanto es acotada.
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Si 0(B) = {A1,....., \n}, sabemos por hipétesis que Re ()\;) < pu <
0, V1<i<n

Entonces ||z (¢)|| < [|P (¢)]- ||| - [|zo]| < C.e7#". ||| — 0 cuando t —
+00.

El anélisis de sistemas no autoénomos a través de las matrices fundamen-
tales y los multiplicadores de Floquet puede profundizarse en [2], [6] y en

[4].
0



Capitulo 3

Estabilidad

Definicién 3.0.3 Consideramos una ecuacion difrencial autonoma

&(t) = f(x,1)
donde f : R" — R", x : R — R". Decimos que x¢ es un punto de equilibrio

si f(zo) = 0.

Ejemplo: Consideremos por ejemplo la ecuacion diferencial asociada al
péndulo con friccion (rozamiento):

0 = —% senf — kb

siendo k > 0 una constante (El caso k = 0 corresponde a un péndulo “ideal”
sin rozamiento, en el que hay conservaciéon de la energia mecénica.)

Dado que se trata de una ecuacion diferencial de segundo orden, para
poder analizarla en el marco de esta teorfa, debemos escribirla como un
sistema de ecuaciones diferenciales de primer orgen, introduciendo la variable
w = theta. Obtenemos el sistema:

g = w
w = —%—kwsen@

Entonces llamando x = (0, w) al vector de estado del sistema, podemos es-
cribir la ecuacion en la forma & = f(z) siendo

fO,w) = (w, —%sen& — kw)
Vemos que los puntos de equilibrio son (0, k7) (k € Z).

38
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Definiciéon 3.0.4 Se dice que x¢ es un punto de equilibrio estable en el sen-
tido de Lyapunov si dado € > 0 existe 6 > 0 tal que cualquier solucion de
la ecuacion diferencial ©(t) = f(x) que verifique ||x(to) — zo|| < & wverifica
que ||x(t) — zol| < € para todo t > to. En otras palabras, si ¢, es el flujo
asociado a la ecuacion diferencial, pedimos que si ||To — zo|| < J, entonces
lloe(Z0) — xo|| < € para todo t > t.

Es importante observar que este concepto de estabilidad no es equivalente
a la dependencia continua de la soluciéon respecto al dato inicial, ya que dicha
dependencia continua solo permite afirmar que la condicion ||z(t) — zo|| < e
se cumplird para un cierto intervalo acotado de tiempo (a condicion de exigir
que ||z(ty) — xo|| < 6) mientras que en la definicion de estabilidad se exige
que esta condicion valga para todo t > .

Definicién 3.0.5 Se dice que ¢ es asintdticamente estable, si es estable y
existe un 61 > 0 tal que si ||x(ty) — xo|| < 01, entonces la solucion x(t)
converge a xo cuando t — 400, es decir:
i [x(t) — ] = 0

Definicién 3.0.6 Consideramos ahora una funcion V=V (z). Diremos que
V' es semidefinida positiva si V(x) > 0 (semidefinida negativa si V-<0). Se
dice que V' es definida positiva si V(xg) = 0 y existe un entorno U de x tal
que V(x) > 0 en U — {xo}. Similarmente, V' es definida negativa si en un
entorno punteado U — {x¢} de xy se verifica que V(x) < 0.

Definicién 3.0.7 Si V(z) es de clase C', definimos la derivada orbital de
V' a lo largo de una solucion de ©(t) = f(x) por

V(l’,t) = <VV(:L’,t),f(l’,t)>

Notamos que si x = z(t) es una solucidn, entonces por la regla de la cadena:

d .
Teorema 3.0.5 Sea xy un punto de equilibrio para el sistema @& = f(x,t).
Si en un entorno de xo existe una funcion V = V(x) de clase C* tal que
V(zg) =0,V es definida positiva en un entorno de xo, y su derivada orbital V
es semidefinida negativa (o sea: V < 0) entonces xo es un punto de equilibrio

estable en el sentido de Lyapunov.
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Una funcion con las propiedades requeridas en este enunciado se denomina
una Funcién de Lyapunov.

Demostracion: Dado € > 0 consideramos la esfera
S =S(xp,e) ={x e R" : ||z — x| = £}

y definamos el ntimero:
m = mSin V(z) >0

(que se alcanza en virtud de la compacidad de la esfera S y la continuidad
de V).

Como V es continua y V(x¢) = 0, deducimos que existe un 6 = () > 0
tal que V(x) < m si||z — || <.

Entonces si (t) es una solucion tal que ||z(ty) — zo|| < ¢, afirmamos que
|x(t) — xo|| < € para todo t > ty. En efecto, en caso contrario, por el teorema
de Bolzano existiria un ¢; > t; donde la trayectoria z(t) corta a la esfera S,
vale decir: ||z(t1) — xo|| = €.

Tenemos que V(x(t1)) < V(z(ty)) ya que V es decreciente a lo largo de
las trayectorias, en virtud de la hipotesis de que V' < 0. Pero: V(z(t1)) > m
por la definicion de m, y V(z(to)) < m por la eleccion de elta. Luego esto es
una contradiccion.

Esta contradiccion provino de suponer que la trayectoria z(t) se escapaba
del interior de la esfera S, luego debe ser ||z(t) — z¢|| < & para todo t > t,
como afirmamos.

Observacion: El hecho de que la trayectoria no pueda escaparse del
interior de la esfera S implica que la solucion z(t) debe existir para todo
t > 0.

0

Ejemplo: Volvamos al ejemplo del péndulo con rozamiento. La energia

mecanica: ]
g 2

—1-2 0+ =
V ] cost + 2w

puede ser utilizada como funcién de Lyapunov. En efecto, calculando la de-
rivada orbital:
ATE (% —sen 9,w>

V:<V‘/,f>:—k:w2§0
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En consecuencia de acuerdo al teorema, la posicion de equilibrio 6 = 0,
w = 0 es estable en el sentido de Lyapunov.

En el caso k = 0 tenemos V = 0 pues tenemos conservacion de energia
mecanica.

Teorema 3.0.6 Sea xy un punto de equilibrio para el sistema & = f(x,t).
Si en un entorno de xq emiste una funcion V = V(x) de clase C' tal que
V(xo) =0, V es definida positiva en un entorno de xq, y su derivada orbital

V' es definida negativa (o sea: V< 0) entonces xy es un punto de equilibrio
asintoticamente estable.

Demostracion: Por el teorema anterior, xg es un punto de equilibrio esta-
ble. Luego las soluciones se mantienen en la bola cerrada B = B(zg,¢), a
condicion de elegir el dato inicial x(¢y) suficientemente proximo a .

Notamos que como V(z(t)) es estrictamente decreciente a lo largo de las
trayectorias z(t), debe existir

tEeroo V(z(t)) = igf Vi(z(t)) =1

Afirmamos que | = 0. Si fuera [ => 0, tendriamos que V(z(t)) > [ para
todo t > to. Como V es decreciente a lo largo de las trayectorias la orbita
x(t) debera mantenerse dentro de la region

C={yeR":a<V(y) <Vo}

siendo V' (0) = V (z(ty)). Como C' C B,y C' es cerrada por ser V continua,
deducimos que C es un compacto. Por lo tanto, existe:

—p=1nf V(y) <0

Entoces deducimos que:

V(a(t) — V(z(ts) = / Vi(a(s)) ds < —ut

to
Esto implica que V' (x(t)) tiene que hacerse negativa para t grande, contra
la hipotesis. Esta contradiccion provino de suponer que [ > 0, luego [ = 0, es
decir:

lim V(z(t)) =0

t—+4o00
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Sea ahora t,, una sucesion cualquiera de tiempos que tiende a +oo. Pode-
mos extraerle una sub-subsucesion ¢, tal que z(t,, ) converge a algtn z; (por
la compacidad de la bola B), y entonces por la continuidad de V' tenemos
que V(zy,) — V(z1). Pero entonces, V(1) y como V es definida positiva,
T = 0.

Como esto vale para cualquier sucesion de tiempos que tiende a infinito
concluimos que z(t) — z( cuanto t — +o0. O

Ejemplo: Consideramos el sistema no lineal

1;1 = —2.1’2 + Tox3
I:Q = X1 — T1T3
Ty = T1%3

El origen es un punto de equilibrio de este sistema, y

0 -2 0
DfO)=|1 00
0 00

De modo que D f(0) tiene autovalores 0 y £2i (se trata de un punto de equili-
brio no hiperbolico). Y no es posible utilizar el método de linealizacion para
analizar si se trata de un punto de equilibrio estable, de modo que usare-
mos el método de Lyapunov. ;Pero como podemos encontrar una funciéon de
Lyapunov?

Una funcion de la forma

2 2 2
V(z) = c12] + cox5 + c3x

con ¢y, ca, c3 > 0 es con frecuencia conveniente, por lo menos cuando el siste-
ma contiene algunos términos lineales. En este caso encontramos,

1.
§V(J]) = (Cl — Co + Cg)(—201 + 62)1711‘2

De modo que si ca = 2¢1 y ¢3 = ¢; > 0 tendremos que V(z) > 0 parax # 0y
V = 0 para todo z € R%. De modo que V sera una cantidad conservada (Las
trayectorias del sistema viven en el elipsoide 2% 4 2735 + 73 = ¢ y el orgien
resulta estable en el sentido de Lyapunov.

Ejemplo: Consideramos la siguiente modificacién del ejemplo anterior
1:1 = —21’2 + Tox3 — JZ?
352 = X1 — 13 — l’g
Zﬁ3 = T1x3 — l’g
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La funcién de Lyapunov que encontramos en el ejemplo anterior:
V(z) =23 + 25 + 13

satisface que: '
V(z) = —2(x] + x5 + x5) < Osiz # 0

En consecuencia de acuerdo al teorema anterior el origen es asintoticamente
estable para el sistema no lineal (aunque no es un sumidero para el sistema
linealizado).

Ejemplo: Consideremos un sistema mecénico newtoniano
m = —VU(q)

Introduciendo la variable p = mq podemos escribir este sistema en la forma
de un sistema Hamiltoniano

_ oHd
{92
p = —@—q:—VU(Q)

siendo
_ lpl?
- 2m
la funcion Hamiltoniana que expresa la energia mecénica en términos de las
coordenadas (¢, p).

Si la funcion U (energia potencial) tiene un minimo estricto en ¢ = ¢
entonces la funciéon

H = H(p,q) +Ul(q)

V(z) = H(p,q) — Ulqo)

es una funcion de Lyapunov en un entorno de xq, luego xy serd un punto de
equilibrio estable.

3.1. Un teorema de inestabilidad

Teorema 3.1.1 (Chetaev) Sea zy un punto de equilibrio del sistema & =
f(z) ysea V: D — R una funcion definida en un entonto de D de xq tal que
V(zo) = 0 y tal que ezistan puntos x, arbitrariamente prozimos a xoy donde
V(z,) > 0 (Esto es: una sucesion x, tal que x, — xo donde valga esto).

Sea r > 0 tal que B, = B(z,0,7) = {y € R" : ||y — x| < r} C D.
Definamos el conjunto



Notas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias - (©)2008 Pablo De Napoli 44

U={y€B, :V(y) >0}

SiV >0 en U, entonces x = 0 es inestable.

Demostraciéon: El conjunto U es abierto. Su frontera consistird en puntos
donde V(y) = 0 y puntos donde ||y — zo|| = r (parte de la esfera). Como
V(zp) = 0, 0 esta en la frontera de U.

Elijamos x,, € U. Y sea V(x,) = a > 0. Entonces la trayectoria z(t) que
comienza con z(ty) = x, debe dejar U. Si suponemos que por el contrario
x(t) € U para todo t > tg, tendremos que V(x(t)) > a para todo t > o (pues
V>0enU)

Sea 1 = min{V(y) : ||ly — zo|]| < r,V(y) > a} > 0 (que existe por ser el
minimo de una funcién continua en un compacto) Entonces:

t
V() = Viz) = [ V() ds 2 utt 1)
to

Luego V(z(t)) — +oo cuando ¢ — 4o00. Lo que es una contradiccion
pues z(t) € U y V es acotada en U. (por ser una funcién continua en un
compacto).

Esta contradiccion prueba que z(t) debe escapar al conjunto U para algtn
t. Pero no puede escapar a través de la parte de la frontera donde V(z) = 0,
pues V es creciente a lo largo de las trayectorias. Luego debe hacerlo por la

parte de la frontera de U que es parte de la frontera de B,.
O
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