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SUR LES COEFFICIENTS DE FOURIER
DES FORMES MODULAIRES DE POIDS DEMI-ENTIER

Par J.-L. WALDSPURGER

Introduction

Soit fune forme modulaire holomorphe parabolique de poids demi-entier, propre pour les
opérateurs de Hecke. On sait depuis Shimura [S] qu’il existe une forme modulaire ¢,
holomorphe de poids entier, propre pour les opérateurs de Hecke, ayant mémes valeurs
propres que f pour ces opérateurs. Soient n et m deux entiers, a, (f) et a,, (/) les n-iéme et m-
ieme coefficients de Fourier de /. Si m/n est un carré, on sait exprimer a,, (/) en fonction
de a,(f) et des valeurs propres des opérateurs de Hecke. Cela raméne le calcul de a, (/) au
cas ou n est sans facteur carré. On se propose de démontrer que dans ce cas, a,{f) [plus
précisément son carré a,, ()%} s’exprime en fonction de la valeur au centre de symétrie (pour
I’équation fonctionnelle) de la fonction L associée a la forme ¢, tordue par le caractére
quadratique associ¢ & n. Comme on le sait, ces valeurs s’expriment elles-mémes en fonction
des « périodes » de la forme ¢,. La possibilité d’exprimer a,(f) en fonction des périodes
de @, avait été conjecturée par Shimura, et démontrée par Shintani [Sh].

Le point crucial de la démonstration apparait comme une application pratique de [W], et
se traite rapidement (prop. 18). La longueur de l'article, et de 1’¢nonce du théoréme, tient a
une difficulté secondaire, de nature locale. Il ne semble pas possible de (1. e. 'auteur ne sait
pas) définir pour les formes de poids demi-entier, une bonne notion de newforms, c’est-a-dire
de telle sorte que I'ensemble des newforms ainsi défini vérifie le théoréme de multiplicité un, et
permette de reconstruire 'espace des formes modulaires tout entier par des transformations
simples. Dans un sous-espace propre pour les opérateurs de Hecke, on ne peut pas choisir
raisonnablement une fonction particuliére. On est donc conduit a les décrire toutes.

1l'y aurait plusieurs fagons d’énoncer le théoreme. On a choisi ici de mettre en évidence les
sous-espaces caractéristiques des opérateurs de Hecke.
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376 J.-L. WALDSPURGER

I. — Enoncé du théoréme

1. Soient k un entier impair, k=3, N un entier positif divisible par 4, ¥ un caractére de
Dirichlet défini modulo N. Si k=5, on note S, (N, x) l'espace des formes modulaires
paraboliques de poids k/2, de caractére x, pour le groupe I'q(N)[S]. St k=3, on note
S3.2 (N, x)lesous-espace des formes orthogonales (pour le produit scalaire de Petersson)aux
séries théta provenant d'une forme quadratique a une variable. Si p est un nombre premicr ne
divisant pas N, on note T(p?) I'opérateur de Hecke agissant dans S, (N, x) [S].

Soient M un entier positif, p un caractére de Dirichlet défini modulo M. On note
Si— 1 (M, p)l'espace des formes modulaires paraboliques de poids k—1,de caractére p, pour
le groupe I'; (M), et Si™, (M, p) le sous-ensemble (fini) des newforms [Li]. Si p est un

nombre premier ne divisant pas M, on note T(p) l'opérateur de Hecke agissant
dans S; (M, p). On pose :

)= U SETM, ).

o M0

new

Soit ¢ & S™, (1t). On note M (@) le niveau de @ [i.e. 'entier M tel que @€ S;™, (M, p)]. Si p

est un nombre premier, pY\M(@)., on note X, (¢) le nombre complexe tel que
T(p)e=»~, (). Sivest uncaractére de Dirichlet, on note @v la newform de caractére pv?

telle que A, (@V)V(p) 2, (@) pour presque tout p.
SifeS ,(N,x),oupeS, | (M,p),onnotea,(f)oua,(p) les coefficients de Fourier de f

ou ¢. Pour ze C, Imz>0, on a les égalités :

j(z)= Z an(f) ()Zninz’ (.P(Z): Z a"((P)emtinz.
n=1 =

n=1

new

A une forme modulaire ¢ € S}, (1), resp. 4 un caractére de Dirichlet v, onsait associer une

fonction L(g, s), resp. L(v, s). C’est une fonction d’une variable complexe s définie par la
série de Dirichlet ci-dessous pour Res assez grand et par prolongement analytique en

général. Notons ¥ le caractére primitif associé a v. et S(v) 'ensemble des nombres premiers
en lesquels ce caractére est ramifié. Pour Res assez grand, on a :

o

Lg, s)=22m)" """ T(s—1+k/2) Y a,(o)n' *7¥2,

n=1

L(v, s)=Lg(v,s) [] (1=2(p)p ") "
peSll')
ou :
O
T2 ((s+1)/2) st v{=1)=—1
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Ces fonctions vérifient des équations fonctionnelles « en s—1—s». On note £(v, s) le
« facteur € » tel que :
Liv ', I=s)=e(v,s)L(v, s).

2. Soient donc k et y fixés. On se propose de décrire I'espace S, > (N, y ). 1l est nul si

new

x(—1)=—1. On suppose donc y (—1)=1. Soit ¢,€S;™, (x*). Posons :

S 2 (N, X, (Po):‘{fe Si.2 (N, l)’ T(Pz).f':?lp (¢,) / pour presque tout pY N }
ProposiTiON 1 (Shimura). — On a ['égalité :

SA Z(Na l)=®sl\ Z(N’ X_» (P(})s

la somme érant prise sur tous les i
0E Dk

Fixons désormais ¢, € Si™, (x

2). On sait qu’on peut associer & @, une représentation
automorphe p, [111, A]. Si p est un nombre premier, p, a une composante locale p,, , quiest
une représentation de GL, (Q ). Soit S I'ensemble des p tels que p,,_, ne soit pas de la série
principaleirréductible (111, A]. Si p¢ S, notons p, ,etp, ,lesdeuxcaracteresde @, telsque
Po. p~T (K. »» K2 ). On considere 'hypothese :

(H1) Pour tout p¢S, on a l'égalité pu, ,(—1)y=p, ,(—1}=1.

ProrosiTion 2 (Flicker). — Il existe N tel que S, (N, y, ©)# {01 si et seulement si
Phypothése (H 1) est vérifice.

3. Soit g, le caractére défini par y,(n)=y(n) (—=1/n)* "* Soit p un nombre premier,
notons v, la valuation p-adique de @ ou Q,[I1, 1]. On peut définir un entier ﬁ,,, et pour
tout ee N, unensemble U, (e, ¢,) de fonctions definies sur Q7. La definition de ces objets est
longue, et nous la reportons au Vill. Donnons simplement quelques indications sur leurs
proprictés :

I 51, et U, (e, ,) ne dépendent que des composantes locales en p de la représentation
automorphe p, et du caractere ¥ ;

29 on a les inégalités :

r, (Mg <n,<v,(M(@,)+1  si p#2,
ry(M(9y)+ 1=n, S0, (M(9g))+3;

3° pour eeN, I'ensemble U, (e, ¢,) est fini, a au plus deux éléments si ps# 2, quatre
¢léments si p=2. Il est vide si e<np, mon vide si e—n

4° les fonctions appartenant a U, (e, ¢,) sont deflmes sur @, a support dans 7, Q,,
continues (et méme invariantes par l'ensemble Z;Z des unités de Z, qui sont des carres);

5° dans le cas général, i.e. si p#2 et si p ne divise ni M (¢,) ni le conducteur de x,, on a
n,=0,et U, (0, ¢,)={c})}, ol ¢, est la fonction définie de la fagon suivante : pour ue Q,;

si v, (u) <0, §(u)=0;

s10,(u)=0:
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oL

S Supr )X = =(p, ), 2o (P p PRI =2, (o) p' T2 X+ 70 (p)X?)

h=0
siv, (u)y=1":

o,

Y Sup)Xi=(1 =k, (@) p' P X+ xa(p?)X) 7,

h=0
ou( , ),estlesymbole de Hilbert défini sur Q@ x Q. En particulier cS(u)=1siv,(u)=0
ou 1. Ces formules sont liées & celles exprimant I'effet de I'opérateur T ( p?) sur les coefficients
de Fourier d’une forme modulaire de poids demi-entier [S].

On pose N(9,)=]] P
»

4. On note N* I'ensemble des entiers positifs sans facteur carré, et pour neN, n=1, n*
'unique élément de N (nQ*?). Soient A une fonction de N* dans C, et E un entier

divisible par N(g,). Posons e,=v,(E) pour tout nombre premier p, et soit cg=(c,) un
élément de [JU (e, ¢,), le produit étant pris sur tous les nombres premiers p. Si n21,

14
zeC, Im z>0, on pose :

a,(ce. A)=A ) n* =2 [Te,(n),
r

x

f(gt, é)(Z): Z an(EEv A)C)Zrlin:‘

On note U (E, o, A) I'espace engendré par les fonctions f(cg, A) pour cce [ U, (e,, ¢y).
P

On considere I'hypothése :
(H2) L’une des conditions suivantes est verifiée :
(@) la composante locale p, , nest pas supercuspidale;
(b) le conducteur de y, est divisible par 16;
(¢} MA(,) est divisible par 16.
SiteQ”, on note y, le caractére de Dirichlet quadratique associ¢ & I'extension @ (\/'t). En

particulier, si te @™, X (n)=1 pour tout ne Z, n#0.

THEOREME 1. — Soit ¢, €S (3*). Supposons que @, vérifie les hypotheses (H 1) et (H 2).
I existe une fonction A” : N* — C, telle que :

(i) pour te N* :

A% (1) =L(poxo %o 1/2)&(o ' Xi 1/2),

(il) pour tout entier N1 :

32 (N, %, 900)=@U(E, ¢, A™),
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sommé sur les entiers Ez 1 tels que T:I((p()) | E|N.
Comme on le voit, la signification essentielle de ce théoreéme est qu’on peut definir une base
de I'espace S; » (N, x, @) telle que si fest un €lément de cette base et si # est un entier sans

facteur carré, le coefficient de Fourier a,(f) soit le-produit de deux termes :
— T'un est un produit de termes locaux, chacun de ces termes ne dépendant que du
comportement local de @, et de :

— lautre, plus intéressant, est de nature globale. Son carré est la valeur au centre de
symétrie de la fonction L de la forme @, tordue par un caractere dépendant de n.
La définition des ensembles U, (e, ¢,) [VIII] met en évidence les sous-espaces

caractéristiques des opérateurs T ( p?). En particulier soient ¢, ={c,) € ﬂ U,(e,, ¢g), et pun
p

nombre premier. Supposons que p soit du cas genéral [1, 3], ¢,=0, cp:c'?,. Alors f(cg, A™)
est fonction propre pour T(p?), de valeur propre A ,(@,).

Les inégalités 2du I, 3 confirment le fait que sif€ S, » (N, ) est propre pour les opérateurs
de Hecke, le niveau de son relévement de Shimura ¢, divise N/2 (mais ne lui est pas toujours
égal).

COROLLAIRE 1. — Soit Nz 1. Si le conducteur de ¥ nest pas divisible par 16, on suppose

que N n’est pas divisible par 8. On a alors la décomposition :

Sl\ Z(N’ X): @ U (E, (O é%)

e, E

sommé sur les ©,€S;™, (lz) vérifiant Uhypothése (H1) et sur les entiers Ex1 tels que
N(g,)|E|IN. .
Prolongeons y de fagon ¢vidente a I'ensemble des teQ” tels que v, (t)=0 pour tout p

divisant le conducteur de y.

CoROLLAIRE 2. —  Soient ©@,¢€ ‘ff’l(lz), vérifiant  Uhypothése (H1), Nzx1,

1€Sc (N, %, ©g)s 7ys n, e N*. Supposons que 11,/1126@;2 pour tout p|N. Alors on a

Iegalite
anh (1)2 L((p()L(T 1 K”J’ 1/2)&(”2/}71)’7927 ! :an: (}()2 L((PH X(T : Xn‘« 1/2)”5.27 : .

Il est implicite dans ces énoncés que N est divisible par 4 et par le conducteur de y.

II. — Notations, normalisations, formulaire

1. Lalettre p désigne toujours un nombre premier. On note v, la valuation associée, définie
sur Qou Q,.Lesymbole U, désigne le complete de U en une place ¢. On définit dansla suite
des objets relatifs & une place v de 2. On les indice par la lettre v. Si v est associée 4 un
nombre premier p (resp. est la place réelle), ce qu’on notera parfois v = p, on pourra aussi
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bien les indicer par p(resp. R). Soient A I'anneau des adéles de U, A" le groupe de ses idéles.
2. Si X est un caractere de Dirichlet défini sur Z, on note x le caractére de A* /Q~ associé
ax.0n ay=®7y,, produit sur toutes les places v de Q, avec y5(t)=1si reR . et, pour

v

presque tout p, y,(p)=x(p). Si teQ*, on note y, le caractére quadratique de A* /Q*
associé a ’extension G;D(\/E).

On note { le caractére de A/Q, de composantes locales ,, tel que si 1e R, VY (1) = ?mit,
Si p est premier, reZ, meN, on a I'égalité ;

\ij ([p* m ) — (]‘27([/[7

Soit r une place de Q. Si ve @, on nole V' le caractére §¥ ()=, (vt). On note (. )le
symbole de Hilbert, défini sur @ x @, a valeurs dans {+1]. Pour te @, on définit le
facteur de Weil v, (1) associé au caractére Y, et a la forme quadratique x> [Weil], p. 19, et :

ToO=(t, 1,7, (0)y, (1)
On a les ¢galiiés :

v (1H)=1
Si vest réelle, on note | . |, la valeur absolue usuelle, d, r la mesure usuelle,ydf t=\t| td, t.
Soit K, =SO, (R). On choisit pour mesure de Haar sur K., celle de masse totale 1.Si v=p,on
note | . |, la valeur absolue de @, telleque|p|, =p~',d, tlamesure de Haar sur @, donnant

a Z, la mesure 1, d t la mesure de Haar sur Q, donnant & Z) la mesure 1. On pose
K,=GL,(Z,). On choisit pour mesure de Haar sur K, celle de masse iotale 1.

Ces définitions conduisent naturellement & des définitions globales(sur A)de ¥, 7, etc. En
particulier si te Q”*, y(1)=1.

3. On note G le groupe algébrique GL,, Z son centre. Soit ¢ une place de @, ned,
a, te Q. On définit les ¢léments de G,

_/1 n _fa O q[_IO ‘_"Ol
ﬂ“(01’ o 1) =Ly ) “_(—10'

On choisit pour mesure de Haar sur Z, \\G,. la mesure :
dog=d ad n d k st g=z(t)ank avec keK,.
On a ici aussi des définitions globales analogues. Sir=petmeN, on note K, (m)’ensemble

‘a b
des matrices (a I)EKI, telles que v, (c)=m.
¢ d

4. Si ¢ est une place de @, on note S, le groupe métaplectique, extension de degré 2
de SL, (Q,). De méme S, désigne le groupe mctaplectique, extension de degré 2 de SL, (A).
Rappelons qu'on peut identifier S, (resp. §,)a SL, (Q,)x{ £1] [resp. SL,(A) x {£1}]1a
multiplication étant définie au moyen d'un cocycle B, (resp. $,) :

(0, €)(c’, &')=(oc0’, e&' B(o, o)),
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e

b
B=P, ou B,. Ces cocycles sont définis de la facon suivante. Soit Gz(? d)e SL, (€2,). On

pose x(o)=csic#0,x(c)=dsic=0.Sivestréelle,s, (6)=1.Sir=p,s,(c)=(c, d), sicd #0
et v,(c) est impair, s, (6)=1 sinon. Alors :

B, (o, o)=(x(0), x(c')), (—x(c)x(c'), x(co’)),s.(c)s, (6')s, (co').

Soit 6=(c,)eSL, (A). On posc :
salo)=[]s.(c,),  Balo,o)=[]B,(c,.c))

L’application 6—(5, s,(0)) est un homomorphisme de SL, (@) dans S,. On note S son
image. Si 0eSL,(Q,) [resp. SL, (A)], on note encore & I'élément (o, 1) de S, (resp. S,). Si
ce8§,, onnotera parfois ! . I'¢élément de S, de composantes locales 6., avec 6, =, 5, = 1 si
v'# 0. On pourra aussi le noter simplement o si cela ne crée pas de confusion.

Si U est un sous-ensemble de SL, (Q,) [resp. SL, (A)], on note U son image réciprogue
dans §, (resp. Sa).

On pose I',=SO,(R), I' =8L,(Z,). Si neN, on note I',(n) I'ensemble des matrices

P

(a Z;>el"p telles que v, (c)zn. Si neQ,, ae@ (resp. n€A. aueA”), on définit les
¢ oG

¢léments de S, (resp. S,) :

[N fo 0 [ 01
(o Tp () ()

(n et w désignent donc, suivant le contexte, des éléments de G ou S). On choisit pour mesure
de Haar sur I',, celle de masse totale 1.

5. On note .«/,, I'espace des formes automorphes paraboliques sur Sy \.§,, /4 le sous-
espace des formes orthogonales (pour le produit scalaire de L2 (Sq \SA)) aux séries théta
provenant d’une forme quadratique 4 une variable. On note A, (resp. A ,) I'algebre de
Hecke du groupe S, (resp. S,). Ces algebres agissent dans I'espace .7,. Si ve O~ et 1€.97,,
on définit le v-iéme coefficient de Fourier de ¢. C’est la fonction sur S, :

c—W(v, 1, c):j tmo)y(—vn)dn.
@ \A

Soit p un caractéere de A*/Q*. On note </, (1) Pespace des formes automorphes
paraboliques sur Gg \G,, de caractére central M. Sip=1, on note simplement
o y=./,(1). On note #, (resp. H ,) lalgébre de Hecke du groupe G, (resp. Gy). Ces
algebres agissent dans l'espace .o/, (u). Soit p une representation de #, dans un sous-espace
irréductible de .7, (1). On note L(p, s) la fonction L associée a cetie représentation [JL],
p- 350. De méme, si p, est une représentation admissible irréductible de H . de dimension
infinie, on note L(p,, s) sa fonction L associée.
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6. Pour 8e R, on pose :
" cosB  sin6
kb)= I
©) (—sin() c:osB)E "

et:

(k(6), 1) si Qe v Mdnn—mn, 4nn+nl,

i(‘(e):{ nelN
(k©), = 1) si 6e uldnn+n, dnn+3nl

nely

On vérifie que k est un isomorphisme de R/4n 7 sur T
Soit p un nombre premier. St p#2et t€Z,, on a I'égalité :/1,(r)= 1. Par contre, s1 p=2:

L(M=%06)=1, 7:03)=7:(7)=—1,
1.e. pour teZj :
Vo) =(1/2) 1 —i+(1+i)7_ ().

b
Soit G=(a d)erl(2). On pose :
(,

gz(o)z{

On vérifie que €, se prolonge en un caractére impair du groupe I', (2).

S(d) e, d)y s, (o) si ¢#0,
5 (d) si ¢=0.

-2 =21

Rappelons les formules :
sip#2,ettel, :

3 e, st ()=0,
Z (p’ “)p\b,;(”[p )’—{0 Si l“p(f)?é();

ueldipZy*

(—1, —1),=—1, (2x —1),=7,(2)=1.

7. Si B’ est un sous-ensemble d’un ensemble B, on note car(B’) la fonction caractéristique
de B’, et car(B’, x) sa valeur en un point x de B.

Soit p un caractére de Z,. On note n(u) le plus petit entier n tel que p soit trivial
sur 1+p"Z,, si p est ramifie, et n(n)=0 si p est non ramific. Pour p=2, il n'y a pas de
caractére u tel que n(p)=1.Si teQ,, on pose :

Ny, [):J H(u) U, () d™ u.
z
On a les egalités :
— soient he Z, ael, :
stp=1: [ si k=0,

N, pta)y={ —1/p~1) si h=—1,
0 si h<—1;
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sip#l;
W S H@n, pt st h=—n(p),
i p a)—{() si h# —n(p);
— sip#2,
N e P D=(p=1)""p" 2y, (p) %
— sip=2:

LEMME 1. — Soient i un caractére ramifié de Z ,, n=n{(p), m la partie enticre de (n+1)/2 :

1° il existe a(p)eZ, tel que pour tout ue”Z
pll+p" )=y, (p" "a(p)u);

2° soit a(pn) comme ci-dessus. On a I'égalité :

N, p~=p" "(p—1) " " u(—a@) VY, (=p "a@) Y p(14+p" "), (—a(p)p™"u),

la somme Stant prise sur lesueZ Jp*™ "2 sin# 1, surlesueZ /pZ  telsque u=—1 mod
1 r P 4 1 r ]
sin=1;

3% Soient a(p) comme ci-dessus et W' un caractere de Z; tel que n(w')y<n—m. Alors :
Nup', p ")=p (=a@)n, p .

Soit maintenant g un caractére de ;. Onpose n(n)=n(p|;x ). Pour se C,onnote L, s)
la fonction L de p, et £(u, s) le facteur € de p relatif au caractére . On a les formules :

e(u ', 1/2)=p(=Dep, 1/2)7",

si p est non ramifié, e(u, 1/2)=1;
si p est ramifi¢;

S(u, 1/2):(‘1)—1)‘0"(“)"2_1 H(p*”(kl))n(ullrx’ p*n(ll))_

III. — Le dictionnaire

A. La correspondance entre formes modulaires de poids entier et formes automorphes
sur G, ¢tant bien connue, on se bornera ici a donner un formulaire.

1. Soient k un entier impair, k=3, M un entier positif, p un caractere de Dirichlet défini
modulo M. On a dé¢ja défini les ensembles S, (M, i), i, (M, p) et S§™, (1). Si pest un
nombre premier, on note T(p) ou T’ (p), selon que p M ou p|M, I'opérateur de Hecke
agissant dans S, (M, p). Soit @eS¥;(n). On note M(p) le niveau de

@, m,(@)=v,(M(9)), L,(¢) oul,(p), selon que psf M(¢p) ou p|M(g), le nombre
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complexe tel que T(p) =2 ,(@) @ ou T'(p) =2, () @. On pose k,(¢)=p' "** L (¢), ou
A (@)=p' "¥2 1! (9). Si pf M(9), on note o, (), e} (p) les nombres complexes tels que
o, (@) 4+, (@)=%,(¢), o, (@), (@)=p(p).

2. Soient maintenant y un caractére de Dirichlet et ¢, € S}™ (x ). On peut associer a @,

une représentation automorphe p, de #,, de composantes locales p, ,. Rappelons la
définition de ces représentations. On utilise les notations de [J-L] en ¢e qui concerne les
représentations de ¢, :

1° pour la place réelle, p, ,~o(|.[**7", .} 7*%).

Soit p un nombre premier. On note 2, 'ensemble des caracteres de Dirichlet primitifs de
conducteur une puissance de p (en convenant que le caractére un appartient a € );

2% py. ,estsupercuspidale si et seulement si pour tout peQ . m (@ p)Z etk (@, p)=0;

3° py. , est speciale si et seulement si les deux conditions suivantes sont verifiées :

(1) pour tout neQ, m, (e p)=1;

(ii) il existe un unique u*eQ, tel que A, (@, p")#0.

Dans ce cas, p,, ,~ G (1, Lo} avec ju, (p) =2, (@ 1" ). py(p)=ph, (@, "), et pourueZ;,

4] -1y

My (u)=py)=p,u ")

4° p,. ,est de la serie principale irreductible si et seulement si I'une des conditions ¢ ou b
suivantes est vérifiée :

(a) il existe p°eQ, tel que m, (@, u*)=0:

{b) (i) pour tout peQ . m, (@, p) 21, et(ii) il existe deux €lements distinets p L EZ €Q tels

que &}:(‘P()El)?éoa &}:((P()EZ)#O-

Alors p, ,~m(u,, 1,), avec :

— dans le cas (a), W{p)=2,(@O,u"). w(p)=2,(0,pn"). et pour uel,,
() =g (u)=p) ")

— danslecas (b), b, (p)=2,(@u k'), W p)=2, (@, 7). etpour ueZ,, p (u)=p,(u "),
l-lz(u)=l~l,2,(u‘ Y.

Avec les notations du I, 1 et du II, 5, on a bien sur I'égalit¢ des fonctions L :
L@y, s)=L{(po. s).

3. Avec les mémes notations, on obtient en sens inverse les lormules suivantes :

~ Sl Py, ~ Ty, Ko ) By By D # ] s onam, (@) =n (i) +n(p,),

e sim, (0)=0, A, (@)=, (p)+H(p)

e sin(p)>0, n(u,)=0, k;(‘Pu):Hz(p),

® sin(u,)>0, n(p,)>0, k;a(q)o):();

= S1 Py, p~ O, Ba)s 1y w, =1 [, ona ’“,;((Pu)‘_‘sup(l, n(py)+n(ps)),

o sim,(@o)=1,2,(¢,)=u,(p)

® Sim,(00)>1, h,(0y)=0.

4. Plus généralement, on a le lemme suivant. Soient p un nombre premier, T une
représentation admissible irréductible de G, de dimension infinie, , son caractére central,
m(n) son conducteur ([D], 2.2.7).
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LEMME 2. — 1° Soient p,, y, deux caractéres de O, pg=p, fl; ' :
(1) si po#i- |, et *~m(Wy, W), on a légalité m(m)y=n(pu,)+npy);

(i) sipo=|. |, n(p)=np)Z 1, et i~ (uy, Ky), on a légalité m(n)=n(p,)+np,)

(i) si po=|. 1, n(u)=n(,)=0, et T~ ,, Ky), on a ['égalité m(n)=1.

2° Si w est supercuspidale, m(m)Zsup(2, n(wy)+1+0v,(2)).

Démonstration. — Le 1 est facile, on peut utiliser les méthodes qui seront développees
wu VI, ou dire que m () est I'entier tel que £(m, s, ,)=p~ "™ * 4 une constante pres [J. L],
3. 75, et qu’on connait explicitement ce facteur € ([JL], p. 105, 109).

Supposons 7 supercuspidale, réalisons © dans son modéle de Kirillov (relatif & ). Le
10uveau vecteur de m ([D], 2.2.7) est la fonction ¢ =car(Z,). Avec les notations de [JL],
3. 44, pour tout caractére v de Z,, on a les égalités :

- ¢ i v# 1,
(v, 1}= ) .
si v=1,

d'ou :
- 0 s v#EV,
t{w)p (v, )=
AR {Cwol, 0 sov=v,
ou vy =y zx ([JL]. p. 46). Soit m(v) l'entier tel qué C(v, t)=c(v)t~ "™ ([JL}, p. 90).
. 1 b

Comme m () est le plus petit entier m tel que 7 (w) ¢ soitinvariante par les matrices (0 | )
pour tout bep”Z,, les égalités ci-dessus montrent que m(n)=m(vy '), i.e. m(n)=m(l)
([JL], p. 90). Onam(1)=2([JL], p. 90). Si @, est non ramifi¢, cela acheve la démonstration.
Supposons ®, ramifié et considérons I'égalité (i) de la proposition 2.11 de [JL], p. 50. On
pose v=p=1, d’ot m=n(w,), n=p =n(w,)—m(1)(on note p’' I'entier de cetie proposition
pour le distinguer de p). Le deuxiéme membre de 1'¢galité est non nul. Il existe donc un
caractére ¢ de Z, tel que :

Cp'+n(0)#:07 n(0713 pH)__/:O

La premiére relation implique p'+n< —2 ([JL], p. 90}, i.e. m(1)Zn(w,)+ 1. Si p#2, cela
achéve la démonstration. Supposons p=2. Si m(1)=n(w,)+ 1, n=p'= —1. La deuxiéme
relation ci-dessus implique o = 1. D’aprés la premiére, m(1)= —(n+p')=2, donc n{w,)=1,
impossible car p=2. Donc m(l)>n(wy)+1. [

B. LE DICTIONNAIRE POUR LES FORMES DE POIDS DEMI-ENTIER.
1. Soit H le demi-plan de Poincaré. Si zeC”, on note z''? la racine de z telle que

—n/2<arg(z''?)<n/2. Pour (a b)eft)(4), et zeC, on pose :
¢

d

ffa b c\ -~ {2
((* D)) ear

ou (‘7 est le symbole quadratique usuel [S], p. 59. Soient k un entier impair, k=1, N un
[¢

entier positif divisible par 4,y un caractére de Dirichlet définimod N, tel que  (— 1y=1.8if
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est une fonction holomorphe sur H, on dit que f est une forme modulaire parabolique de
poids /2, de caractere y, pour le groupe ['((N), si :

a

b
d)el'(,(N), on a I’égalité :

faz+b la b k .
f(('z+d>zj((c d)’ Z) l(ﬂ')](z),

2¢ fest holomorphe et nulle aux pointes.

1 pour tous zeH, (
=1,

Onnote S, , (N, %) I'espace de ces fonctions. Si p est un nombre premier, on note T(p?)ou
T'(p*), selon que p\ N ou p| N, l'opérateur de Hecke agissant dans S, , (N, %) [S].
1\t 1y2 N N . _ B
Posons l():L(—) . Notons p (resp. p,) la représentation de #, (resp. # )
dans #/,,. Si v=p, on peut considérer p, comme une représentation de S,. Notons D
I'élément de Casimir de l'algébre enveloppante de I'algébre de Lie de S;. L’ensemble
;5 (N, 1,) est le sous-espace des éléments .o, tels que :
(1) sip\Netocel,, E),,(G)t:t;
. , a b -
(i) si p| N, p#2, et 6=(C d)el",,(v,,(N)), p (o) =% ,(d) L
o a b - -
(11) sI 0=( d)erz(t‘z(l\)), Po(0)1=6,(0) L2 d) 1
c
(iv) siBeR, pu(k(0))r=e™*"2y;
(V) Pa(D) r=[k(k—4)/8]1.
Les conditions (iv) et (v) signifient que la représentation de # engendrée par t est de la
série discréte de poids minimal k/2, et que ¢ en est un vecteur de poids minimal.

Pour z=x+iyeH, soit b(z) I'élément de S, :

Soit f€8; (N, % ). Il existe une unique fonction 1 definie sur S .84, continue, telle que
pour tous zeH, e R :
ty(b(z)k(0))=y"2e™ "2 f(2).
On note s 'application f >t .
PROPOSITION 3. — (i) si f€S] (N, 1), alors t € 574 5 (N, %)
(1) s est une bijection de S; 5 (N, x) sur .o/, (N, 1)

Démonstration. — Elle est standard. Vérifions simplement les formules de transformation

. . b
de , sous I'action des groupes compacts. Soient f€ S, , (N, x),zeH, G=(a d)er(,(N).
: = ¢
Posons : b
az +
z=Xx+1iy, =X+iY.
cz+d
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On a l'egalité :

on a l'égalité :

ou 0 est défini par :
be[—n, 1], sinb=cy'?Y"?, cosO=(cx+d)y 'Y A
D autre part :
G|[k:(0a ’SA )[IT 71' [dv SA(Gil)B}&(G-l’G))'

En utilisant I'invariance de ¢, sous Sg, on obtient I'égalité :

(1) .f'(aﬁb):Y'”e‘k“ o (o7t orpll [l (b

cz+d

D autre part :
cz4d=(cosB+isin0)y' Y "2,

((‘Z"‘d)] Z:‘_)I‘OZBD@(G*IH G)J‘l 4Y*14'

Comme f€S; , (N, %), on a égalit¢ :

_f(?if;):(;;)?z(d)* MO Bu(om L o)t Y T ()] (),

“az+b ‘¢ 5 - s
j(aid):(ZJ e (o o) Y ) (bi2)).

l.e.:

En comparant avec I'égalité (1), on obtient :

pI[ (o1, l_,:SA(G1)(2)“}2(0’)*'1(@[,,

r

d’ou par action de p[[](c],)]
P

(2) pi[T(el ), =s1(0 HB,, (o, 0 1)]( )“/v(d) x(d)" iy

Supposons ¢#0. On a B,(c, o ')=s,(c)s,(c '), d’ou:
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SA(67 X)I] B]r(07107 [)ZHSIJ(G)‘
¥l p
On a I"¢galité :

(2>=(c, d)g [] (e, d),=T] (¢, d),

pid pd
sip#2: ’
, e d), si p\d,
b"(G)_{1 si pld.

Eneffet,sip|d,v,(c)=0,car cetd sont premiers entre eux, doncs,, (o)== 1.8i phdetr,(c)est
pair, s, (c)=1e¢t(c, d),=1 carr,(c) et v, (d} sont pairs et p#2. Si p\d et v, (c) est impair,
s,(¢)=(¢, d), par definition. Donc :

su(e™ ) [[] By(o, o 1) (§)=sz(o)(c, ).

On a I’égalité :

x(@=] x, =TT x, ("
PIN

PIN

Sip#2, x,(d)=20. ,(d): st p=2, x,(d) v, (d) " *=7,(d)™ ' %0.-(d). L'égalité (2) devient :

5[1—](G|p)] ty =[H Xo. p(d)] 5:(0)(c, d), Vad)™! Ly

pIN

Par un argument de densité, il est clair que cette égalité équivaut aux conditions (i), (ii), (iii)
de la définition de .o, ,(N, %,). Sic=0, ces conditions sont encore vérifiées, par
continuité. [

Posons .7, , (N, yo)=; >{N, x,) " . Par définition de S, , (N, x) (I, 1), ona:

CoroLLAIRE. — L'application s est une bijection de S, 5 (N, ) sur (N, %0).
2. LEMME 3. — Soient feS; , (N, ), 1, =s(f),et neN, n2 1. Pour tout yeR, y>0,0na
l’égalité .
a,(f)=y e W n, £, di(317))
C’est immédiat. []

3. Soit p un nombre premier, f),, une représentation admissible de SI, dans un espace T,,.
Si p#2, on définit un opérateur TF agissant dans T,. Pour teT, :

T"l=_[ p,lc)tdo.
Ld (pl,
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Si ¢ est invariant par I, (sous f),,), on a l'¢galité :

T, o= Y polud,(p)e+ Y (po—u),p,up”’ Ditp,(d,(p e

weZip*Z uelZ/pZy™

Pour p quelconque, on note T le sous-espace des éléments de T, invariants par pp(u) pour
tout ue Z,. On deéfinit un operateur Tl, agissant dans TI, Pour teTU :

ueZlp'Z
Appliquons ces définitions a la représentation de SP sur .o/,,.
LEMME 4. — Soient p un nombre premier et [ € Sy 2N, x). On ales égalites :
) si RN, T, )= 72T, (P e (p ) s(TCP*)S )
(i) si pIN, To(s(MN=p"""27,(p)%0. HpTHs(T (P}

Démonstration. — Supposons pYN. Il est clair que T SS(f))E 5217“(\1' %o)- Soit
fr=s" (T,,(s(j'))) et nun entier, n = 1. D’apres le lemme 3 et les définitions, on a 1"égalite :

a,(f)=(S; +S; +85)e*™,

avece .
S;= Y W, p,lud,(p) iy, 1),
ueZ/p*Z
S,= Z (p, —u)pW(n p,,(up )[/5 1),
ue(l/pl]x
S3:W(”7 E)p(dp(pil))l./‘7 1)
Ona:

Z U, (un) W, t,,d,(p))

welipi?

Ici une Z, donc Vi, (un)=1, et S, = p* Win, t,, d,(p)). On a I'égalité :

dp(p):(dA( ) SA dA ITd (pa p)p)’

r#Ep

d’ou :
S, =p2(p. p), Wi []] Py (d, (P~ N, (dalp), salda(p)hds(p™H)).
4#p

Comme t €., ,(N, %), on obtient :

S, =p*(p.p)y H Yo ,(PNELd2(p 1) x Wn. o da(p). saldal pd=(p~ 1.

gIN
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On a
I] Xo. q(p}:X(».,;(P_i)»
qiN
Ez(dz(pii)):“?z(l’):?p(P)—l,
7,(p) " (P p)y =7, (D),
d’ou :

S, =2 7PV o (P~ YW, £, (dalp). salda(p))di(p™ ).
Si te.o/, et 5€S,, on a facilement I'égalite :
W (n, t. (da(p). salda(p)) 0)=W(np*, 1, ©).
En appliquant le lemme 3, on obtient alors :

Sl =€721m 1)2*1\"2 X(l. p(pil);:/p(p)anpz(f-)'
S,= (p. =)W, (nup” YW (n, 1, 1),

S.— p' 2y, (p)p. n), Win, t;. 1) si pYn,
- 0 st pln,

et, d’apres le lemme 3 .

:{ e (p, ), Y paytf) stopha,

S .
0 si pln.

Enfin un calcul analogue au calcul de S, conduit a I'égalit¢ :
S:s:e*ZK”P"'r‘ZX“. p(p):}./p(p)anp'z(.f)'
. h .
Remarquons que X, ,(p)=%o(p), et que le symbole quadratique (p) vaut 0 st p|n, et
(p, n), si pyn. On obtient :

H

an(.j,):‘?p(p)l)Z*kzl()(p—l)[anpl(f )_1_1)(1\'*3) 2 (p)X(](p)aix(j)+pk_2X(}(pz)anp :(f)]

En comparant avec la formule de [S], p. 64, on obtient :
a”(."/)::{p(p)p2*k-‘2&0(p_1{)a”(T(p2)j'),

d’ou l'assertion (i). Si p| N, un calcul analogue (ou.seul le terme S, intervient) conduit a
Pégalite (ii). O

4. Soient p un caractére de A*/Q", V un sous-espace irréductible de o (W), py la
représentation de #, sur V, et p un nombre premier. Si pv., est de classe un, on introduit
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I'opérateur T, agissant sur V. SiveV :

Tpl':j pv.,(g)tdyg.
K,.p. K

prie Ty

Cet opérateur n'a qu’'une valeur propre, qu’on note A, (V). En particulier, soit ¢, € ;™ (lz)
commeen 111, A2, et V, lesous-espace de .7, (x?) associ¢ & ¢@,.Si py M (0,), on a I'égalité :

}\‘p(v(l)=p1’.2 }Lp ((PO)'
Sott T un sous-espace irréductible de R posons :

Ty 5 (N, X())ZT(\‘;/AQ(N: Xo)s
SN, x, T)=s" ! (Th,2 (N, %o))-

Introduisons 'espace ¥ "' ({, T) [W], V, 4. On utilise les notations de [W].

new

ProrosiTION 4. — Soient ¢, €S}, (lz), V, le sous-espace irréductible de o7 , (y?) associé
a @, et T un sous-espace irréductible de ., :
(1) si S5 (N, %, TYNS, (N, 1, @) est non nul, on a l'égalité :

7, T)=Vo®x s
(i1) si ¢+ (U, T)=V,®x, ', on a linclusion :
SN, X, TYES, 2 (N, X, @0).

Démonstration. — Pour presque tout p, TI, a une seule valeur propre dans T, qu'on
note X,,(T). Si feS, > (N, x, T), f est propre pour T(p?), pour presque tout p, de valeur
propre Xp(j ). Dapres le lemme 4, on a 1’égalité :

k,;(.f‘)=17k“272&0([’)7,7( p) )LP(T)-

11 suffit donc de montrer que les conditions 1 et 2 suivantes sont équivalentes :
1° pour presque tout p, &, @ )=p">"2xo(p)7,(p) " %, (T);
2° 7, T):V()®'Xn’1-
D’aprés [W], prop. 13, on a I'égalité :
Mo (M) =7,(p)p" 2 1, (¥ (¥, T))
pour presque tout p. D’autre part :

Lu((Po)"zl?”“z*1 kp((Po):P(kiB)"’z 7Lp (Vo).

La condition 1 s’écrit dong :
10 pour presque tout b, )\’p (V(i):X(). p(p)xp(y/‘,(\l]’ T)):

i.e.;
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1" pour presque tout p, &, (¢ (¥, T))=1,(V,®xs ).
D’aprées le théoreme fort de multiplicité un sur G,, 1 équivaut a 2. [

COROLLAIRE. — Soient @y et Vo, comme dans 'énoncé précédent. On a I'égalité :

SA.J(N’ la QP()):@S;\ 2(N9 Ls T)a

sommé sur les espaces irréductibles T de .« tels que :
— ~1
P, T)=Ve®@u, -
Démonstration. — On a ¢évidemment :

Sk«‘z (N, l): @Skez(N, X,.’ T)

sommé sur tous les espaces irréductibles T de .#/,,. La proposition 4 montre que cette
décomposition est plus fine que la décomposition de la proposition 1. []

IV. — Sur la correspondance de Shimura

On va rappeler et préciser quelques notations et résultats de [W].

I. Soient H, I'espace des matrices 2 x 2 de trace nulle a coefficients dans A, ¢ la forme
quadratique sur H,, ¢(x)=—detx. Sive@Q”, on définit un sous-espace & (Ha) de
'espace & (H,) des fonctions de Schwartz sur H, (W], I). On note R la représentation
de G, dans % (H,) définic par :

(geGa, fe S (Ha), xeHy)  Rig)f(x)=flg 'xg),
ry la représentation de Weil de S. dans & (H,) attachée & la forme quadratique ¢ et au

. D 1
caractere Y. Soit x| :(

0 1 ), D, le groupe des matrices diagonales de G,.Si £eQ”, on

pose :

N = 0 1 ’ O:A:{QGGA;‘/>IX‘—(/:‘Y"}'
- &. 0 o A LR sJ‘

a b
Ce groupe O; 4 est I'ensemble des ¢léments de G, de la forme (bi )

Tous ces objets, qu’on vient de définir sur A, se définissent aussi sur un completé Q. Soit v
une place de @. On a fixé une mesure sur Z, \Gr (11, 3). On munit Z, \D,, de la mesure
d.d=da,sid=z(t)a, et D, \G,_. de la mesure quotient. Si e @, on fixe une mesure de
Haar d.  hsur Z, \bé. etonmunit O \G,. de la mesure quotient. On munit Z, \.Da

et Dy \.G, des mesures produits. Si £€Q*, on suppose que le produit @ d. , definit une

mesure d. 5 sur Z, \O;A, et on munit O; , \GA de la mesure quotient.
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2. Soit v une place de @, p une représentation admissible, unitaire, irréductible
de Z, \G,,, # son modéle de Whittaker relatif au caractére .. On note Q' (p) la réunion
de @ et de’ensemble des £ Q@ — Q7 tels qu'il existe un élément non nul de ¥ invariant
par O;_, (sous p). Dans ce dernier cas, on fixe un tel élément Wee #. L’ensemble Q (p)est
une réunion de classes modulo @7,

ASSERTION 1. — Q) (p) est 'ensemble des &€ Q) tels qu’il existe un espace U~ de fonctions
continues sur G,, invariantes a gauche par O ., stable sous 'action de A . agissant par
translation a droite, tel que la représentation de # , ainsi définie sur %* soit isomorphe
a p([W], 1V, 2).

Soient We # , yeG,.£e @ —Q% 1eQ. On pose :

u(W)lg)= f Wiag)d™ a.

Jax -

u(W, g, M(y)=j W(rhg)d. .h.

Z.\O._, -

Ces intégrales convergent absolument.

LEMME 5. — Soit £eQ) —Q* :

(i) il existe We H# ,he@Q . geG,, tels que ut{W.E, L) (g)#0 si et seulement si Ee Q] (p);

(1) supposonsEe Q) (p)etsoit We ¥ .1l existe une unique fonction u(W, £) définie sur G,
telle que pour rous heQ, geG,.

w(W. S M) g1 =W (k) u(W, E)(g).

Démonstration. — Sl existe A, W et g tels que u(W, &, r)(g)#0, I'ensemble des
fonctions (W, &, L), pour W e # ', est un espace % - vérifiant les conditions de I'assertion 1.
Donc £e Q) (p). Si £€ Q) (p), fixons un tel espace %* et un isomorphisme Wi—u' (W, &)
de # sur #%°. D’aprés unicité de I'espace %= (W], prop. 9.10), il existe une constante ¢ ()
telle que pour tous We # . yeG,,

u(W, &, Mg)=cr)u' (W, &)(g).
Pour W=W?¢et g=1, on a par définition :

u(We, &, 1)(1)=mes(Z, \O_ ) W),

Il existe X tel que cetle expression soit non nulle. Cela démontre (i), et u’ (W=, £)(1)#0. Pour
tout A :

c()=mes(Z, \O )W) [u (W5, E)(1)] .

En posant :
u(W, &)=mes(Z, \O_ ,)[u' (W5, EY1)] 1w/ (W, &),

on obtient (i1). [
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Les fonctions u(W, &) dépendent du choix de W*®. Par analogie, si EeQ?, on fixe un
espace #° et un isomorphisme Wi—u(W, &) de # sur U°.

Soit ve @ . Onnote p,=p®y,, # ,=# ®y,, etsi We ¥, W =W x(y, odet). L'espace
# , estle modeéle de Whittaker de p, relatifau caractére .. Pour We#',fe & (H,),0¢ S..,
on pose :

t (s W)(G)ZJ

D, \G

ry ()R (g) f(x1) u(W,)(g)dg.

On note T, (p) I'espace de ces fonctions ¢, (f, W). 1l est invariant sous A, agissant par
translation a droite. On note p. (p), ou p., la représentation de #, sur T, (p). Pour We %",
on note j, , (W) I'application fi—t (f, W).

Soit «e@, . Si fe #(H,), on définit T, f par :

(xeH,) T,f(x)=f(ax).
On vérifie que T, fe ES"‘W;(H,.).
ASSERTION 2, — SifeS . (H,), We #, ceS,, on a 'égalité :
s W, (@) o) =7, (00X, () [ 62 (T, f, W)(O).

En effet :
t.A /s W)(d,;(u)6)=L N re-(d (@) o) R{g) f(x}) u(W ) (g)dyg
=7y, (), (o) fou]*? L - [T,ery(a)eR(g)] f(x}) u(W,}(g)dg.

On a les égalités :

Tq o ]“J{’\ =t 20 Tq, Tq UR=R ‘)TA“ W\,:anl,

v
d’ou I'¢galité :

t(f, Wi(d, (@) o) =7, () 7, () [ [*? XJ 1 (O)R(G) T, (x7) u(Wie)g)dg. O

D, \G,

ASSERTION 3. — Les représentations p,(p) et Pve (P) sont isomorphes.
En effet, la translation a gauche par d, (x) est un isomorphisme de T, (p) sur Ty:(p). O

3. Soient V un sous-espace irréductible de .+, p la représentation de #', dans V, p, les
composantes locales de p. Pour tout v, soit # , le modéle de Whittaker de p,. On fixe un
isomorphisme :

e V@Y%,
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(le produit tensoriel restreint est défini en choisissant pour presque tout r un
vecteur Wi e # ,, invariant par K, et tel que Wo(1)=1).

Soit ved™. On note p,=p®y,. V,=V@7y,., et si 0V, ¢, =¢ x(x, odet) (avec les
notations du 2, on a I'¢galité p, ,=p, ,). Il existe un isomorphisme unique ¢, tel que le
diagramme suivant soit commutatif :

L —
VV—.-E_V—>_ ®W‘v‘v

v

ou les fleches verticales sont gp—¢_ et @W —QW, .
Pour peV, fe ¥ .(H,), o€§,, on pose :

1A tP)(G)=J > 1w (0)RIg) f(x) @,(g)dg.
ZaN\Gp veHg

On note T, (p) I'espace de ces fonctions ¢, (f, @). Il est invariant par #,. On note p.(p) la
représentation de #, sur T, (p).

ASSERTION 4, — T, (p) est un sous-espace irréductible de o/, [W), th. 2
Pour ¢eV, on note j (¢) 'application fi>t,(f, ¢). Si We® # ,, on définit une

application :
(@j.. W) @Sy (H,) = @T.(p,).

par tensorisation des applications j, ,.

ASSERTION 5. — Si T (p)#{ 0}, il existe un isomorphisme unique ¢, tel que pour tout eV,
le diagramme suivant soit commutatif :

T,(p) ® T
jut@) ? f@l eto)
S (Hy) -Q S

ou la derniére application est I'isomorphisme naturel [W], lemme 30, th. 2.

4. Soient T un sous-espace irréductible de .7, p la représentation de #, sur T, p, les
composantes locales de p. En une place v, le centre de S, est un groupe d’ordre 4, égal a
{(e'id, e); e, e= 1.
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soX)
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ASSERTION 6. — [l exisie o (

On a en tout cas p, (—id, 1)=cidy, pour un certain scalaire ¢. En élevant cette égalité au
carré, on obtient >=(—1, —1),. Or v, (—1)*=(—-1, =1),. O

On note @ (p,) I'ensemble des ve @ tels que p, admette un modéle de Whittaker relatif
au caractére Y. C’est une réunion de classes modulo @7,

ASSERTION 7..— Soit W, un caractére de @,XL rel que p,(— 1):9(5,,). Il existe un modéle de la
représentation p,,, d’espace un ensemble K (p,) de fonctions sur Q, , localement constantes, a
support relativement compact dans Q,, tel que si t,e K(p,) et xeQ, :

(1) sinel,, p,(n)t,(x)=Y,(nx)1,(x)

(i) si e @y, p,(d, (@)1, (x)=7,() [o], 1, () ' t,{x).

Si rp:EK(ﬁl,), t, est d support dans @;(f)p). Réciproquement l'espace de Schwartz
o x ot inrliie danc
SQ, (p,) est inclus dans K (p,).

Un tel modéle est construit dans [W], lemme 39. 1l n’est pas unique. Pour tout p,
choisissons un caractere p, et un modele T,,=K(f)p) comme ci-dessus. On choisit un
modele Ty de py. et un isomorphisme 1:T— ® T,.

13

LEMME 6. — Soient p,,i=1, ..., n, des nombres premiers, t,i=1, ..., n,des éléments non

nuls de T, t un éiément de T tel que :

s

T(f)-——(@ f.)@(@ t), 1#0,
i=1 r#p;

Soit S(1;) le support de {; dans Q. 1l existe ve Q™ GeS; tels que :

(1) pour tour i=1, ..., n,veS{,;)

(i) W(v, 1. o],)#0.

Si p,. est de la série discrote de poids minimal k/2, on peut supposer v=>0.

Démonstration. — Comme Sg S; est dense dans S, et que ¢ est continue et invariante
par S, il existe 6eS; tel que t(c|z)#0. On a I'égalité :

o)=Y W, o),

vedX

donc il existe v tel que W (v, 1, o |,)=0. D’aprés 'unicité des modeles de Whittaker, on peut
décomposer W (v, f, o) en un produit local :

(ﬁwm%%mﬂWmmmn

i=1 r#Ep
Pour tout i=1, ..., n, il existe une constante ¢;(v) telle que :

W(V, ria Gp‘)':Ci (V) 5;7, (Gp,) ti(v)-
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Pour 6 =0 |y, la non-nullit¢ de W (v, t, 5 |) implique donc ¢, (v)#0, i.e. ve S(r,). De méme
Py doit admettre un modele de Whittaker pour le caractére g, d'ou la derniére assertion
(W], prop. 7). O

Soient V=y"(y, T) (W], V, 4), p la representation de s#, sur V. On utilise les
constructions de 2,3.

ASSERTION 8. — Soient v une place de G et ve Q] .

(i) si v est fmie, ve Q) (p,) si et seulement si les représentations p, et p.(p,) sont
isontorphes;

(i) si pg est de la série discrete de poids minimal k/2, la méme assertion est vraie pour v
reelle.

Démonstration. — Si p, et p,(p,) sont isomorphes, I'espace T, (p,) est un modéle de
Whittaker de p, relatif au caractére !, doncve @ (p,). Supposons que ve Q@ (p, ). Sous les
hypothéses de I'assertion, il existe v'e Q* tel que v'ev@.” et que 'espace des ' -iemes
coefficients de Fourier de T soit non nut. Cela résulte du lemme 6 :si v =p, on prend n=1,
p,=p,t,=car(v Z;z), si vest réelle, n="0. Alors ¥ (", T)# {0} ([W], prop. 26}, donc P est
isomorphe a p, (p) ([W], prop. 27, iv) et p, est isomorphe & p.(p,). On applique ensuite
assertion 3. [

-~

ASSERTION 9. — Soit ve Q[ tel que p, ~p,(p,). Alors :

O (p, )={e@eveld(p,)}.

Notons €{p, ,, s) le facteur € de la représentation p,_, relatif au caractére ¥, ([JL], p. 75).
ASSERTION 10. — Soit ve Q> tel que p, ~p.(p,). On a [égalité :
9(51):X\( - 1)8(p\ e 1 /2)

Démonstration. — Soient fe &, (H,), We # , ce§,. On a l'égalité :
L W(—id, 1)G)=J . ry-((—id, 1)o)R(g) f(x1) u(W,)(g)dy
D\G,

=Y, (=Dx.(=1) j ry(S)R(g) S=x1) u{W ) (g)dyg.

D NG,
Ona —x,=wx;w ', dou:

A Wi((—id, 1) o) =y (= 1)y (—1) j ry (0)R{g) J(x1) u (W) (wy)dg.

D, \G,
D’apres [J1], p. 75 et la définition de u(W,), on a I"égalité :
u(W)wg)=e(p,, .. 1/2) u(W)(g),
d’ou :
L W) ((=id, Do)=Y, (= Dy, (=1)elp,. . 1/2) 1.(f; W)(o),
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et ’égalité de I"énoncé. [

Si veQ” est tel que p, et p.(p,) sont isomorphes, on fixe un isomorphisme
i, T.p,)— T, Soit ve Q" tel que T,(p)#{0} et p.(p) soit isomorphe & p. D’apres le
théoréme de multiplicité un, on a I’égalité T=T, (p}. On peut supposer que le diagramme

suivant est commutatif :

. @ T,(p,)

| @i,

T
T T,

ASSERTION 11. — Soient p un nombre premier, ve Q) (ﬁp), Wed ,, W0
(1) il existe un scalaire M(v)#0 tel que pour tout fe S (H ) :

[ Rig) f(x}) u(W)(g)dg=1()[iy o)y, ,(WI (/) (V);
DG,

(i) si EeQ, (p,. ), il existe un scalaire L(v, §)#0 tel que p(ﬁlr rout feS (H,) :
J . Rig) f(x.) ulW,, EXg)dg=nr(v, E)[i,. , o) , (WIS I(VE).
0. \G,

(W], lemmes 37, b et 40).

V. — Etude locale dans le cas des niveaux profonds

1. Soient T un sous-espace irréductible de .o/,,,, p un nombre premier et ¥, un caractére
de @, . On utilise les définitions et notations de 1V, 4. En particulier on fixe un caractere p
de @ tel que p(—1)=w (p,), et un modéle local T, =K (p,,) de la représentation p,, associé
a p. Posonse=r,(2). Soient ne N, n=sup(2¢. n(y,)), et te T,. On note (A, ) la condition :

b

d)erp(”)’ lsp(“/)IZXo(d)f?

si p#£2, n21, pour tout y=<a
¢

(A,) si p#2, n=0, pour tout yel ', f)p(y) L=
b
d

si p=2, pour tout AI":(j )Erz (n), pa(y)t=¢8,(Y) %0 (d) 1.

On note T ,(n) le sous-espace des 1€ T, vérifiant (A,). Pour me Z, notons G,,, (resp. U,,)
. 1 b 10
I'ensemble des matrices (0 1) pour beZ ,, v,(b)=m [resp. (c 1), ceZ,, L‘p((,’)ng.

On considére suivant les cas U, et U, comme des sous-groupes de §p ouG, La
condition (A,) équivaut aux conditions suivantes :
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1° siyeU,, p,(y) =1,
(A) § 2°sivel,. p,(¥)t=t,
30 si aeZy, pyld, (@) t=7, (@) %o (@™ )1,
2. LeMME 7. — Soit nzsup (2¢g, n(yy)), et teT (n):
(i) T teT, (n'), oti n’=sup(n—2, I4+&, n{y,))

X

(i) siaeQ, et aeZ,, on a les égalités :
t{a)=0 si v, (a)<0;
tao®)=pxg ' (@) t(ak

(iii) si ae @, on a les égalités :

v
<

~ _pv,(pulp t@p?)  si vyl
T”'(“)_{o si v,(a)<0.

Démonstration. — Posons :

Soit be Z,. On a les égalités :

Pub)'= Y P utb)d(p)i= Y P, ud(p)t=t"

Tl e
weld /p°Z, ueZ ip°Z,

Soit ceZ,, v,(c)zn’. On a :

1 0\/1 u)/p O ,

c 1 /00 1/)\0 p! ’
p 0N\ (1 utcu+1)""\/p 0 1 0
0 p '/ \oO 1 0 p ' /\cep?lcut+t) 1

(cu+1)7 1 0 ,
X( N ] (d, (cu+1, clcu+1)),).
Comme n'=1+¢, n—2, n{y,), on a les relations :

cutled;, (cu+1, cleu+1)),=1,
Voleu+)=1, v, (cp’(cu+1))=n,  yolcu+1)=1.
Comme teT,(n), on obtient :

~ {1 0\, - _
Pn(c 1>f =2 Ppluteut " d(p))t.
Mais u—u(cu+1)"" est une bijection de Z,/p* Z,,, d’ol :

-~ 1 0 I/_[t
Prle 1)t 70
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Soit e Z ;. On a les égalités :

ppld(@)t'=} p,(d(@)ud(p))t=3 p,(ua’d(p)d(@))

=¥, ()% (@7") Y p,(ud(p) t=7, () %o (@™ ') 1.

Donc ¢ vérifie les conditions 1, 2, 3 de la condition (A, ). Les assertions (ii) et (iii) résultent

d’un calcul immédiat et des propriétés de 'espace TF=K(f)p) (v, 4). 0O

Soit ve @ tel que v, (v)e {0, 1 }. Si xq 7, est non ramifié, on pose h(v)=1. Si g, x, est

ramifi€, h(v)=n(xox,). PourneZ, on définit une fonction f, €& (H,).

u v
x= €H,, posons :
w -u

19 s1 %, %, est non ramifié :
1 si v,(u)20, v (w)2n—e—v,v), t,(r)=e—1,

j;h \'(X): l_pv Si L‘p(u)g(l 1‘;7(“‘)2”—8_1.]1(\/)7 l'y(”)i&

0, dans les autres cas;

2% si ), est ramifié :

Ju o(x)=

0, sinon.

Pour

Xo LA (1) si v,(u)=0, v (wyzn—e—r,(v), v,(vy=e—h(v),

LemMME 8. — Soit neZ. Le groupe Sn agissant dans & (H ) par la représentation ry, la

Jfonction f, . vérifie les propriétés suivantes :
(i) f,. . est invariante par ﬁ,,,, pour m=sup(—rv,{(v), h(v)—n);
(i1) f,. . est invariante par U, pour m=sup(n, 2e+v,(v));
(i) siaeZ;, ry (d(@)f,, =7, (@) %0 (@) ], -

Démonstration. — Posons :

H':{(g _Ou);ue@p}, H2={<3 6) r, ufE@,,},

et soient r! et #? les représentations de Weil de Sp agissant dans & (H') et & (H?), attachées
au caractere V), et a la forme quadratique ¢ restreinte 8 H' et H”. La fonction f, , est dela
forme /' xf% ol f' et /* appartiennent a & (H') et & (H?). La fonction /! s’identifie &
car(Z,) (en identifiant H' 4 Q). On voit facilement que, pour I'action définie par ', f* est

invariante par U,,, pourm = —t,(v),par U, pourm=2e+v,(v),etquepouraeZ,,ona:

rHd () =7, (@) f
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e 0 v )
Notons (w, ') 'élément (u‘ 0) de H?. Soient Fe % (H?) et ceSL,(Q,). On dehnit les

¢léments F'F et R (o) F de & (H?) par :

FYF (w, l‘)ZJ‘ Flu, 2) ¥, (vez)dz,
Q,

R (o) F(w, r)=F((w, v)o).
La fonction %" f? est proportionnelle & la fonction 1
X() X\‘(l") Si 1*p(u')gn——8——l‘p(v), Fp(l\): —8—1‘1,(\/),

fP e, v)= {

0, sinon.

Le groupe SL,(Q,) agissant dans & (H?) par la représentation R, on voit que % est

Invariante par 6,,, pour m2h(v)—n, par U, pour m2n, et que si x€Z,;
R(d(@) /2 =xox (0™ ") [
Mais pour ceSL,(Q,), on a I'égalité :
5"" or?(c)=R(c)e F".
Le groupe SL,(Q,) agissant dans % (H?) par la représentation r, f* vérifie donc des

propriéiés analogues aux propriciés de f'* décrites ci-dessus. En se rappelant que pour
ceS,;

re(0) fov=r' (6} /1 x 12 (o) S7,

on obtient le lemme. []
Pour neZ, on définit :

B sup(h(v)—g, n—2e—1,(V)) si n#Fetv,(v)+hv),
min, v)= h(v)  si on=e4r,(v)+h).

LEMME 9. — Soit n=sup(l+¢, n(x,)). Le groupe G, agissant par la représentation R dans
S (H,), la fonction |, , veérifie les propriétés suivantes :

(i) f,. . est invariante par UO, sauf si p=2,v,(v)=1et n=2. Dans ce dernier cas, f, . est
invariante par ﬁ,;

(ii) f, . est invariante par U, , pour m=m(n, V),

(iii) si a, deZ,, on a I'égalité :

a O S
R(O d)jn.\':onv(ad 1)fn.\"

Cela résulic d’un calcul direct. [
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3. Soient V=7 "(y, T), plareprésentation de # , sur V et # , le modele de Whittaker de
p, relatif au caractere Y, (IV, 4). On pose #' ,=#" ,®%o, Po. ,=P,Q%o- Sotent me N,
mzn(xd), et We#', ,. On note (B,,) la condition :

b
d)GKp(m), Po. » (K)W =x3 (d) W;
si m=0, pour tout keK ,, po (k)W =W,

On note #',,_,(m)'espace des We #, , vérifiant(B,,), et # ,(m)'espace des W e # " tels
que W x (x, o det)e #'_,(m). Soitm(p,_,)le conducteurde p,_,,1.e.le plus petit entier m tel
que #°, ,(m) soit non nul. Notons { , ) le produit hermitien de L? (S@\SA).

a
sim21, pour tout k= ( '
(BPN) (/

LeMME 10. — Soient te T tel que t#0 et 1(t)= @1, ve Q) (p,), reR, r>0,et neN.On

suppose .

(¢) t,eT,(n)
(d) il existe xe Q) tel que t,(va®)#0.

Alors : ‘\
1° m(n, yv)gm(p()_ o)
2¢ il existe vV eQ™, @€V, feywvr(HA), tels que e(p)= @ W, _, f =& f,., vérifiant les

propriétés suivantes .
(i) p~pulph

(i) |v'—vl|,<r;

(1) W, e¥#  (m(n, v));

(iv) fo="1u i

(v) <6, jel@)(f) >#0.

Démonstration. — Prolongeons y, en un caractére de A*/Q7, encore noté x,. Soit
E={aeQ,; |a—v|,<r}. En supposant r assez petit, on a ECVZ;ZC@; (f)p), dapres d.
Soient ¢, =car(E), et t'eT tel que t(1')=1,&(® t,). D’apres le lemme 6 appliqué a ¢', il
existe v'e @™ telque | v’ —v|,<retque’espace 5;‘; V"'-iemes coefficients de Fourier de T soit

non nul. Alors p, (p) est isomorphe & p (W], prop. 26 et 27, iv). Pour‘f'eyw(HA),f: ® fos

et seC, posons ;

O, (s 1, g)=f t(o) 3, r,(c)R(g)[f(x)do,

S \3a : xeHg
1, 5)=f O (fs o a)xo (@) aP ™ d" a
@X\Ax -

([W], V, 1). Pour la place v réelle, on peut supposer que T, est le modéle de Whittaker de p,
relatif 2 §". On pose W, =1,. Si ¢ est finie et €S, , on pose :

~

W, (c)=p.(0)1, (V).
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Introduisons, pour toute place r, les espaces H; et H;, les représentations de Weil rletr?
(attachées au caractére /) ) et 'opérateur de Fourier & (¢f. démonstration du lemme 8).
Supposons que f, = f! x f7. A une constante non nulle prés, et pour Res assez grand, on a

légalité :

L(J S):j . W, (o)ri(o) f, (l)j ) F SO0, ayo) xqo, kv (@) a2 d ] ad, o

1

5 celui de [W] lemmes 49, 51, 52, on peut choisir pour tout v#p un élément

Po* .
|:0L‘1 N= {(0 } [W], démonstration de la proposition 26}. Par un raisonnement

. « 1 P
arldarvgu A Lllui v VY je o avaaaauas 5 P waaUasil

fi€ 5’ ~(H,)telquel, (f,, s)#0 pour Res assez grand, le « assez grand » etant uniforme en
v. Con31derons la place v=p, et abandonnons les indices . Comme v'e va LON A Yy =%y,
fov=1f, . Supposons f = [, .. Alors f' =car(Z,) et #" f * est proportionnel & la fonction :

i 1~):5X”X“(v) si v (uw)zn—e—r,(v) et v, (r)=—e—r, (V)

( 0, s1non.

. ‘A B . L e
Soit c=d{(a)y, avec aeQ ), y= eI . Sous I'’hypothése a, on a les égalités :
P C D !

j (0, a)o) o x(@al’™*d " a

_{ 0 si vel, ()
Xo X |°(])71 s+17\Xn |_2|VP&|;S_12 si Yerp(”)q

FHo) 1) =Y (@), () 2 @D Yl [ sioyel, (),
[en posant Ep(y):l si p#£2]. D’aprés les propriétés de I'espace T, (1V, 4, assertion 7) et
I’hypothése ¢ :
Wi(o)=¢,(1)x (D) y () alp(@) T e,(va?)  si vel,(n)

11 existe donc une constante ¢ (s)#0 telle que :

lp(fn v S):(.(S)‘[ X(»(O‘)H(O‘rl ia15+l [p(v’az)dx «.

z

P

1 a2h

Pour a=p"B, avec BeZ,, on a 1,(v o?)=1,(v' p*")pux, ' (B) (lemme 7, ii), d’ou :

L ([ S)=cls Z Yol (M) pThET (v pth).

h=0
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D’apres les hypotheses b et d, il existe h =0 tel que ¢, (v p?")#0. On peut trouver s, avec Re s

assez grand, tel que 1,(f, ., s)#0. Pour /= f, \@&(® f.), on peut donc trouver se C tel que
v#Ep

I(/, s)#0. La fonction go—»apw».,(j‘, t, g) est donc non nulle. Elle appartient a ’espace

v (W, T)=V®y, (W], V, 4), et est de la forme ¢, pour un certain ¢ € V. Ecrivons

h
o'= > ¢ ougpeVete(p')= ® W [en fait, il est & peu prés clair que e (¢') vérifie lni-méme
i=1 t
cette propriet€]. D’apres la construction de ¢’ et le lemme 9, les fonctions W, vérifient les
propriétés suivgltes : le groupe G, agissant dans ¥, par la representation p,, W, est
invariante par U, par U, . ,,, et, sia, deZ_, on a P'égalité :

/a 0 i S i — i

pp(o d)wip=X(»(ad l)wp=X(i(da 1)Wp'

Notons { , >g le produit hermitien de L?(Gg ZA\GA). Comme < ¢, ¢’ > #0, on peut
choisir i tel que (@', ' >5#0. Posons @=¢'. Les propriétés démonirées ci-dessus
impliquent que W;x(x(, odet)e ¥, ,(m(n, v)), donc que ¢ vérifie (iv) et que
m(n, v)Zm(p,_,). Comme < ', ¢ >g#0 :

f f 1(0) ¥ 1 {0)R(g) f (x)do p(g) dg#0.
GZANGa JSg N84

.\‘EH@

En permutant ces intégrations ([W], démonstration de la proposition 27), on
obtient (v). [

PROPOSITION 5. = Soit nzsup(2¢+ 1, n(x,)). L'espace T ,(n) est engendré par les fonctions
iy poJv. p (W, ) quand ve Q) (ﬁp), r,(v)e{0,1}, et We #,(m(n, v)).

Démonstration. — Notons T, (n) I'espace engendre par ces fonctions. Soit ve @,
: ( ) q -
v,(v)je{0,1{. Ona:

— 1, (V)=S0

si g est ramifie, h(v)=n(x, x.)=n(xo)<n;

si x5 est non ramifié :

h(v)ssup(l, n{y,x,))=sup(l, 1+2€)<1+2e=n.

Donc sup(—¢,(v), h(v)~n)=<0. On a sup(n, 2e+v,(v))=n. Le lemme 8 montre que si
WeAH i 00 (W), ,)eT,(n),doul'inclusion T, (n)=T,(n). Pour chaque place v, on

peut définir un produit hermitien ¢ , >, sur T,, tel que si t!, ?eT, t(t!)= @ t!,
p ' : q ¢
U

()= ® tf,‘on att 'égalité :

e ey =11<1 68,
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it T/ (n) 'orthogonal de T}, (n) dans T ,(n). Si T}, (n) est non nul, soit t ,€ T) (n), 1, #0, et ¢

element non nul de T tel que T(1)=1,®(® t,). Soit r un réel positif assez petit. On peut
r#p

uver ve Q) ([3,,) tel que les hypothéses du lemme 10 soient satisfaites. Soient V', f, @

mme dans ce lemme. On a v'e@, (ﬁp) etv,(v)e{0, 1}

T (@) )=(® iy, ) ey o je(0)(f)= @ (b0 v (W)

!, assertion 5, et 1V, 4). Donc :

Chjvle)f) = H< Lesdvye o v (W)U D0

aprés l'assertion (v) du lemme 10, on a en particulier :
< fp, l\ p® /\ p(Wp) (jp) >p #0.

les assertions (i1i) et (iv) du méme lemme montrent que i, , o Je.p (W) (f,)eT,(n). La
ation ci-dessus contredit la définition de r,. Donc T, (n)={0} et T,(n)=T,(n). O

Soient neZ, veQ, (f)p) tels que rp(v)e{O, i } et m{n,v)=h(v)+1 [dans ce cas
n,v)=n—2g—r,(v), et nZsup(2e+1, n(y,))]. La fonction &, :K  (m(n, v)—1)—C~

Inie par :
a b -1,
;"v( i )ZXUX\-(G td)
c d

un caractere de K, (m(n, v)—1).

-EMME 11. — Soient neZ,ve(ED; (5p) tels quer,(v)e { 0,1 } etm(n, v)2h(v)+2. Il existe
is constantes y,, v, v telles que :

R(K) fo. oA (k) dk

(min. vi—1)

=3 fur A RO ) e d(p™ ) oo v+ R(PT D rgeld(p™ ) fus s v

Jémonstration. — Posons m=m(n, v), S la fonction du membre de gauche de I'égalité ci-
sus. A une constante pres, on a l'égaliteé :

1 0
S= R _ -
('EZ;[JZP < ('.pm ! 1 ) ]

iprés le lemme 9). Pour ceZ,, et x= ( Wt >er, on a I'égalité :
w  —u
1 0\ . . u+uvp™ e v
R x)=/.. .
(Cpm—l 1)],,_\()() fn.\(u._zupmlC_l§p2n12(,2 _u_vpmlc)
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Supposons ¥, ¥, ramifié. L’expression ci-dessus vaut g ' ¥, () si :

(1) l‘p(l‘):&‘,—h(v), l?p(u—{—lrp"’_lc)_Z_O,
: v,(w—2up™ te—vp?" i) Zn—e—r,(v),

et 0 si (1) n'est pas vérifiée. Supposons v, (v)=e—h(v). Alors, d’apres I'hypothese sur m :

v (ep” Te)ze—h(v)+m—120,

v,(ep?" et ze~h(V)+2m—=2Zn—g—0,(v).

La condition (1) équivaut a :

{ c,()=e—h(v), v, (w)=0,
vyl

e, (v)—1
Sw=2ucp"" M 2 n—e—1 (V).

(2)

Considérons la somme S(x) :

{(a) Si v,(v)#Fe—h(v), ou v,(u)<0, ou v,(w)<n—e—r,(v)—1, (2) n'est vérifice pour
aucun c, et S(x)=0.

(b) Siv,(v)=e—h(v),1 1,(14) Oetv,(w)zn—e—r,(v)—1.(2)est verifice pour exactement
un CEZp/pr et S(x)=y% "' 7. (v).

(c) Siv,(v)=c—h(v), v (u)z]etrv,(w)<n—g—r,(v),(2) n'est vérifiée pour aucun c, et
S(x)=

(d) St v, (v)=e—h(v), v,(w)=1 et r,(w)Zn—e—r,(v), (2) est vérifice pour tout
celZ,/pZ,, et SIX)=pxs " %.(v).

On calcule facilement. a des constantes prés :

f ‘\_)_gxo‘x\,(r) siov,(t)=e—h(v),  r,(w=20, r,@)=n—1-e—r,(v),
- bov M

0. sinon:

\7R(P )]\ll (d(p ))f;l*l.\'(x)

_ xo X () si v, (c)=e—N(v), )zl r,,(u')gn—s—r,,(v),
0. sInon;

N L3 (x)

viR(p™ yryd(p”
{x(, N si v (t)=e—h(v), v, )zl v,(w)zn—1-g—2r,(V)

sinon.
Alors :

S=fu i AP R(PT D re (d(p™ ') fuo v = ¥R @(p ) fums v

Si %o %, est non ramifié, un raisonnement analogue conduit au méme résultat. [J

LEMME 12. — Soientne 7, ve Q) (p,) telsquev,(v)e{0, 1 },etm(n, v)Zh(v)+ 1. Il existe
une constante yeC telle que :
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J R(kg)jn \;\’\(k)dk =}”'¢‘ (d( p7 ! ))];172. v
K, in, vi—1) -

Démonstration. — Soient S le membre de gauche et m=m(n, v). D’aprés le lemme 9, la
. . . . . . . a b
fonction k—R (kp) f, ., (k) est invariante a droite par les matrices ( J ) e K, telles que
4 c
v,(c)zm—1,v,(b)=1. A une constante pres, on a I'égalité :

S= Y R(bp)f, .

be?,/pZ,

Soit x= (Z Eu>er. Pour beZ,, on a I'égalité :

u—bw p"(l‘+2ub—u‘b2)>

pw wh—u

(3) R(Bp) £, ()= 1., (

Supposons Y, x. ramifié. L’expression ci-dessus vaut y, ' x.(p~ ' (t +2ub—wb?)), si :
p

e, (pT N+ 2ub—wb?)) =g —h(v),
v, (u—buw)20, v,(pwyzn—e—rv,(v),

(4)

et 0 si (4) n'est pas vérifiée. Supposons v, (pu)zn—e—r,(v). Alors :

v,(bw)zn—1—e—rv,(v)=m+e—12h(v)+e20,

v (p twb?)zn—2—¢c—v,(V)Zm+e—22h(v)—l+e2e.

L’expression (3) vaut donc y, 'y, (p~ (v +2ub)) si :

(5) vt +2ub)=1+e~h(v), v,(u)20, vy(w)zn—1—e—r,(v),
et 0 sinon. Considérons la somme S(x).
(a) Siv,(w)y<n—1—g—v,(v), ouv,(u)<0, (5) n’est vérifiée pour aucun b, et S(x)=0.
(b) Siv (w)zn—1—g—v,(v),etr,(u)=0,jedisque S(x)=0.Si h(v)> I, la condition (5)
devient v, (r)=1+¢&~h(v), et est indépendante de b. Si elle n’est pas vérifiée, S(x)=0. Sielle
I’est :

S)= Y %o %P e)ne x (14 2ube™h).

beZ,/pZ,

Or v,Que™")=h(v)—1=n(x;'x,)—1, donc S(x)=0 par définition de n(x, ' %.)-
Supposons h(v)=1.Sir,(r)<e,(5) n’est jamais vérifice et S(x)=0.8iv, ()= ¢, (5) est vérifice
pour tout beZ,/pZ,, sauf pour b= —v(2u)™! modpZ,. Alors : ’
S)= 3 o' x@p Hae ' nwb+27 )= Y xg ' x2p s 2 (b),
b# —r(2u)™! be(@,/pZ,)*

et S(x)=0, car y, 'y, est ramifié.

(¢} Siv,(w)zn—1—e—v,(v),v,(u)21etr,(v)#1+e—h(v),(5)n’est vérifiée pour aucun
bet S(x)=0.
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(d) Siv,(wyzn—1—e—r,(v), v (u)=1 et v,(v)=14+e~h(v), (5) est vérifice pour tout
beZ,/pZ, De plus x5 %, (p "(v+2ub))=x;" "%, (p~'tr) pour tout b, donc
S)=px; "% (p™ a0 AL (@).

Pour une constante y', on a I'egalite ;

Yy d(p™h)) fuoa. o (X)
_ Yo X (@) si vp(v)=1l+e—h(v), r,wzl, rpwlzn—1l—e—r (v),
_{0, SINOMn.
d'ou ;
S=pxo A (p ¥ rg(d(p™ ")) 10

(V]

Supposons maintenant x, ¥, non ramifié. L’expression (3) vaut 1 si :
6) v, (p ' (v+2ub—ub?))=e—1, v, (u—bw)=0, v,(pwyzn—e—r,(v),
l—psi:
(7) v,(p "r+2ub—wb?)) 2, v, (u—bw)=0, v,(pw)zn—e—r,(v),

et O dans les autres cas. Comme précédemment, (6), resp. (7), est équivalente a :

(8) v (t+2ub)=c¢, v,(u)z0, vp(w)zn—1—-e—r,(v),
resp. :
(9) v (t+2ub)2e+1, v,(u)=0, v(w)zn—1—e—r,(v).

Considérons la somme S (x).

(@) St v,(w)<n—1—g—r,(v), ou tv,(u)<0, (8) ou (9) n'est vérifiée pour aucun b, et
S(x)=0.

(b) Siv, (w)zn—1—e—r, (v}, etr,(u)=0,jedisque S(x)=0.Siv,(v) <&, (8) ou(9) n’est
vérifiée pour aucun b, et S(x)=0. Siv, () =2 &, (9) est vérifice pour b =—v(2u) 'modpZ,, et
(8) est vérifiée pour b £ —v(2u)"'modpZ,. Alors S(x)=1—p+p—1=0.

(¢c) Siv,(w)zn—1—e—r,(v), et v,(u)21, la condition (8), resp. (9), devient v,(v)=¢,
resp. t,(r)=Z &+ 1, et est indépendante de b. On obtient :

0 s v,(v)<Eg,

S(x)=¢ p st r,(v)=g
p(l—p) siv,(r)>e.

Comme précédemment, on en déduit le lemme. [

Notons =, resp. m, resp. 7, I'endomorphisme de T,, resp. #',, resp. # . ,, défini par
Tc(lp);pp(d(p‘l))tln resp. n(W)=pp(pil)W? resp. ﬂ:O(WO)Zp().p(p:_I)WO‘
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Lemme 13, — (i) Si nZsup(2e, n(yy)) et 1,€T,(n), n(r,}eT, (n+2);

(ii) sim=Zn(y) et We # pm), t(Wye # (m+1);

(ii1) il existe W™ e (m(p,. ) tel que pour mzmip,_,), # ,(m) soit égal d lespace
engendré par { T/ (W), 0<i<m—mi(p,, ,)}.

Cest immédiat ([D], th. 2.2.6, p. &81). []

LEMME 14. — Soient ve Q) (f),,) tel que v,(v)e {0, 1 et neN tel gue :

(ay nzh(v)+r (v)+2+2¢

(b) nzmip, )+r,(v)+1+2¢.

Alors  pour tout  We s (m(n. V). [i, o (WS, ) appartient a [espace
T,n—1)+nT,(n—2).

Remarque. — Sous I'hypothese a, T, (n—2), T,(n—1) et T,(n) sont bien definis.

Démonstration. — Posons m=m(n, v). On a m=n—2c—r,(v)Zm(p, ,)+ 1. On peut
supposer W=n'(W""), avec 0<i<m—m(p,_,). Soient u,=j. (T (W™ ))(f, .} et c€S§,.
Ona:

u,(c)= f re (O)R(g) [, (X)) (W™) (g) dy.
ZN\G,

Supposons i<m—m(p, ,)—1. Alors t' (W™ )=We#  (m—1). Si keK, (m—1), on a
P kYW =i, (k)W donc :

u,-(cs):(mesKI,(m—l))'XJ

Z,\G,

J ry (O)R{gk) f, o (x7) po (k) W {g) dk dy.
K, ti—1)

u(o)=(mesK,(m—1))~" f re (G)R(g) 1 (x1) W {g) dyg,

Z NG

avec |
j’:J. R(k)/n \}“\(l‘)d‘[‘
K, (m—1)
D’apres le lemme 11 :
ui(G):,‘.l I\ ]I(W)(.f;l* 1. \')(G)_*_.\‘Z 1\ p(W)(R(Q)/‘M*Z \)(Gd(pil))
+y3 ]\ [)(W)(R([ ! )rw‘(d(PA 1)).];1*34 \)(G)

Soient f,. t,. {3 les images par i, , de j. ,(W)(f,-, ) j. l,(W)(R(Pifl)f}, 2 )
]\ IJ(W)(R(Lﬂ’)rW\ (d( [77 ! )).f;l*j. \')' AIOYS .

[I\ p? }\ p(W)] (1:1 \'):yl [1 +,‘vl 7:7[(1‘2)4'»\‘3 [3~

Le lemme 8 et un calcul rapisa monirent que ¢, 1, € T, 01— 1).ct 1€ T,(n—2). L'expression
ci-dessus appartient & T, (n—=1)+T 1, 9\ Supposons maintenant i=m—m(p,, ,). Soit
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W =r'"H(W™). Alors W=n(W'), et We# ,(m—1).Ona:

uf(0)=f re (G R(g) £, (X)) Wilgp ™ ), (p)dg
ZNG,

=xv(p)f ry-(G)Rgp) £, (x1) Wi lg)dg
ZNG,

=(mes K, (m—1))"" X\(P)j ry(6)R(g) /7 (x1) Wi (g) dy,

Z,NG,

avec .

1= j R(kp) /.. . h (k) dk.
K, m—=1) =

En utilisant cette fois le lemme 12, on conclut comme dans le cas im—m(p, ,}—1. [
4. Soit ve Q. Sixy(— 1)=9(b,,), on définit une fonction y[v] sur Q) par :

-1 1 2 X
Mo (o) st a=va~ avec aeZ .

v[vi(a)= { .
0, sinon.
LEMME 15. — (1) Si qo(—1)= —g(f)p), T, (n) est nul pour tout n;
(i1) si X‘,(—1)=9(§p), soit ve @, (E)I,) tel que v,(v)Z0. Il existe un entier n tel que
Y[V]ETI;(H)'
Démonstration. — Pour a= — 1, la relation (A,), 3, devient :

9(bp)§/p(_l)r:x(l(_l):l/p('_l)ta

d’ou (i). Soit ve @ (p,) tel que r,(v)=0. Supposons 7,(—1)=w(p,). En tout cas
ylvle £ (Q, (BP)), doncy[v]eT,. D’aprés IV, 4, assertion 7, v [v] vérifie les conditions 1 et 3
de (A,). La représentation f)p étant lisse, y[v] vérifie la condition 2 pour n assez grand. [J

Supposons x(,(——l)zg(fnp). Soit J(f)p) un systéme de représentants du quotient
@x(ﬁp)/l;z.Pour ecZ, soit : '

p
Ule)={v[V]; vel(p,). t,(v)=e—m(p, ,)—2&].

On note U (e) le sous-espace de T, engendré par Ul(e). Soit ﬁp le plus petit des entiers
m(p,. ,)+2e, mp, ,)+2e+1, tel quil existe ve ) (f)p) avec r,,(v):ﬁp—m(pu ,)—2¢.
Considérons ’hypothese

(H) m(py_,)Zsupln(y,)+1.2+2¢).

ProPOSITION 6. — Supposons que x(,(—l)z_og(f)p) et que (H) est vérifice. Soit ne N,
nzsup(l+e, n(xy)):

(1) Tp(n);é{()} si et seulement si ngﬁp;
on a légalité Tp(n):@l—j (e), pour ﬁpgegn.

La démonstration occupe la fin du paragrar®-:

(il) sin=n

P
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LEMME 16. — Sous les hypotheses de la proposition, les propriéiés suivantes sont vraies :

(1) sin<m(p, ,)+2¢ T,(n)=1{0};

(i) sin=m(p, ,)+2¢. T,(n)est engendré par les fonctions [i,. 20 dv o (WSS, L), pour
veQy(p,)nZ});

() si n=m(p, ,)+2e+1, T,(n) est engendré par T,(n—1) et les fonctions
i podo p W N (o, o) pour veQ, (p,)npZ,:

(iv) sin>m(p, )+2e+1, T,(m)=T,(m(p, )+2e+1)+nT,(n-2).

Remarque. — Sous 'hypothese (H), m(p,, p)t2e>sup(l+e, n{y,)), ce qui donne un sens
a (i) et (iii).

Démonstration.  —  Soit n=m(p, ,)+2&e—1. On a nZsup(l+2¢, I, n{y,)). Si
T,(1)#{0]. on peut choisir teT el ve@Q, tels que les hypothéses du lemme 10 soient
satisfaites. Alors m(n, v)zm(p,, ,). Or:

m(n. v)<sup(h(v), n—2e—r, (v))=suph(v). mp, pl—r,(v)—=1).
On a :
mpo. ,)—v,(vi—1<mip, ),
et, sous I'hypothése (H) :
hv)<m(p,_ )

donc m(n. v)<mip,_ ,). Contradiction, et T, (n)=1{0].
Soitn=m(p, ,)+2¢.Soientve ) (f),,). r,(v)ei 0, 1 },el We#  (m(n, v)).Siv,(v)=1:

mn. v)ssup(h(v), n—=2e—1)=suph(v). m(p, = h<mipy, ).

donc W=0.Si¢,(v)=0, m(n, vi=m(p,, ,). et W est proportionnel a W™ L assertion (ii)
résulte de la proposition 4.

Sotentn=m(p, ,)+2¢e+1,vet W comme ci-dessus. Siv,(v)=0, le couple (v. n) vérifie les
hypothéses du lemme 14. Comme T, (n—2)={0}, on obtient :

[ oo de p (W ET, (n—=1).

Siv,(v)=1,m(n v)=n(p, ,) et W est proportionnel & W' L’assertion (iii) résulte de la
proposition 5.

Soitn>m(p, ,)+2c+ 1. En combinant comme ci-dessus le lemme 14 et la proposition 5.
onobtient I'égalite T (n)=T,(n—1)+n T, (n—2). L’assertion (iv) s’en déduit par récurrence
sur n. [}

LEMME 17. —  Supposons les hypothéses de la proposition satisfuites, et que
nefn(p, ,)+2e mip, ,)+2e+1]. Soitve Q, (f),,) tel quer,(V)=n—m(p, ,)—2e. Alors
la fonction (i, ,o j. (W )/, ) est proportionnelle a v[v].

Démonstration. — Notons (. =[i, ,oj, (W*)(f, ). Pour ae@,, acZ,, on a
tao?)=py o)1, (a) (lemmes 16 et 7, ii). 11 suffit de démontrer que le support de 1, est
contenu dans VZ;Q. Soit ae Q).
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(a) sit,(a}<0, t,(¢)=0 (lemme 7, 11);
(b} sit,(a)=2, on a I'cgalit¢ :

tla)=p ' Y (py " Tt (ap™?)

(lemme 7. iii). On a T;) t,eT, (n'), avec n'=sup(n—2, 1+¢, n(y,)) (lemme 7,1). Or
n'<mi(p, ,)+2¢e donc T,(n)=1{0], et t,(a)=0;

(¢) supposons n=m(p,_,)+2¢, d’ou r,(v)=0.etr,(a)=1. Sit (a)#0, on peut appliquer
le lemme 10 au triplet (1,. a, n). Alors m(n, a)Zni(pg, ). Or:

mn, a)=sup(hia). mp, ,)—1)<m(p,_,).

Coniradiction, et t.{u)=0;
(d) supposons n=m(p,_ ,)+2¢, dou r,(v)=0, et v, (u)=0, aévZ;:’. Soit E=av™ i,
Dapres 1V, 4, assertion 11, on a I'égalilé suivanie, a une constante non nulle pres :

Ila)= J Rig) [, (x)u(WT. &) (g)dy.
0_ NG,

u r

SoityeG,. posons g~ ' x_y= ( ) et supposons que R(g) f, . (x_)#0. Par définition

i —Uu

de f les relations suivantes sont vérifiées :

Hoowvr

5 -
u-+ruw =g,

(1o {1-,,(,,);(1 Cw)zn—e—r,(V)=mp, e 0 (0)Ze—h(v),

Alors v, (ciw)Zm(p,, ) +2e—h(v)Z1+2¢,donc Z=u?modp' " Z,. et EeZ,;”, contraire-
ment a I’hypothese. La fonction g+—R(g) /, . (x.) est donc nulle, et ¢ (a)=0:

(¢) supposons n=m(p, ,)+2e+1. dou v,(v)=0. v, (a)e0, 1}, et a¢\'Z;3. Soit
E=av 'fonar,E)el —1.0]]. Sir (a)#0. on montre comme au (d) qu'il existe u, r, w
vérifiant (10). On en déduit =’ mod p' ' 2°Z,, donc r,(&)=0et e Z,*, contrairement a
I'hypothese. Donc . (0u)=0. [ '

Démonstration de la proposition 6. — Les lemmes 16 et 17 montrent qu'il existe deux sous-
ensembles U, < U (m(p. ,)+2¢), U cUmip, ,)+2e+1), tels que pour ne N :

(0} st n<m(p,, ,)+2¢.

U, st n=mp,, ,)+2¢,
T, (n)=
U,+U, st n=m(p,, ,)+2e+1,

L](]+U,+ﬁT[,(}1—2) st n>mip,, ,)+2e+1.

Soientve U, ([)[,), r,vie 0,1 i, et unentier tel que y [VIe T, (n)(lemme 15). Remarquons

que les supports des fonctions de G(,. resp. ﬁl, resp. ftT,,(n»Z), sont inclus dans Z~

P>

resp.
pZ, . resp.p’ Z,. Leségalités ci-dessus montrent que v [v] € U, - Toujours par comparaison

TOME 60 — 198] — N°4



FORMES MODULAIRES DE POIDS DEMI-ENTIER 413

des supports, y[vle U, ,. Donc U, =Um(p,_,)+2e+i),i=0. l. En remarquant que pour

T,im=@Ule),  nmlp, ,)+2e<e<n.

Par définition de n,, Ulm(p,. ,)+2e)=10], si n,#mip, ,)+2¢, donc T, (n)=@U(e).
E,,gegn. ]

5. LEMME 18. — Supposons p=2, n{y,)=2, et m(p,_ ,)=2. Alors T3(2)=~{ 0 }

Démonstration. — Solent t,€T,(2), et ve@?(f)l). St 5 (v)<Q, £, (v)=0 (lemme 7).
Supposons v, (v)=0. Si 1, (v)#0, on peut appliquer le lemme 10 au triplet ¢,. v, 1= 2. Donc
mn, viZzmip, 1). Or:

m(n, v)=sup(l, ifv)=1)<sup(l, n{x,x.)—1)=1.

car n{y,)<2. nty,)<2. Donc m(n, v)<m(p,. »). contradicuon, et {, (v)=0. Donc ¢, est a
support dans 2 Z,, et est invariante par U , (IV, 4, assertion 7. i). Soit z€ Z5 . La matrice
d, (o) appartient au groupe engendré par U cetU,([D],p. 81). Comme r, est invariante par
U cet U, ilexistee'e} £1] tel que poldy (@)1, =¢"t,. Cela coniredit la condition 3 de
(A5)(V, 1), saufsi t,=0. [J

Considérons 'hypothese
(H)  L’une des conditions suirantes est vérifice.

(a) p#2.(b) m(py. )24, (¢) n(x,) 24, (d) py, West pas supercuspidale.

ProposiTiON 7. — Supposons que f),, est supercuspidale et gue ® ([.),,):Xo(A 1):
(1) si p=2 et ni{y,)=2. alors TJ(Z)Z-{ 0}:
(i1) si (H') est vérifice. (H) lest également.

Démonstration. — Soit ve @ (p,). Les représentations p, et p, (p,,) sont isomorphes (1V,
4, assertion 8). Deux cas se présentent : ou bien p, ,~o(]. i},'z .ou bien p,_, est
supercuspidale (W], prop. 18).

{a) Supposons p, ,~a(|.|,% |.[,"?). On a &p, ,.1/2)=—1 (JL], p. 109), donc

P

—1-2
)

9(;3p)-—- —y.(—1)(IV, 4, assertion 10), donc x, . (—1)=—1, et n{y, x.)=1+c. Comme
Po p~0 o Xl I 5o xoxel -1, P mpo. )=2n{xox,) (lemme2), en particulicr
m(p,. ,) =24 2e. Siyg est ramifie, n(x, x.)=n(x,) =1, donc m(p, )= n(y,)+1. Six est
non ramifie, n(y,)=1+2¢, et m(p, ,)=22+2e2n(y,)+ 1. Donc (H) est vérifice. En
particulier m(p,_,)=2, et I'assertion (i) resulte du lemme 18.

(b) Supposons p,, , supercuspidale. Alors p, , est supercuspidale de caractére central X3,
donc m{p,. ,)=sup(2, n (x5)-+1+¢) (lemme 2). En particulier m(p,, ,)=2 et I'assertion (i)
résulte du lemme 18. Si x2 est ramifié, n(x5)=n(yx,)—e=1+¢, donc :

mpo, )Zn(xs)+1+eZn(ie)+ 1 Zsup(n(xo)+1. 24+ 2¢).
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Si 7 est non ramific et p#2. n(y,)=<1, donc :

nl(pﬂ_ ,;)Zzgsup('7()(_(n)+ 17 2+2£’)
Supposons que ¥ est non ramifi¢, p=2, et que (H') est vraie. On a n(y,)=3. D'apres (H') :

m(py. yz4zsup(n(ye}+1, 2+2¢).
Cela démontre (H). [
Remargue. — 11y a exactement trois représentations de G, supercuspidales, de caractére

¥2 non ramifié, de conducteur <4 (une de conducteur 2, deux de conducteur 3). L'auteur a
vérifiec que pour celle de conducteur 2, la proposition 5 est fausse.

V1. — Etude locale des représentations de la série principale

On se place sur un corps local @,. On abandonne les indices p pour alléger les notations.
1. Soient p un caractere de @, 4, I'espace des fonctions 1:5—C telles que :

(i) f est invariante a droite par un sous-groupe ouvert de S:

(ii) pour ous ceS. ne®,, 2aeW;, ec{ £1;

f(id. g)d@)no)=ey (e} o|p(a) f(c).

On peut identifier f & sa restriction au groupe compact I et 4, & un espace de fonctions sur
I". Le groupe S agit dans %, par translation a droite. Soit p, la représentation ainsi définie.
Pour fe#, et ael, posons :

k=

t,(a)= lim J Suwb)y(—ab)db.
p*Z,

Cette limite existe (on peut la noter J .. ) .Soit T, I'image de #, par I'application f 1.

0;;7'
Cette application est un isomorphisme de %4, sur T, ([W], lemme 6), ce qui permet de réaliser
p, dans T,. Pour a, be @, posons :

Jh.a)y= 3 1,(b, a),
ke
ou :

J. (b, a)-——f ()t (bu +au) du.
[

LEMME 19. — Soient teT,, ae@Q,,neQ,, ael), . On ales égalités :

p.(M)t(@)=V(an)i(a),
puld(a))t(a)=y(a)o|p™ " () t{ac?),
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nsite S (Q)):
@.(u‘)r(a):(l—l/p)J t(b)1 (b, a)db.

Q

N1, lemme 7.
On a 'égalite © (f)“): pu(—1). L'espace T, est un espace K(f)u) vérifiant les conditions de
assertion 7 (1V, 4). On pourra utiliser les définitions de 1V, 1 et V, 1. On suppose dans la

lte que |ple=|.|%, avec r20. Si e, et p= |.|"? ., on note TS le sous-espace des

mctions e T, telles que ¢(a)=0 pour tout ac{ W ;°.

PROPOSITION 8. — (i) si p*# |.|, p, est irréductible;

(ii) si £eQ, et p=1.]""?y.. le sous-espace Ti est irréductible.

[W], prop. 1 et 2. Dans le cas (i), on pose m,=p,. Dans le cas (i), on note o, la
:présentation de S dans Ti.

2. Posonse=r,(2).Solent ¥, un caraciere de () .nunentier,nZsup(2e, n(x,)). Onnote
(1) 'espace des fonctions re T, verifiant la condition (A,) (V, 1), et #,(n) son image

:ciproque par f+—t,. D’aprés le lemme 15, i, on peut supposer %, (—1)=p(—1). Pour

,ceQ,, posons :

m vérifie les égalités :

1)

T(a, +a)=t"(a)t" (—a);
T (e, +e)=1"(c )T (c;y).

i €A, aepl,, ceZ, onpose ['(a)=[(t'(a)), f"(c)=[(t"(c)).

LEMME 20, — Soit n=sup(1+¢, n(y,)). Lapplication [}, /') est un isomorphisme de
P (1) sur lespace des couples de fonctions (f', f'), avec [, resp. ", définiesurp 2 ,,resp. Z,,
wariante par p"Z ,, tels que :

1° pour tout aepZ,, f'(a)

2° sipy *oest ramifié, f'(0)

3° pour rous ceZ,, 0eZ . [ (cot)=py, (o ') £ (c)

4° pour tout ceZy;, f"(c)=y(c) 1, ' (e) S (O)

5% pour tous cepZ,, aeZ ,, tels que v ,(a—1)2v,(c) .

=1(0)
=0

1 (ea)y=(c, ) ¥ (@) ne (@) S (©).

Démonstration. — Si f'e B ,(n),les fonctions f’et f” sontinvariantes par p" Z ,, d'apres les
lations (11) et (A,). Soient f’, /' définies sur pZ,, 7, invariantes par p"Z,. Soit A,
sp. C, un systéme de représentants de pZ ,/p"Z,, resp. Z,/p" 7 ,. Comme l'’ensemble :

{ta)aeA} Ut (c);, ceC}
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est un systeme de representants de I'ensemble des classes I' /1", (n), on peut construire une
unique fonction f sur fp, impaire[i.e. f(y(id, €'))=¢" f (v}], vérifiant (A,,), de couple associé
(/. /). Il faut voir a quelles conditions feZ, . Ces conditions sont que, pour
aepZ, cel,

Mt'(a))=f"(a)

2" pour tout neZ,, f(Mt{(c))=f"(c)

3" pour tout aeZ ;. f(d(a)t'(a))= Y{ Jula) £ (@)
(d@) T () =7 (@) p(m) [ (c).

On calcule les matrices en question :

1" pour tout neZ,, f

4’ pour tout aezp, T

sinep”,
nt'(a)=1t(a+n),

sinez, -
nr'(a)=r“<(a+n)1)[(“;” T ),(a+n.a+n)},

(a+m)""
sil4+nces, :

1 .
nT”(c'):T”(c’(1+n<')“1)[( +0m (1+1?(‘),1),(c(1+nc),1+nc)],

sil4+ncé¢Z, (doncceZ)):
3 C 1
Nt ()=t ((1+nc)c 1)(0 (,1)3
de)t (@)=t (ae*)d(x ).
d(o) " (c)=1"(co” *)d(a).

Les conditions 1" a4 4" sont équivalentes a :

1" simepZ,. f"a+n)=f"(a)

27 simeZ;, o Ha+tmyla+n)a+n, =D (a+n)"H=f"{a);

3" sil+nced,, le(1+nc) (L+ne)(—c, T+ne) 7 (c(L+ne) H)=1"(c);
4" SIH‘T](G-EZ,,,XU Y(e) f(l4+nc)c 1):f”(c‘);

5" Aol ){(’l)f (ao’ )_“ () pla) f'(a);

6" %o () v(e) [ (o H) =y (@) p(e) /().

Supposons ces conditions vérifiées. Alors :

1" pour n= —a, donne f'{a)=/f'(0), d’ou 1

5" avec a=0, donne /'(0)=0, ou y,(x)=p(a) pour tout aeZ ), d’ou 2
6" donne 3“;

4" avec ceZ, et n=—c ', donne 4°;

3" avec céZ,, et c#0, et n=c" (o~ ' —1), donne :

S ea)=(=c, )y (@) " xola) S (e),
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mais (—1. 2)y(2) '=7(x), d’ou 5°.
On vérifie réciproquement que les conditions 1° & 5° impliquent les conditions 17
a6’. O
3. Supposons p#2, n=sup(l, n(x,)) [et toujours x,(—1)=p(—1)]. Les conditions du
lemme 20 se simplifient : si aeZ ,, Y{o)=1, et si r,(x—1)21, (¢, 2)=1 pour tout ¢. On
définit les fonctions suivantes sur I, impaires, et vérifiant (A, ), par leur couple associe :

F'[n, 1[{a)=
Fla, 1] { F'[n, () =yolc™ ) si ceZ,,
F"[n, 1](c)=0 s1 cepl,:
F'[n. p"l(a)=0 pour tout a,
Fin, p"} { F'In, p"l(c)=0 siv,lc)<n,
F'[n, p"](p")=1.

1 pour tout aepf,,

Pour ce@,, 1<t (c)=n—1, v (c)En—npye)

F'[n, ¢]{a)=0 pour tout «,

Fln, (] F' [n, cJcod)=pwya (2 ") si aeZ,,
F'[n, ¢](c')=0. si ¢ n'est pas de la forme ¢'=ca’.

Ces fonctions F’ et F'' sont bien invarianies par p"Z,. Remarquons qu'a l'exception de
F [n, p"], les fonctions ainsi définies sont en fait indépendantes de n. Soit 1 (1) la réunion de

x2

{1, p") et d’un systéme de représentants de u p" 2, /7%, 1sh=n—1. La valuation r, se

définit naturellement sur 1(n), & valeurs dans {1, ..., n}.

PropoSITION 9. — Soit n=sup(l, ni{y,)) -

(i) #,(n)# {0} si et seulement si n2n(pyo)+n(n” vk

(ii) sinzn(uye)+n” " xo) #,(n) admet pour base ensemble des fonctions Fn, ¢]. pour
cel(n) tel que n(p " x,)Se,(c)Sn—n(kygo)-

Démonstration. — Soit f une fonction sur . impaire et vérifiant (A,). On definit les
fonctions suivantes vérifiant les mémes conditions :
’ ’
(ql j) :J s

q,f _ (g, f)Y'(c)=1"{c) sl 1
(g, /) " (c)=0 si v,(c)>0;
(Qp"j ),:09
dpf (g f)"(}=0  si v, {c)<n,
(gp /Y ()=1"(c) si v,(c)zm

I

n

et pour cel{n), c¢{1, p"} :

(4. f)=0.
4./ (. /) (co’y=f"(ca?) si aeZ,,
(g, /) (¢')=0 si ¢’ n'est pas de la forme ¢'=c¢ o,
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Le lemme 20 monire que f € 4, (n) si et seulement si g, f € %, (n) pour tout ce 1(n). Soit
cel(n), supposons ¢, f #0, et considérons les conditions du lemme 20.

(a) Sic=1,q,f€B,(n)<=F[n 1]e B (n)etq, fest proportionnel & Fn. 1]:
Flnotle#, (n) <= 29 est vcrihice,

< e yra)=0,
< RIS Sn—apg),

=*tp

[car si n(u™ ' %0)=0, n—n(uxo)=n—ntyxi)=n—n(y,)=0].
(b) Sic=p" q.fes, m<Fu p'le s (n) ety festproporuonnel a ko p"]:

Fliop'le #,(n) <= 37 est verilice,
< pipy, =0,
= (g Sele)Er—n(xo).

(c) Sicg {1, p"} . posons h=g, [

1° h'ea)y=h"(¢) pour v,(a—1l)zn—r,(c),
he % ,(n) < 2¢ h'(ca?y=py, (e~ Yh' (c) pour oeZ ),

3 R (ca)=2x,(a DYh(c) pour v, (a—1)=r,(c);
(la condition 1" traduit I'invariance de " par p" Z ,, les conditions 2" ¢t 3" sont les conditions
39 et 5° du lemme 20). Supposons ces conditions vérifices. Soit aeZ,, v, (a—1)=v,(c).
Alorsv, (@ —1)= v, (c). Les relations 2° pour s et 3° pour o impliquent p~ '¥o(a)=1. Donc
n(p” o) Sv,(c). De méme si v,(a—1)Zn—rv,(c), les relations 2° pour o et 1° pour o’
impliquent py, (a)=1. Donc n(py,) <n—rv,{c). De plus, il est clair que h est proportionnelle
a F[n, c]. Réciproquement, sin(n ™' Xo)=v,(c)Sn—n(puy,), latonction h="F[n, ] vérifieles

conditions 1°, 2°, 3°. Ces résultats impliquent fa proposition. []

Soit F[0] la fonction impaire sur I, égale a 1 sur T.

LEMME 21. — Supposons n{y,)=0:

(1) #,00)# {0} si et seulement si W est non ramifié;

(1) si p est non ramifié, B ,(0) est de dimension 1, engendré par F[0].
C’est immédiat. [

4. Supposons p#2, n=sup(n(¥e). n(kxe) +n(R" " %))

ProposiTion 10. — (1) Si n{y,)=n(p)=0:
T,F[0]=p7(p)u(p)+p(p ") F[O]

(i) sin(p 'y,)=0,et n=21:

(1) si n(py,)=0, n(p” o) #0, et n=n(uyx,)+n(p )
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T,Fln p'l=pyip)n(p) Fln, pl:
(iv) si n(uy,)=np "%,)=0, n(x,)#0, et n=1:
T, F[L pl=py(p)n(p)FIL pl+(p—1)F[L, 1].
Démonstration. — C’est un simple calcul. Dans le cas (1), TPF[O]G%L,(O), donc

T,, F{0]=x F[0], pour un xeC. Appliquons cette ¢galite au point 1 : x=Tp F[0](1). Or:

T,EO1()=] ¥ FOlad(pyl+l Y (p. —u)F[O0lwp D+ FOld(p™ ")

ue/l‘,p:Z’Y UE(/,_,"[)ZI,IX

=[S vpu(ppl 1+ (p, —w]+7(p Nyulp Dip

H

car F[0le %, d'ou :

we

x=p{p)R(p)+u(p~ ")

Supposons  n(n”'yx,)=0, na(px.)>0. On peut supposer n=n(dy,), car
Fln, 1]=F[n(uy,). 1]. Alors T;, Fn, 1]=xF[n, 1] pour un xe C (prop. 9). Au point t'(0).
on obtient :

x=T,Fln 1j'(On=3 Fln (T (O)ud(p)).

wed ip°Z,

Pour ¢, (u)£2, on a I'egalie :

-1 -1
r’(O)yd(p){(p“O p”lu),(u,pu)]rwul).

Comme F[n, 1](t"(¢))=0siv,{c)>0, et F[n, 1]e#,,, il reste le terme en u=p* .
x=y(p)uip Hp "HF[ @ ()=py(p)u(p").
Si ntu” 'y, )=n(uy,)=0, on peut supposer n=1. On a une relation :
T, F[, 1]=xF[I, {]+yF[L, p].
En calculant cette égalité aux points 1'(0) et 1/(0)=1, on obuent :

x=py(p)u(p~ '),  y=0.

Si (=0, n@E™! XU)>07 n=n(pye)+nn '), on a une relation
T;, F[n, p"l=xF[n, p"]. Appliquée au point 1, elle donne x=py(p)u(p).
Si n(wy,)=nu" "x0)=0, n(y,)#0, on a une relation :

T, F[L pl=xF[L, 1]+ yF[1, p].
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En specialisant cette ¢galite aux points 1 et T'(0), on obtient :

y=p7ipluip)
x= 5  F[L plt{O)ud(p)),

- Pt
welZ, /pZ,

x=Y G pu)7(pu™ ppu™ ) pu” (L pl (pPum ).

SiweZ;, (u, pu)y(pu ")y=7(p), F[L pl(x"(p*u”'))=1. 1l reste le facteur p(u"'). Or
n(w)=n(y,)>0. La somme sur les ue Z , est donc nulle. Si u=p*, F[I. p](t”"(p*u~'))=0.
Enfinsiu=pu’,avecu’e Z; (u, p)y(pu~ Yy=(p, '), F[1, pl(t"(p>u" ")) = 1. Comme p; ~
est quadratique non trivial, p(pu~')=p(u' " H=(p, u’). Le terme de la somme
correspondant a u est égala 1, et x=p—1. [J

On note t[n, c], resp. t[0], 'image dans T
quand ces fonctions sont définies.

par I'application f —1,,de F[n, ¢], resp. F[0],

we

LEMME 22. — Supposons n(y,)=n{p)=0, soit ac Q. On a les égalités :

0 si t,(a)<0,

T,’I[O](a)z prep)ptp) PrOapty+(poayp o (0fa) sio v, (a)=0,
prp)pp) ! ({0} (ap™) + 1 p) [0} (ap ™)) st (a)>0.
Démonstration. — On a les egaluies :

T, 0=y p(ud(p):[0)a)

ued, ipd,

+ Y (p.—uwp,up” ) e[0(@) +p(d(p ")) £ [01(a)

weld . pi %

= > Ylau)y(p)plptp ") e[0](ap?)

+ 2 (p, —w)Ulaup™ ") e[O)@)+¥(p) p~ I u{p) e [Oltap ),

d’aprés le lemme 19. On calcule cette derniére expression grace au lemme 7, ii, et aux
formules du 11, 6. [

5. On conserve les mémes hypothéses. Comme p~ 'y, (—1)=1, il existe deux caractéres
vi,v, de Z, tels que vi=vi=p 'y,lzx (on a v,=v,xy,lzx). On pose
'(n)=1(m)— {1, p"} (VL, 3).

LEMME 23. — Soient n=sup(l, n(y,), n{pyo)+ha(n ' xo)), f€#,n), acQ,. On a
Iégalité :
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tpla)=p(=1) /" (O)car(Z,. a) 1
+| Y d=Upr=an=ay o v —ac i, -ac‘)]}
cel’{n)

+[ Z (I—1/p)y(=p" p(=p")x S (p")nu " 2, —ap“)]

h=n
Démonstration. — On a :
t,la)= J S wb)y (—ab)db.
<,

Sibes,:

feb)=fGe)=J (d(= )T (0) =Y (= (=1 1 (0)=p(=1)/"(0).
SibeZ,:

;s

bt 1 .
./‘(u'b)z.f(( 0 _b)r”(b‘))=v(—b‘)Ib‘lu(—b’).l”(b‘)-

Sib=c 'a?, avec cel'(n),0eZ,, on a (lemme 20) :
ST =R S o) 7 (=T =Y (=0,
d'ou :
Jwb)y=F(=)elpt—clp e /7 (o).

Sib=p "o, avechzn oeZ, ona:

ST =40 Y(=b )=y (=p"=p" )=y (=p")(p", o),
(]
Sehy=7(=p") [ p"In(—=p"n ) 1P,

Alors ¢ (a)=8,;+85,+8;, avec :

Si= | (=1 (0)y(—ab)db,

S.= > S,le) Sy= Y Si(p").

cel in) h=n
ou :
Sz“):J F(=o)elp(=e) £ e n o ) (—ac a?) dh,

b=c ‘o' wed

hy— iy o n - -
Ss(p)= f AP P =M T e o) (—ap” ) d.

On calcule :
S, =p(—=1) [ (O)car(Z,, a),
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pour cel'(n) :

S:(c)=(1—=1/p)

Or :
L7
27v

[)7

Pour aeZ -7

lj (v, )4+ Vvy (Y (—ac 'a?)d " a=
2)er

d’ou :

J.-L. WALDSPURGER

n

- 1 x
Y{= )u(—c‘)f”(t‘)QJ p @) W(—ac tat)d  a
zy

L bt
zxy

H (v (32) 4 v (@) (e o) o

=;J car(Zp, ) (v, ()4 vy (@) P (—ac™ o) d o
z),

v, (&) + Vv, (2)=0. L’expression ci-dessus est ¢gale a :

{T] (Vl’ —a('71)+n(vla _a(‘_l)]’

[NSRIE

~ i
S, () =(1=1/p) T (= u(=e) (@5, —ac”H+nlv. —ac ).

Enfin, pour hzn :

il

S‘;(p")z(l—1/p):{(—p")p(—p“)_f"(p")J p e (@) W(—ap to)d "o,

=(1—1/p)7(=p"yp(=p" " (p"m@ "y, —ap™ ™. O

LEMME 24, — Soit aeQ ;. On a les égalites :

(i) si n(x,)=npn)=

l[()](a):{H—(p’ )l(p)1 ' si v, la

2

pla)
1—u(p)p si v (a)=1;

(ii) sin(u™ ! x,)=0, et n=sup(l, n(x,)):

t[n, 1](a)y=p(—1)car(Z,, a);

(i) si n(uyo)=0, n( ' %) #0, et n=n(uy,)+np =" %)

t[n, p"a)= -

yip")
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Y(p") e e s L/2)(p" a)na)

si v,(a)=0,
p A (p" p)Y(=ple( Ty, 1/2)(p" T a)uda),
si v, (a)=1;
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(iv) si n(uygy=np " x,)=0, n(xy)#0 -

L. _ ) —p 'Y(=piul=p) i r,(a)=0,
t[1. plta) {P"“./(—p)},t(——p)[ —1+u(p)p'*(p, )] si v,(a)=1.

Démonstration. — On applique le lemme 23 et les formules du I, 7. Pour (i), on prend
n=1.0n a F'[0](0)=F"'[0](p)=1, u(—1)=1. Si v, (a)=0, seul le terme h=1 intervient
(dans la somme de h=1 a o0). Si v,(a)=1, seul le terme h=2 intervient. Pour (i),
F'[n, 1](0)=1 et les autres termes sont nuls. Pour (iii), F'[n, p"]{0)=0, F"[n, p"1{c)=0, s1
cel’(n),F"[n, p"](p")=1, n* est ramifi¢, donc n(p~ 'y, )=npourtout h.Sirv, (a)=0,seulle
terme h =n intervient, d’ou :

tin, p"H@)=(1—1/p) 7 (= p"yu(=p )M "y, —ap ")
(1—=1/p)7(p" pip")nin " ge. p P, a)pla)
:{(p”)ilp—": 8(!'171%[7”’ ]/2)(1)']9 a)P(U)'

Si v, (a)=1,seul le terme h=n+1 intervient, d’ou :

!

P p" ey =(1=1/p)pt—p" Dypt=p" " s —ap " Mh

1

=(L=1,p)7(=p" " =p  upme e op PN abp(a)
PP P v =pren Ty L/2) " @)a),

|

=7(p")

Pour (iv), p|, » est quadrauque non trivial. St v, (a)= 0, seul le terme h=1 intervient. Si
v (ay=1, les deux termes h=1 et h=2 interviennent. [

Soit J un systéme de représentants du quotient @, /Z ;. Pour ve( . on definit y[v]
comme en V, 4.

LEMME 25. — Soit n>sup(1 n{xe), nlpgo)+nlp M xe)) -

(i) si n(pry)>0, n(n~ ' x0)>0, lespace engendré par les fonctions ([n, c], pour cel(n),
np ) St l,(()<n—n(|.1x(,) est égal d lespace engendré par les fonctions v [v] pour vel,
0=Ze, (V) En—n(p™x)—n(wro)

(i) si n(uy,)=0, n(n~ ' x0)>0, lespace engendré par les fonctions t[n, ¢, pour cel{n),
(™ o) S, (c)Sn, est éyal a espace engendré par t[n, pﬁ] et par les fonctions v [v] pour
vel, 0, (v)Sn—-nn 'xo)—1 oi n=n(" y);

(iii) si n 'xo)=0, Pespace engendré par les fonctions t[n.c], pour celin),
0=t,(c)Sinf(n—n(py,), n—1), est égal a lespace engendré par t[1, 1] et par les fonctions
y[v], pour vel, 0=t (v)=n—1 —sup(1, n(py,))

Démonstration. — Supposons n(pn 'y,)>0, soient heN tel que 1=h=n-—1,
np 'y )ShSn—n(py,), et cel’(n) tel que v, (c)=h. Utilisons le lemme 23. On a
n(v,)=n(v,)=n{u" "x,). Donc (11, 7) t[n, ¢] est a support dans p" " 7 et vérifie
I’égalite :

t[n, cJ(ae®)=pxq (@) t{n, ](a),
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P

pour tous e @, ,aeZ . Une telle fonction appartient a I'espace engendré par les fonctions
y[v] pour vel, v, (v)=h—n(u 'x,). En comparant leurs dimensions, on voit que I’espace
engendré par les fonctions t[n, c], cel'(n), v,(c)=h, est égal a I'espace engendré par les
fonctions y[v], vel, v, (v)=h—n(p~ " %,). Onen déduit (i}. Par construction, dans le cas (ii),
t[n, p"] est combinaison linéaire de i[n, p'T] et de fonctions t[n, c], pour
n(p ' xy)=e,(c)<n—1. On en déduit (ii).

Supposons n(n” ' y,)=0. D’aprés le lemme 24, ii, I’espace engendré par t[1, 1] et les
fonctions y[v],vel,0=v,(v)=n—1—sup(l, n{uy,)), est 'ensemble des fonctions ¢ sur Q
telles que :

ta)=0 st r,(a)<0,

tlaa”)=t(a) si e, aelZ;,

t(a) est constant pour v, (a)=n—sup(l, n(uyq)).

La fonction r[1, 1] appartient a cet espace. Soit cel'(n), 1=t (c)S<n—n(uy,). Le
lemme 23 et les formules du 11, 7, montrent que ¢ [n, ¢] appartient a cet espace [ici v, =1,
Vo=%,lzx,n(v;)=0,n(v,)=1]. En comparant les dimensions des espaces en question, on en
déduit (ii1). []

6. On conserve les mémes hypothéses. Sip” # |.|, on pose p=m,.Sip*=|.|, p=0,. Soit
J(p) un systéme de représentants du quotient @ (p)/Z ,* (IV, 4). On définit dans les cas
suivants un entier # et des ensembles U (e) de fonctions sur @ , - Toutes ces fonctions sont &
support dans Z .

(1) Sin(uy,)>0, n(p ' x,):

* (2) (a) sin(uy,)=0, n{u~ ' %,)>0, on pose n=n(u 'x,). On définit t, par :

ey, L/2)(p . adulad( 1 —p(p2yX) ! st v, (a)=0.

4

Y orap™Xi= {0t prrt—ple(n e, 1/2)
h=0 -
<(p" L app@) (I —p(p)Xy™t siov(a)=1.

Pour ez n, on pose :
11 | si e=n,

U(e):{'{"/[V];VGJa l',](V):e_ﬁ_l} Si €>E,

(2) (b) sin(uye)>0,n(n" " x,)=0,0nposen=n(uy,), t, =car(Z,), et pour e=n, U(e)est
défini comme en (a); )
(3) st u?# [.], n(xo)=n(n)=0, on pose n=0. On définit ¢, et t, par:
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z Ly (apzh)Xh:

fr=1}

g (I4+(p, a)u(p)p "L =(p, a)pu(p)p "?X)
( (1P )+ DX +R(pHX) T sior,(a)=0,

(I—p(p?)p DU —((p*)+ DHX+p(p) X3! st v, la)=1:

t,=car(Z,).

Pour ¢=0, on pose :

{1,] st e=0,
Ule)= . st e=1,
{y[v];ve], L*,,(v):e—2} si ex2;

(4) si pwi=1.|, n(y,)=n(n)=0, on pose n=1. On définit 1, par :

: shown | (I=(poa)p(p)p" )X —p(pH)X)" " si v, (a)=0,
Z [3(|’JP )X —{ (1+p——1)(1_u(1)2)x)—1 gi l“[,(tl): ‘

h=0
Pour ¢z 1, on pose :

Ule)= {rz} si e=1,
DEU M vel (L e, =e—2] s e22;

(5) (a) sip?# .|, nluyo)=n(n "3,)=0,n{x,)>0,et u(p)#u(p '), on pose n=1.0n

définit +. et ¢
QO [EER2 IR ]

par :
t,=car(Z,),

, (I—p(pH)X) ' si o tu)=0.

Y e Xi= 1 (1=(p a)pn(p)p' 2

o (L= adu(p™ 1) =R (p)X) s e =1,

@

Pour ez 1, on pose :

U(e)= thets sie=1,
T (Y[l vel, v (v)=e—2| sioe=2:

(5) (b) si w2 # |.], aGuyo)=n(n "50)=0,n(x,)>0,et p(p)=p(p '), on pose n=1, on
définit 1, et ¢, par:

i, =car(Z,),

0 st v,(a)=0,
{(l—l/p)‘(1+u(p)13"2(p,a)) si v,(a)=1,
t{apt)=t,(a)+1,(a) si t,(a)20.

[ {a)=
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On définit U(e) comme en (a):

6) si pi=.], n(uxo)=n( '%,)=0, a(y,)>0, on pose n=1, on définit ¢, comme
en S{u), et pourex=1:

It
Ule)= t
« {{v[v]:veJ(p),v,,(v)ze—z} sie22.

On note U(e) I'espace engendré par les ¢léments de Ufe). Si p?=|.|, on pose
TS (n)=T, ()T (VL 1, 2).

PropPosITION 11. — Supposons p#£2, uW(—1)=y,(—1), et soit ne N :

(i) sip?+# 1.1, lespace T, (n) est non nul si et seulement si nzn. Si n=n, on a I'égalité :
T, (n)=aU (e), nsesn;

(i1) si p?=|.|, les mémes assertions sont vraies pour l'espace Ti(n).

Démonstration. — Supposons p’>#|.|. La proposition est un corollaire des
propositions 9, 10, et des lemmes 7, 21, 22, 24, 25. Indiquons quelques formules :

— dansle cas 2, a (resp. b), 1, est proportionnel & f[n, p'] (resp. ¢ [n, 1]) (les formules de
récurrence du lemme 7, iii, et de la proposition 10 conduisent aux formules de I'énonce);

— dans le cas 3, 1, est proportionnel a t{0], et ¢, a ¢[1, 1]:

— dans le cas 5, a, on calcule r, et r, en diagonalisant 'opérateur T;, dans T (1)
(prop. 10). On obtient :

f=p(= 1)1, ),

J— 71 / —_
t_»=pu(—1):/(p)w) i =1

R 1.. = — .
p—n(p’) ([ p]+17“;’(1’)(l—1(1))~u(p1))[[1’1])’

— danslecas 5, b, T/, n'est plus diagonalisable dans T, (1), mais unipotent. On a choisi :

° rn=p(=1e[l. 1]
L=(1=1/p)y " y(pyp(p)e[l, pl+n(—D(p—1)"" [, 1].

Supposons p=|.|' *y., avec L e O, . Le méme raisonnement permet de calculer T, (n). Il

reste a déterminer quelles sont les fonctions de T, (1) s'annulant sur E_,@;Z. C’est facile.
Indiquons les formules :

— danslecas 4, t,=—pt[0]+u(—1)(p+1)e[1, 1];
— dans le cas 6, ¢, est le méme qu’'en 5, 4.
Remarquons que I'expression 1 —(p, ¢)p(p)p'? s’annule en a=&u?. En effet :

$2

L=(p. &’ p(p)p'P=1—(p, &)p PyApp'?=0. O

7. Onrevient a la situation du V1, 2, et on suppose désormais p=2. Soit n=sup (2, n(x))-
On définit les fonctions suivantes sur [, impaires, et vérifiant (A,), par leur couple associ€ :
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F'[n. 1J{a)=1 pour tout ae2Z,,
Fln. 1] F/'[n 1(c)=7(c)x ( N si 0y (¢ ):O,
F7 [n, 1](c)= si r,(c)>0:
s F'[n, 2" '](a)=0 pour tout a,
Fln, 2 '] 4 F/[n, 2" 'I(e)=0 st ry(e)#En—1,
Frn 2" 'e)=1 si rs{c)=n—1;
F'[n, 2"](a)=0 pour tout a,
Fln, 2] { F'[n, 2"](c)=0 si ry(c)<n,
F'ln, 2" (c)=1 s1 r,{¢)=n.
(¢)

Pour ce@,, 3<r,(c)En—=3 ry(c)En—T—n(uy}:

F'[n. ¢](a)=0 pour tout a,

Fln. o] Frln dlco?)=pgo (') si aeZ’,
- F [ cJ(e¢)=0 si ¢ n'est pas de la forme =t

Stnzl+sup(2, niy,x-)):

‘ F'[n, 2](¢)=0 pour tout «,
Fln 2] F7fn, 2)(e)=0 Si L (0)# 1,
l F/ i 21200 =30 % (2 1)y (a) si velZ;.

Sinz2+sup(2, n{xe)) elrs(c)=2:

s F'[n. ¢](¢)=0 pour tout ,
F[”~ (‘] F”[JL C]((IU')=X[](Q71) si el +4le
l F'[n, ¢]{c")=0 s1 ¢’ n'est pas de la forme ¢ =ca.

Sinzs. v, (c)=n—=2:

F'[n, ¢]{a)=0 pour tout a,

Fin. ¢ F'[n. ¢Jca)=1 si ael+447,,
F'[n, ¢](¢’)=0 si ¢’ n'est pas de la forme ¢'=ca.

Ces fonctions F' et F”' sont bien invariantes par 2" Z,. On pose :
! 21 _ 2 431
Q)= 11,2221, 13)={1,2,22.2%},
et pour n=4. on note I(n) la reunion des ensembles suivants :

.ll 2211 1.2”1,
e un systéme de représentants de (2275 /1+47,)0 (2" 2 Z; /1+4Z,);
e un systéme de représentants dew 2" 7 /237 3€<mEn—3.
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ProrosiTION 12, — Soit n=sup(2, n(y,)):

1° supposons n(uyx)>0, n(n ' xo)>0. Si n<n(uye)+n "xo)+2, B, (n)=1{0}. Si
nzn(pye)+r(n™ " xo)+2, B, (n) admet pour base I'ensemble des fonctions ¥ [n, ¢], cel(n),
n(n o) 1S, () En—T—n(uyg )

2° supposons n(uy,) >0, n(n 'y,)=0.Sin<n(py,)+1,%,(n)= {0 } Sinza(pyy)+ 1,
A, (n) admet pour base Uensemble des fonctions :

Fln, ], cel(n), O0=ri(c)s=n—1-n(pya)

3° supposons  n(px)=0. A 'y,)>0. Si n<am 'y)+l B, m)={0}. Si
n=n(p” ' xo)+ 1, #,(n) admet pour base 'ensemble des fonctions :

Fln,cl, cel(n),  nw ') +1se ()2

4° supposons n(pyo)=n(n" ' xo)=0,n(x,) =2. Alors B ,(n) admet pour base l'ensemble des
fonctions :
F[2, 1], F[2, 2%] sioon=2,
F[3, 1], F[3, 2%]. F[3, 2%] si n=3,
Fn, ¢, cel(n) si n=z4,
1
J

5° supposons n(pyo)=n( " " 1o)=0, n(x,)=3. Alors #,(2)=1{0], et si n23, A, (n)

admet pour base l'ensemble des fonctions :

k]

F[3.1,  F[3.2,  F[3.2%]  si n=3,
F[4. 1, F[4.2. F[4, 2%, F[42] s n=4,

Fln, ], cel(n) si n=5.

Démonstration. — Soit / une fonction sur [, impaire et vérifiant (A,). On définit les
fonctions suivantes vérifiant les mémes conditions :
. r "
(g, f)y=1".

q, 14 g, f)'{e)=f"(c) si 0,(c)=0,
(g, 1Y (c)=0  si 1v,(c)>0;

pour cel(n), c#1.
5 q.f)=0,
g/ {lg. /) (ca)=f"(ca) si o€, vy(a—1)Zinf (3, v, (c), n—r5(c)),

l (g . ) (c")=0 si ¢’ n'est pas de la forme ¢'=co.

Le lemme 20 montre que f € #,(n) si et seulement si g, f €4 ,(n) pour tout cel(n). Soit
cel(n), supposons f =q, f#0;

1 sic=1, fe#,(n) siet seulement si F[n, 1]Je#, (n) et f est proportionnelle a F[n, 1]
(lemme 20, 1,4). Mais F[n, 1] %, (n) si et seulement si n(py, ')=0 (lemme 20, 2);
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2Y si¢=2, supposons f €%, (n). Alors, pour aeZ;, r,(a—1)zn—1:
fey=f"(ca)=(c, w)y(a)xo ' (@) /" (c)

(lemme 20,5). d’ou ¥, %, (a)=7 (). Sin=2, c’est vrai pour tout o€ 27, ce qui est impossible.
Donc n23, et 7y y.(a)=1 pour v,(a—1)zn—1, ie nzl+nlxyx,). donc
n>14sup(2, n(y,x,)). Alors f est proportionnelle a F[n, 2] (lemme 20,5). Pour o€ Z5,on
a:

oo ) 1 ()= " ety =% o) [ ()

(lemme 20, 3, 5), donc p~ ' xo(e)=1, et n(1 ' %,)=0. Réciproguement si n(pn ' yx,)=0cet
n=1+sup(2, n(yex,)). la fonction F[n, 2] vérifie les conditions 3 et 5 du lemme 20;

39 sir,(¢)=2,la condition 5 du lemme 20 se simplifie : (c, a)y(a)=1sit, (—1)=r,(0).
La fonction f appartient a 4, (n) si et seulement si, pour a€Z; :

(a) f"(cay=f"(c), sivy(@—1)zn—r,(c);

(b) £ (coa?)=pyola™ ") £ (c);

{¢) /" (ca)=pola ") [ (c), st vy (a—1)Z 0, (c).

Je dis que ces conditions sont équivalentes aux conditions suivantes :

(a'" ) n(uyy)Ssup(0, n—r,(¢)—1);

(b " ye)Srale)—1,

(c) st vo{c)=2, n(xo) Ssup(2, n—2),

(d") f est proportionnelle a F[n, c].
Eneflet,soitaeZ}.Siv,(0—1)=n—r,(c)—1,onav,(a*—1)Zn—r,(c), alors (a) pris en o’
et (h) pris en o impliquent py, (e ')=1. On en déduit (a’). Si v, (a—1)Zr,(c)—1, On a
ey (a2 —1) 21, (¢), alors (¢) pris en o? et (b) pris en o impliquent p~ ' ¥, (%) =1. On en déduit
(b'). Si v, (x—1)=sup(r,(c), n—r,(c)){a) et (¢) impliquent que ¥, (%)=1. On en déduit (¢').
Enfin (d’) est claire par construction. Réciproquement, supposons (a'), ('), (¢") vérifi¢es, et
posons f=F|[n, ¢];

— sin—u,(c)<inf(3, r5(c)), f ' est définie parla relation («) (par construction de F [n, ¢]).
Pour vérifier (b) et (¢), il faut montrer que n(pyx,)=0, n(x,) S, (c). Or, d'apres (¢')

n(uxo) Ssup (0, n—v,(c)—1)=sup(0,3-1)=2.

De plus py, (— 1) = 1. Donc n(uyy)=0. Alors =" [ 13 =% [z etn (™ 5o)=n(x5). Siyg est
ramifié, on a d’aprés (b') :

et si x2 est non ramifié et v,(c)=2, on a d'apres (¢') :

]
—_—
~
—

n(xe)<sup(2, n—uv, (c))Ssup(2, inf (3, v, (¢)))=2=r
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— si3<inf(n—1v,(c), v5(c)),f" est définie par la relation (b). Pour vérifier (a) [resp. (¢)], il
faut montrer que si v, (> — 1)=n—v, (¢) [resp. v, (a* — 1) Z v, (¢)], onalégalité py, (o™ ')y=1
[resp. o (e )=y, " 3)]. Or n—r,(c)=4, v,(c)=4. A muliiplication par —1 pres,
inessentielle  puisque  py,(—1)=1, la condition t,(”—1}=n—uv,(c) [resp.
vy (0 — 1) =0, (o)) équivauta v, (x— 1) = n—ru, (¢)— 1 [resp. o, (x—1) = v, (¢)— 1]. Alors (a) et
(¢) résultent de («’) et (b');

— siry(c)£3<€n—r,(c), /' est définie par la relation (¢). Pour vérifier (¢) et (b), il faut
montrer que A(y,)<n—r,(c), et n(0” ' 3)=0. Soit aeZ;, v,(a—1)=n—r,(c). Comme
n—r,(c)=3, il existe B tel que v, (B—1)Zn—r,(c)—1, et B7=a. Alors :

nyo (B)=1, dapres (a’);

no by (B)=1, dlapres (b') et vy (c)=n—r,(c),
donc  yo()=x,(B)=1, dou n(y,)Sn—r,(c). Lhypothése (b') implique
(xS (e) =152, done n(p ' y,)=0 puisque py, (—1)=1.

11 résulte de cette étude que %, (1) admet pour base I'ensemble des fonctions F[n. ¢] pour
cel(n), telles que les conditions suivantes soient vérifiees :

1 sie=1, n{p~ 'y,)=0:

20 sie=2, n(u " y0)=0, et n=1+sup(2, n(xo %))

3" les conditions (a’), (b'}, (¢'), si v5{c)=2
[remarquons que si a(y2)# 1. la condition 2° s'écrit n(p™ ' y)=0 et #=2+n(x3)]. En
spécifiant ces conditions dans les différents cas possibles, on obtient la proposition. []

8. On conserve les mémes hypothéses. Soit 1 le plus petit entier n2sup(2, n(x,,)) tel que
A (n)# {0}

PROPOSITION 13. — Supposons n=n :
(1) si n{uyo)>0 et ”("l-‘lx()):Os

T2 Fn, 1=27y2)p " (2)F[n, 1}
(i) si n{pya)=0er n(u "ye)>0:

Ty Fln, 27=27(2)u2)F i, 2];

=2y ') F[2. 1];
TOF[2, 221 =27 2)p(Q)F[2, 221+ 27 "7 (2)n2) (1 +ip(—= 1) F[2, 1];

(iv) si n(ugo)=n( " %o)=0, et nlx,)=3":
ToF[3, 11=27(2)n~ ') F[3, 1];
T,F[3, 2]=F[3. 1]

ToF[3, 27]=27(2)u2)F[3, 2]+ 7(2)p2) (1 +ip(— 1)) F[3, 2.
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Démonstration. — Les deux premiéres assertions se demontrent comme dans le cas p#2
(prop. 10). Pour (iii), on a des égalités :
Ty F[2. 1]=xF[2. []+yF[2, 2%,
T,F[2, 28] =x"F[2, 1]+ F[2, 2%].
La premicre ¢galité, prise en t'(0) puis en 1=1"(0) donne (comme dans le cas p# 2);
x=2y(2)p"'(2),  r=0
La deuxiéme ¢galii€, prise en 1 puis en 7'(0), donne :
V'=272)u(2),

x'= ) F[2, 22" (0)ud (2))

ueZ./42,
4 2 -1 1
=Y (u, 2u) F[2, 22](( Lg 2,”, u)r”(4u‘))

u

=S, 2u)YQu” p@u 20 F2, 22 (du ),

i

Par définition de F7'[2, 2°], seuls les termes avec ¢, ()= 0 interviennent :

x'= 3 (. 20)yQ2u” Yu2u )2

wu=t1

=27 0@ Y H(=1L =D (=Dp(=D]=2""p2)7v(2) (1 +ip(—1))

(11, 6). Dans le cas {iv), on a des égalités (prop. 12} :

(12) TLF[3, 11=xF[3, 1]+yF[3, 2]+zF[3, 27,
(13) T F[3. 2)=x'F[3, 114" F[3, 2]+ F[3, 2%,
(14) T,F[3, 2°]=x"F[3, 1]+ F[3, 2]+ z"F[3. 2°].

Légalité (12) prise en t'(0), en 1, et en 17(2), donne :

A8}
Il
=

=27()u (2,

On a:

2Qu+1)"" -
r”(2)gd(2):|:( ( ug ) (Zuil)"zl),(zuﬂ, —1)}r”(8(2u+1)‘

Comme F[3, 1]{z"(8(2u+1)"'))=0, pour tout u, 1 =0.
L égalité (13) en t'(0) donne :
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X'= Y F[3, 2] (0)ud(2)).

vef,/47,

X'=Y(u 20) Y 2u Yy p@u Y 2u Y3, 214w ),

u

Par definition de F''[3, 2], seul le terme u= 2 intervient, et x'= 1. Priseen 1’ (2), I'égalité (13)
donne :

3= F[3.20(t" (2)ud(2)
=Y Qu+ 1. —D72Qu+ 1) Y pR2u+ 1) Y 2Qu+ 1) F'[3,. 218Qu+1)"")
=0.

Prise en 1, I’égalité (13) donne z' =0.
L ¢galité (14) en 1°(0) donne x"'=0, car F'[3, 2°]1(4u" ') =0 pour 0<r, (1) <2. Prise en
1'"(2), elle donne :

V=3 2u+1, —DHy2QRu+1)"1

i

XUR2QRu+1)" ") 2Qu+1)""|F'[3, 218 Qu+1)"").
OnaF7[3,218Q2u+1)"')=1 pour tout u. En posant r=2u+1, on a:

Y= 121m2)v2) Y (=230l

1EZF 1487,

Comme n{p)=n(y,)=3,0onan(py_,)<2, dou :

P=p2)v2) Y (=27 ()

[=+1

=221+ (=1L =2)¥ (= DHp(=1)=p2)¥2) (1 +ip(—1)).

Enfin ’égalité (14) prise en 1 donne z'=27(2)n(2). O

9. On conserve les mémes hypothéses. Comme ™' g, (= 1)=1, il existe quatre caracieres
Vi, i=1...4, de Z; tels que vi=p"'y,(;+. Soit 1" un systéme de représentants de
w2 75/257, h=1... %.

LEMME 26. — Soient n=>n, Jed (n),acQl. On a I'égalité :

4

- ~ 1
(@) =7(=1)pu(=1) [0} car (Z,, a)+ 3 27" Y(—é‘)u(—c‘),f"'(t‘)z Y (v —ac™h).

cel’ (=1

Démonstration. — Elle est essentiellement identique a celle du lemme 23. On ne sépare plus
lescas v(b)Ss —net —n+1Zc(h)S—1. O

LEMME 27. — Soient cel’, ae Q3. On a les égalités
(1) sin(py,)=0:
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- 1 2
S22 'y (—ap(—cu)- Y v, —acTtuh

s iz 4 5

=227 (== +D)m Ty, —ac DH(I =i Ty —ac N

(i) si n(uy)=0, 4

1
27 (e pl—an)y 2 v, —act Tl
i=1

=27 23 (—)p{—c) M g —ac” ARy o —ac M)

el 447,145 2

(i) si n(p~ "%, =0,

-~ . 1 4
Z 271Y(_le)“(_zu)X(»Xz(Lf1)7(”)4 Z n(v;,, —a 27 h
2§ /z52 =
=27 (=2)(=2)n(l. a27").
Démonstration. — Pour (i), on a les égalités :
y y ~ ~ !
Y(—cu)=v(—c)y l»(u)‘/(u)ZY(—f)E[(l+1')X‘-(ll)+(l—i)xﬂ.(u)].

u(—cu)=p(—c)pu),

Ny, —ac”tu" )=viuhn (v, —ac ),

it

11, 6 et 7). Le membre de gauche est egal a :
s 1 - : ,
2 (=op(=ay X —ae” DHTFD v ) =D v ()]

Remarquons que les caractéres v,;puy,, resp. v;uy_. décrivent tous les caracteres
quadratiques de 7, quand i=1...4. En effet (v;pux ) =pn""zon> =y, (sur 7;), et
1(uyy)=0. Les sommes en u sont nulles si vy, 7#1 (resp. v,uyx_.#1) et valent 4 st
vipx.=1 (resp. v;puy_.=1). Pour v;=p" 'y, le terme entre crochet vaut 4(1+1i). Pour
vi=p y_., ce terme vaut 4(1 —i). Pour les autres v,, ce terme est nul. D’ou I'assertion.

Pour (ii), on a I'égalite Y(—cuy=y(—=c)y. Au).caruel+47, el v(u)=1.Lc membre de

gauche vaut :
27— p(—c)y 2 v —acT R v ().

On somme cetie foissurue 1 +47,. Lasomme en uvaut 2sin(v, uy_ )2, e vi=H Y-,
ou v,=p 'y, et 0 sinon, d'ou l'assertion.
Pour (iii), on a les ¢galités :
T(=2u) 0 W™ )7 ) =7(=2),
p(=2uyg(u Hy=p(=2).
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Le membre de gauche vaut :
4

- 1
2"7(—2)11(—2);1 _Z nv, a2 v (—u)).

La somme en u vaut 4 si v;=1, 0 sinon (ici v =p~ ' x4 |25 = 1), d’ot I'assertion. [
10. On conserve les mémes hypothéses. On note ¢ {n, ¢} I'image dans T, de F[n, ¢] quand
cette fonction existe. On définit p, J, J(p), T, (n) comme dans le cas p#2 (V1. 5, 6).

Pour ve @7, on définit la fonction y[v] comme en V, 4. On pose :
) 1
v IVI= v+ [5 VD).

Si ¢e 7. on délinit les fonctions sur Q5. v [e] et 3 [¢]
V' le]=car(2°2;).
1 sioryla)=c¢ et {a. = D)= —y.(=1) ousl r.la)=¢+1.

Y [el(a)= {

0. sinon.

On a déja défini 'entier n (V1, 8). On déhnit dans les cas suivants des ensembles U (e) de
fonciions sur @ . Toutes ces fonctions sont a support dans Z,.

(1) Si n(pyo)>0, n(u '%e)>0, ona n=n(uy,)+n(p ' yo)+2. Pour e=n, on pose :

Ule)={v[V]: vel(p), t>(v)=n—n }

(7) (a) Sin(uy,)=0, n(n '%4)>0, 0n a n=n(u 'y,)+ 1. On définit ¢, par :
el Yy 1/2)(2° @)
x p(a) yla.a(puyi) (1 —p2%) X)™! st vy (a)=0,

< t ,22h Xh: -
/1;1 l(a ) S(M_l)(z”“, 1/2)(2n+1’ Cl)

xp(a)Yla.aluy, N1 —p2HX)™! si sy (a)=1,

[voir le lemme 1 pour la définition de a(p)].

(b) Si n(uyy)>0, n(u™'x)=0, on a n=n(pyy)+1. On pose t; =car(Z,).

Dans les cas a et b, pour ¢=n, on pose :

{t,.y'[0})  si e=n+1,

(v 1)) st e=n+2,
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5o () =n L) =0, n(x)<2, w># |.|, on a n=2. On pose :
[1 =Car(zl)s

efinit , par :
)stp2)#p H(2):
Q= )2 (0= 2, ayp~ 22" 1 —p2H) X)L

. st (a)=0 et (a4, =)=y, (—1).

1 ry(a)=0 et {a, —1)=y,(—1)
0 s rh(a)=0 et (a, —1)=—xo{—1), ou s1 vy (a)=1,

{Il‘ [:} Sl 6):2,
1710 | si e=23,
=g (DL v (= DL 7S (=D st e=4,

2L v (=1 sioe=5,
Gy =2 Fgo =D)L v 27 Y127 g (= D) 725 S (=11,

si ¢=6 et e est pair,

Ule)=

0 le=3 v =27 Txa (= DL v [277°), 7205,

si ¢=6 el e est impair.

) Sin(uyxg)=np "%0)=0, n(x, )2, u= ]! Zx;,avecée@};,onaﬁ:z. On définit ¢,
me en 8, a. On pose U(2)= { I, } _Pour e=3, on définit U (¢) comme dans le cas 8. en
srimant, pour e pair, ['élement v [2 %% (—1)] (resp. v[2° *Syxe(—=1]) si
—1)e& @} fresp. Sxo(—1)e Q2]
0) Sin(uxy)=np "%o)=0.n(x)=3 ¢t p?# .|, ona n=23. On pose t, =car(Z,), on
1L t, par :

) si p(2)#Fp " 12)

H2THI—p2)X)T s (@=0,
’ (1—p2H)X)™! si e(a=1 et (a. —1)=—%o(—1)

Z IZ(ath)Xh=
=0 (1—(2, )p(2)2"H) (1 =2, @)p 122" ' =p(22) X)),

siratu)=1 et (a, — D)=y, {—1)
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(b) sip(2)=p '(2):

to{a)= | si ry{a)y=1 et (a, =1)=—yo(—1),

5

342, a)p(2)2h- si vy (a)=1 et (=1, a)=y,(—1).
Dans les cas ¢ et b, pour e=n, on pose :

(0.0, 77 [0]) sioe=3,
{3{0[1]} s1 e=4,
(rle=31 7 127 L v 27 xo (= DL 727 S (= 1},
S e¢=5 et e est impair,
[Y0le—=3L v[=2 P g (=1, v 27 L y[=27°1].

Si  e¢=35 et e est pair.

Ule)=

(11) Sin@y)=np "%o)=0,n0¢,)=3 u=].]"?%..avecEeQ3,onan=3. On définit r,
comme en 10, a. On pose U(3)={1,, y"'[0]]. Pour ¢=4, on définit U (e} comme en 10, en
supprimant, pour ¢ impair, [élément Y[2° *x (= 1)] (resp. ¥[2°7* Sy, (—1)]) si
290 (—1)eE@37 [resp. 2.5 x, (— 1)eEQ37).

On note U (¢) I'espace engendré par les ¢léments de Ufe).

ProrosiTiON 14, — Supposons p=2, p(—1)=y,(—1), et soit neN :

(1) si p?#|.]. lespace T, (n) est non nul si et seulement si nzn. Si n=n, on a Pégalité :

T“(n)z@)lj (¢). n<e<n:
(i1) si u>=|.|, les mémes assertions sont vraies pour lespace Ti (n).
Démonstration. — L'assertion concernant la nullité de T, (n) résulte de la définition de .
On traite successivement les difféerents cas possibles.
Cas 1. — Supposons p?#|.|. Soient n=n, he N, n(p~ ' yo)+1<h<n—1—n(uy,), et
cel(n), ry(c)=h. On a n(p™'yy)>0, n(uyy)>0, donc n(n™'ye) 22, nlux)z2, et
3<h<n-—3. Par déhnition de F[n, ¢] et d’aprés le lemme 26, pour ae 7, on a I'égalité :

4
tln, Ha)=2"y(=c)p(=c) 3 nlv,, —ac '),

=14

On an(v;)=n(u " y,)+ 1. La fonction t[n, ¢] est a support dans 2'~"" =17 (1], 7), et
vérifie :

tn, Alaa)=py, () t[n, c](a),

pour tous ae Q5 , ae Z; . Une telle fonction appartient a I'espace engéndré par les fonctions
y[vlpourvel, v, (vV)=h—n(un" Ly o)—1. En comparant leurs dimensions (égales g 4), on voit
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que I'espace engendré par les fonctions t [n, ¢], c€ L(n), v, (c)=h. est égal a I'espace engendré
par les fonctions y[v], vel, v, (v)=h—n(p" 'vo)—1. La proposition 12, 1 démontre
I"assertion (i). Si p=/|.|""? %, on calcule de méme T, (n). 1l reste a déterminer les fonctions

teT, (n) telles que 1(a)=0 s1 aef Q}°, ce qui est immédiat.
Cas 7, a. — On a n(py,)=0, n(n™ ' %,)>0. Cela implique p? |25 # 1, donc pr ||, et
n(ny=4. Pour n=n, T, (n) est engendre par ¢ [n, 2] (prop 12, 3). Calculons t[n,-2"] (a). On
considére la formule du lemme 26. On a n(v,)=n(u 'y,)+1=n=n.
— Sir,{a)=0, seuls les termes pour v, (c)=rn interviennent. Par le lemme 27, i :

th, 2"Ha) =227 )@ (1 —np e, a2 I +OMER e a2 )]
D’apres le lemme 1, 3 :

N Ty 27 =y (—alp T 27 =7 lale ) (e 277,
dou :
[, 2a) =272 (2 2" e (@) np e 27 =D+ D lasa(my)]

=27"272M e e 1/2) e (a) Ve alug),

(11, 6. 7). d’ou, avec nos définitions :
(i 2 a)=2""2v(2") " " ¢ (a).
— Sir,(a)=1, seuls les termes pour 5 (¢)=n+ 1 interviennent. Par le méme calcul :

tl, 2a@)=2"272" Hu " O =ini "y, a2
iy w27 )

=2 T2 2 g (/2 e 2 M=)

. (I +1) - la a(pga )]s
=272y 2" e (u T ygeens 1/2) (@) Yl a (U1 ))

=2""25%2") 'ty (a).

La proposition 13, ii, et le lemme 7 montrent que :

t[n, 2n]_ -n/2 7 (2n) 1[1’

donc T, ()= U (n). Soit maintenant n > . En considérant la définition des espaces U (), on

voit que DU (e), n<e<n, n'est autre que 'espace E’ des fonctions ' sur Q5 de la forme
t'=t,t, ou t appartient a I’espace E des fonctions sur Q7 telles que, pour ae Q3 , aeZ; :

(1) t(a)=0, sivy(a)<0;
(i) t(ao’)=1(a);
(1i1) r(acx)—t(a) sity(a)=n—n—2,0el+47Z,;
(iv) t{ao)=t(a), si v5(a)=n—n—1;
(v} t{u) est constant pour v, (a )=n—n.
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Montrons que T, (n)=E’". Soit cel(n), Egz-z (c)=un. On peut écrire t[n, c=t,1, on ¢
vérifie (i) (remarquons que 7, ne s’annule en aucun point de Z, ). D'aprés le lemme 7, i, t[n, ]
et 1, se transforment par le méme caractére de Z; 7, donc ¢ vérifie (ii). Supposons v, (c)<n.
Alors (lemme 26) t[n, ¢] et ¢ sont a support dans ¢2 "ZJ. En particulier, t vérifie (v). Si
vy (¢)=n~3, ¢ vérifie(iii) et (iv) car ¢ (a) =0 pour les valeurs de a en question. Sit, (¢)=n — 2.t
-vérifie (iv) pour la méme raison. Siv, (a)=n—n—2ctae 1+47,,on a(lemmes 26 et 27, ii) :

-1

Xes _auc}_l)—i_n(“il X—os —aOﬁC—l)]
=ux (o) t{n, c](a)

tln, Qao)=2"27(=c)u(—c)[n(u

(I1,7,ety_, (a)=1). La fonction t [n. 27] se transforme par la méme formule (lemmes 26 et 27,
i). Comme 1, est proportionnel & ¢[n, 27|, ¢ vérifie (iv). Si v, (¢)=n— 1, la condition (111) est
triviale. Pour v, (a)=n —n—1, le lemme 26 montre que t[n, c](a)et t[n, 27 (@) s’expriment
par la méme formule, i.e. t [n, ¢](a)=t[n, 27](a). Donc t vérifie (iv). Si r>(c)<n,ona donc
t{n, cJe E'. Comme [, 2"] est combinaison linéaire de ¢[n, 27] et de fonctions tln, ¢,
nsr,(e)<n—1,1[n 2"e E'. Donc (prop, 12. 3) T, (n)=E". En comparant leurs dimensions,
on obtient I'¢galite T, (n)=E".

Cas 7.h. — Onan{uy,)>0, n(u" " ,)=0, donc p*#|.|. Pour n=n. T (n) est engendré
par ¢ [n, 1](prop. 12.2) et t[n. 1]=7(— 1) (= 1) r, (lemme 26), donc T, (7)=U (1). Si n =7,
on voit que l'espace @ U (e), 1<e¢ <n. n'est autre que l'espace E défini ci-dessus. Soit ce 1(n),
0<r,(c)En—n.Sic=1,on vient de montrer que t[n, c]JeE.Siv,(c) =1, t{n, c] vérifie (i) et
(11) (femme 7). Le lemme 26 montre que f[n, ¢] est combinaison linéaire de fonctions :

ar->n(v,, —ac™ ),

ou v, est un caractere quadratique de Z3 . On vérifie facilement qu'une telle fonction vérifie
(ii1),(iv), (v). Donc t[n, c]Je E. et T (n)< E (prop. 12.2). On obtient I'¢galité de ces espaces en
comparant leurs dimensions.

Cas 8. — Pour n=n=2, T, (1) est engendré par (2, 1] et ([2, 2%] (prop. 12, 4). On a
12, 1]=Y(—)pu(— 1)1, (lemme 26). Calculons 1[2, 2*](¢). Remarquons d’abord que,
puisque n(H)<2,0n a Mz =1o0uy 2z Enexaminant les deux cas possibles, on vérifie
que :

(15) (I+)np "y ay+(i—np 'y . a)
=(I+ip(=INny, a)+(I—ip(=1)n(x_. a)

pour a, ce Q5. Alors (lemmes 26, 27. 1) :

(2. 2= ¥ 277 72N 2" ?)

=0

X[(T =i (=DM G, a 27" 2 (I Hip (= TN (gov @ 2773

— sir,(a)=0, il reste pour h=0le terme contenant n(x_,, a2~ %), etles termesen h=1:
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(2. 277 (@) =27 p ) [ +ip(= 1) (e a2 H+7(2DR)
X[ =ip(= 1. a2 )+ (T+ipl—DIng 2a2” Y]

il

=277 (=i = Ihp(= Dy (o) [T+ (@p2)27" 2
x(I+y ta)pt— 1))

(I, 7). Si y_,(a)=p(—1), on obtient :
(2. 22Ha)=2" 2 p@) (1 —ip(= 1)1+ %2 (@) p(2)277).
Siy_,(a)=—p(—1), on obuent :
t[2, (@)= =272 p 231 —ip(= 1))
— siv,(a)=1, il reste le terme pour h=0 contenant 1 (1, a2~ 2), d’ou (II, 7) :
t[2, 2°J(a)= =27 p(2H) (1 —ip(=1)).
Dans le cas a, i.e. p{2)#p~ ' (2), on peut diagonaliser T; dans T (2). Posons :
=(l—ip(—=1) ' 2—p)) A1 -p2 ) e[ 2]+ A Hip(=1)) 2, 1]].

Grace 4 la proposition 13, on vérifie que T, 15=27(2)p(2)15. Les formules ci-dessus
permetient de calculer t5(ua) pour v,(a)=0 ou 1. On obtient t5(a)=1t,{a). Donc t;=1,.
Comme T,(2) est engendré par ([2, 1] et (5, on a I'égalite T\ (2)=U(2).

Dans le cas b, i.e. u(2)=p"'(2). T} est unipotent dans T, (2). Posons :

=4(1—ip(—1)"1e[2, 22]+ip(—4)t[2, 1].

On vérifie que T4 1,=2%(2)pn(2))(¢5+1,), puis que 15=1,. Alors Tp(2)=6(2).
Soit n =3, n impair. Soit F I'espace des fonctions ¢ sur €23 telles que pour ae O etae Z;
(1) t(a)=0, st v5(a)<0;

(i) r@o?)=1(a);
(1) r(act)=tlu), si vy(a)=n—4;
(iv) t(a) est constant pour v, {(a)=n—3.

Soit F, I'espace engendré par b, 1, et XO [#—3]. On vérifie facilement que 'espace @ U (e),
2<e<n, est inclus dans F,. En comparant leurs dimensions, on obtient Iégalité :

=@Ule), 2<e<n.

11 faut montrer que T, (n)=F,. Calculons d’abord t[n, 2"~ . On a (lemmes 26 et 27, 1} :

T[H, 2;171](a)=272?(2::*1)}*(2"*1)
I+ e, a2 (=D g a2 )
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Comme n est impair, v(2""')=1, 3,1 =1, d’ou (égalité 15) :

tn 2" Na)=2"2p 2" H1+ip(=)nx-,, a2 ") H(I=ip(=1)n(l, a2' ),
1—ip(—1) si vy,la)zn—1.
—(1—ip(—1)) sl y(a)=n—2,
p(=Dyx-(a}(1—ip(=1))  s1 vy(a)=n-3,
0, si 5(a)En—4.

Au2t "yien 2" )=

Posons :
r=4p2' M —ip(=1) i 2" =1 429 (0= 3]
Alors :

(@) 0 si ry{a)>n—4, outt,(a)<0,
)=
—1 si O0Zr,(a)En—4,

doncteF, et t[n, 2" ']eF,. La fonction 1 [n, 2"] est par construction combinaison linéaire
de [2, 2°] et des fonctions t[n, ¢], 2< v, (¢)<n—1. Pour n=3, cela démontre l'inclusion
T, (m)<F, (prop. 12, 4). Pour n235, soit cel(n), 1 v (c)=n-2. 1l reste a montrer que
t{n, ¢]e F,. La fonction ¢ [n, ¢] vérifie en tout cas les condittons (i) et (i1) de la définition de F.
Siv,(¢)=n—3, t[n, ¢] est combinaison linéaire de fonctions :

1
arn (v, ac ),

pour vi =1 (lemme 26). Ces fonctions vérifient (iii) et (iv), donc r[n. ¢]Je F. Si v5(¢)=n—-2,
d’aprés la définition de t[n, ¢] et les lemmes 26 et 27, 11, 1 [n, ¢] est combinaison linéaire des
fonctions :

a Ty act ). am ety ac ).

Or v, (¢) est impair. n(p 'y )=n(n '%_.)=23. Ces fonctions sont a support dans 2"~ ° Z3,

elles verifient trivialement (iii) et (iv). Donc r[n. ¢]e F. Ona donc I'inclusion T (n)=F,. On
obtient I'égalité de ces espaces en comparant leurs dimensions.
Soit maintenant n=4, n pair. Soit F' 'espace des fonctions ¢ sur Q; telles que pour a€ (5
etaeZ’

(1) (a) 0, si v, {a)<0;

(i) t(aa?)=rt(a):

(i) t(aa)= ( ,stos(a)=n—5 ael+47,;

(iv) t(as)=1t(a), sia= —2""*y,(—1), ael4+47Z,;
(v) t(a oz)—t(a) SL v, (a)=n—23;

(vi) t(a) est constant pour v, {a)=n—2.

Soit F| I'espace engendré par F' et t,. On vérifie encore que

—@Ule), 2ZeZn,
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et il faut montrer que T (n)=F{. Soit c€ I{n). La fonction t[n, c] vérific en tout cas (i) et (i1).
Si 1=Zr,(c)=n—3, t[n, ¢] est combinaison linéaire de fonctions :

a*’"‘*n(\’i» ac-l)»

pour v? =1 (lemme 26). Ces fonctions vérifient les conditions (iii) a (vi), et ¢[n, cJe F'. Si
v, (c)=n—2, t[n, c] est combinaison linéaire des fonctions :

an(p g, act),  anuT o, acTh)

(lemmes 26 et 27, 1i). Or v, (c) est pair, n(u~ 'y )S2, n(n~ ' x_ ) £2. Ces fonctions vérifient
les conditions (iii) a (vi), et t[n, c]eF'. Si v,(c)=n—1:
t[n, 2" Na)=2"2y (2" 2"

x[(1+imnu  xpn, a2 "+ =iy, a2t ")
(lemmes 26 et 27, 1) :
tn, 2" Ya)=2"2y(2" " Hp2" ")

[(L+ip (=) N (- a2+ =ip(=1)) N (12, a2' "]

(égalité 15, et parité de n). Donc t [n, 2"~ '] est a support dans 2"~ * Z3, et vérifie (iii), (v), (vi).
St e, {a)=n—4, d’aprés 11, 7 :

t[n, 2" @)=27"2y 2" )2 —ip(= D)k (@) (T +p(= Dy, (@),

Si ae—xo(—1)2""4(1+42,), 1, (@)= —xo(=1)=—p(=1), donc t[n, 2" '] (a)=0.
Donc t[n, 2" '] vérifie (iv) et appartient a F’. Comme toujours, t[n, 2"] est combinaison
linéaire de t[2, 2%] et de fonctions t[n, ¢], 2<r,(¢)<n—1. On obtient T, (n)cF{, puis
Iégalité.

Cas9. — Onap=|.|'?y,. Lescalculs du cas 8, a, déterminent T , (r). On doit chercher les
fonctions de I'espace @U(e), 2<e<n, décrit au 8, a, qui s’annulent sur £ @2, Le nombre
v, (&) est pair car n(p)<2. Je dis que 1, €T (2). En effet, soit ae& Q3. Alors :

((1, _'1):(2’ —1):X§(_1)=Xo(_1),
(2. a)=(2. &)=1.(2)=p(2) 2'2,
p4)=27",

¢t t,{a)=0 d'aprés sa formule de définition. Pour n> 2, on détermine facilement les autres
fonctions de T}, (), en remarquantquesiae Q3% a=2>"b, avecheZ;.bey,(—1)+4Z,
[car (b, — )=y, (—1)].

Cas 10. — Pour n=n=23, T, (n)estengendré par 13, 1], £[3,2], t[3,23](prop. 12,5). On a
([3,1]=y(—1)p(—1)t, (temme 26). Pour ae Q7 : :

(03, 2](a)=2""y(=2)u(—=2)n(1, —a/2)

JOURNAL DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES



442 J.-L. WALDSPURGER

(lemmes 26 ¢t 27, iii), et Y(—2)=v(—1), dou :
27y (=Dp(=2) st oea(@zl,
(5. 20a)={ 27"y (= u(=2) s ,(a)=0,
0 st r,la)<O.
D’ou :
([3.2]=2"" (=D u(=2)(r, = 2y"[0)).

Comme n(i)=3,0na u=y, ou u=y_, sur Z;. En examinant les deux cas possibles, on
vérifie que :
(+in@E 'yea)+d—HnE 'y ,a)

=(l+ip(=1))nGee o)+ —ip(=1)n(x-,.. a),
pour tous a, ce 3. Alors (lemmes 26, 27, 1) .

(3,27 a)= ) 27272 Hp2"?)

o 0

X[(1=ip(= MG, a27" ) +A+ip(= )N - a27"7 )

— sir,(a)=0, tous les termes s’annulent, ([3,2°](a)=0;
(¢)=1, il reste le terme en h=0 contenant N(y_,, a2 ), et les lermesen h=1:

(3. 2%l @)=2""p@) (I —ip(—1))nix 1, a2 ?)
Fp[ —ip (=N G2 a27H+ 0 +ip(= 1IN 2.a2 )]
=272 =ip(=1))pr(=1)x- (@)
X[+ (@ n(2) 27 x (1 +x - (@p(=1))]
(11, 7). Si x_, (@)=p(—1), on obtient :
1[3,2°)(a)=2""p2) (I —ip(= 1)) (I +x:2 (@) p(2)2" ),
siy_,(a)=—p(—1), on obtient :
13,2 (ay=-2"2p2°)(1 —ip(=1)).

Dans le cas a, i.e.u(2)# 1~ ' (2). on peut diagonaliser T} dans T,(3). Posons :
, ApT i@ eE)—-p '2)

5

T 2—p@)(l—ip(—1))

13,29

. -t T
+21H (=4} (u(2)—p (2))r{3,2]+l“ (—4)

- 1].
2=n(@) —p@ (Bl
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Grace a la proposition 13, on vérifie que T,1,=27(2)n(2)t;. Les formules ci-dessus
permetient de calculer t}(a) pour r,(a)=0 ou 1. On obtient f5(a)=1,(a), donc t,=1,.
Comme T, (3) est engendré par 1[3,1], ¢[3, 2] et 15, on obuient I'égalite T, (3)=U (3).
Dans le cas b, i.e. n(2)=p ' (2), T3 est unipotent dans T, (3). Posons :
~ 4ip(—2) : 4
= e f[3, 2]+ 20— 2) 1 [3,2 —1)e[3,1].
2 T hip=1) [3,2°]+2ip(=2)¢[3, 2] +ip(= 1[5, 1]
On véritie que T ¢} =2%(2)u(2) (15+1,), puis ri=1,. Alors T“(}):ﬁ (3).
Soit 2 4. Sinest impair, on verilie que @ U (e), 3<e<n, est égal a espace engendré par ¢,
et l'espace F' décrit au cas 8. Si n est pair, il est égal a I'espace engendre par i, 7O [n—3] et
I'espace F décrit au cas 8. Les mémes arguments que dans le cas 8 démonirent 1’égalite :

T, (n)=dU(e),

A
©
HA

[bien sir, on a ici n{p)= >3, contrairement au cas 8. Mais, par rappori a ce cas, on a échange
les cas i pair ec n impair, et les argumenis restent valables].

Cas 11. — On déduit les résuliats de ceux du cas 10 de la méme fagon qu’on a déduit les
résuliats du cas 9 de ceux du cas 8. [

VIl. — Formule de passage dans le cas de la scrie principale

On se place encore sur un corps local ..

1. Soient p une représentation admissible, unitaire, irréductible de Z\ G, # son modele
de Whittaker relatif au caractére , v un élément de Q , p, = p®7,. On utilise les notations et
définitions de IV. On suppose vérifiées les hypothéses suivantes :

(H,) 1. p.(p)est irréductible.

2. Il existe un caractére p de Q) tel que n2 | |(resp. pi=1.|) et f)\.(p)~7~tu {resp.

p.(p)~a,l

On supposera que |p|c=1.]%, avec r 20. La deuxieme hypothése implique p ~ T, p )
[resp. p~o(u, '), et p#|.|"? %] [W], prop. 18. On a fixe en 1V, 1, diverses mesures de

Haar. Fixons les données suivanies :

[. un élément W°e # ', non nul;
- 2 I = . . .
(D) § 2. pour out €@ (p,)—Q, ", un élément Wie # |, non nul, invariant par O,
{sous p,).

Attention - conlrairement 4 ce que pourrait faire penser la notation, W:n'est pas le produit
par o det d’un élement fixe W=de # .
La donnée 2 détermine des fonctions u (W, &) pour tout We # (lemme 5).
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Soit T le modcie T,(ou T)) de la représentation m,ouac,) (VI1). On fixe un
isomorphisme i, : T,(p)—> T. Si fe.% (H), on pose :
(LS ]=leoj (WL ).

IFexiste un scalaire 2.(v)#0, et, si Ee W, (p,)— Q7 il exisie un scalaire & (v, £)#0, tels que
pour tout f € ¥ (H) :
f Rig) f (x1)u(WD) (g)dg=2(v) t[ 1 1(v),
DNG

f Rig)f (x )u(W!, &) (g)dg=nr(v, &) r[ f ](VE),
oG

(asserton 11). On definit les constantes suivanies :
(¢) on munit H de la mesure de Haar dx auoduale pour Y et g. Il exisie une
fonction ¢ : @, — C telle que pour tout f € % (H) :

J./'(A’)dx:f J Rig})J(x_)dgc(C)de.
i G, JONG

On peut supposer ¢ localement conswanie en délinissant convenablement les mesures d.;

(b) soient e, geG. el que g=uanh,avec he O_. ll exisie une constante 3(%) telle que :

dg=0(S)d™ adnd_h:
(¢) soit €@, (p,)— @, on pose :

0. (§)= j i@ al =2 Wila) da
o, a

(on montre que cette ini¢grale converge [G], p. 1, 36).
Rappelons que si p" est un caractére de €, on noie L(p', ). s{n’. s), sa lonction L et son

facteur €.

ProposiTiON 15. — Soir £e @, (p,)— Q)
(i) o, (E}#0;
(it) on a I'égalité :

My, QA =1 =1/p) 28 px (= 2)[c(€)8(E) o (E)] ' e(uy., 1/2)
*Lnygy, 1/2) Ly, 1/2)7 0

La démonsiration occupe le paragraphe suivant :
2. Sige@; —Q;", on note m(Z) la mesure de Z\O .
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Lemme 28. — Soient &, e @), :
(1) on a les cgalités :
Xep =00 ! x_a, O.:=2"'10,2
Supposons £¢Q)°
(11) on a les éyalités :

cEaty=mEat)m(&) " Halclé),

5

S(Ea ) =m (&) m(Ea?) o] d(E).
Supposons e (I;D; (p,) -,

(i) il existe une constunte b(Ca’, &) telle que .

Wi =h(Ca?, Dp, (o)W
(iv) pour tous We # ', ye G, on u l'égalitc

e

w(W &)@ g)=m&ymEa’) ' hiZa®. ) u(W,. o) (y):
(v) on a l'égalité ;

hv, oty =p Dyl ol T EBEaR 8T (v S).

Démonstration. — Le (1) est immédiat. Done p, (o ') W; est invariant par O_,:. L'unicité

Alors {lemme 5) :

d’un tel vecteur implique (iii). Le (ii) résulte de (i) et d'un calcul de changement de variables
dans les définitions de ¢ (&) et 8(). Posons n=Co”. Pour (iv), soit 2.€ & tel que W; (1 )#0.

WO D= Wi |

Posons i’ = g_:l haeO.,:. Al

Wk hag)d.: h.
N0, - '
ors d_h=m(E&)ymMmn) “d N
u(W,, E)(ag)=mE)mm) Wf(’g)lj

W (rah'g)d I
FANS -

n

=m(E)m ()W R) WG u(W, ) (g).
et (iv) résulie de (ii). Pour (v). soit f € ¥ (H), f'=ry(d{a)) f. On a

f Rig) f " (x)u(W!,E)(g)dy
O NG

f Rig) f(ax )u(W. &) (g)dy

0 NG

(o) y, (o) o] ? 2

0ONG
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446
d’apres (1). Posons h=g:g60,]\\G. On a dg=mm)m(&) "dh:

v, E) e[ TvE) =mm)m(E) ™ (@) (@) o] ZJ . R(h) f (x,)u(WE) (o h) dh
oG

=b(n. &)Yz, (@) o) ? J R (1) f (x,) u(Wi. n)(h)dh,
0. NG

1

d’apres (iv), d'ou :
E)=b(m. &) h(v. n)y o) ([T e[/ 1vn).

AV, ) eff]ve) =

D’autre part (lemme 19) :

Vi f1vE) =y () fafpie)” el f 1vm)

-

([ 1vE)=p, (d(a

d’ou (v) par comparaison de ces ¢galites. [
LEMME 29. — (i) Soit We# . Il existe une unique fonction F{W,) definie s
L Xsg{x) 0. localement constante, intégrable sur tout compact de H, telle que pour tout

H-—
J e (H), on ait l'égalite :

WO )= j F ) F(W ) () dye
H

;2” pour tous We # . geQG, onu I"égalite

(i) si £ @) (p)— @
@) u(W,, E)g),

FWg 'x g)=e

ol e, (&)=(1=1/p) V] 2y (v)8(©)1 2817 Wi{(=2VE).
Démonstration. — C’est la proposition 16 de {W], sauf que dans cetie proposition, on
navait pas précisé la valeur de e, (§). Reprenons le raisonnement. 11 suffit de considérer le

cas W, =W:. Soit f € % (H), posons 1=j, (W;x (x.ode)}( f)(w). Par définition

IZJ re (0)R(g) £ (1) W(g) dg
NG

=5(8) J- ro ()R (ph) f (x)) Wilanh)d adnd_h.
X %@, xZ N0, - ’

Posons :

f.= J R(h) fd h
' Z\O
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Par invariance de W; sous O_:
1=6(a)j re )R (1) f(x}) W (an) d"a dn,
@J’X >N:'Dl’ B

1=6<a)y(v>|v1“'2Lx o Lf;(.rwwq(_rz“x; n,3))dy Wilan)d”adn.

En considérant 'iniégrale sur @, comme une limite d'iniégrales sur p~™ 7 ,, on obtient :

1=8(&)v(v)|v]*? J FF, () dy,
H

ou :

F,(y)= lim J Wiam)U(vg(n 'xyny)d adn.
QFxp "Z,

m— s

Par détiniuon de f_:

1=8(E)y(v)|v]?? J J fh™ 'y F () d_hdy = J 1) FWHG)dy,
AN H

H

avec .

F(Wf)m=6@v(v)|v|~‘ZJ Fthyh")d_h.

N0,
Pour y=x_, on obtient :

F(W)(x)=3E)y(W VI mE)F, (x.).

Calculons F, (x.). On a :
W (an) = (an) W (a).

si ae—2vi+p"Z,,

, sinon,

Fi(x.)= lim p"‘J Wi(a)d™a
ae—2vi+p"Z, -

m—

= lim p"‘W%(-—Zvé)mes(—2v§+p"pr)

m- o

=WS(=2vE) lim p™(1—=1/p) " p "|2vE|"!

/i iangied

=(1—1/p) "|2vE| " Wi(=2vE),
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(V]
F(WE) () =8 (&) y(W) V12 m(@) (1= 1/p) " [2vE| 7} WHZ2YE).

D’autre part, par définition (lemme 5) :
u(W, §)(1H)=m().

En comparant ces deux expressions, on obtient la valeur de ¢, (§). O
On a défini une fonction de Bessel J (b, a) (V1. 1).

LeMME 30. — Soit £€Q, (p\,)—(@;z. Pouwr tout aeQy, on a légalité :
py (o) o] T2 W =2 vEa) A (v, )
=(1—-1/p)7(v)"" 14v]V2 |5 (@)1 8(E)  p(e?) TvEaT, vIAtv).

Démonsiration. — Soit f € ¥ (H). Pour neQ,, posons :

1(m)=/. (W) (S )wn)
On a:

Im)= j ry-() f () F (W) (y)dy
H
= j j‘ rw\-(n)R(g)j'(X,,)F(W?.)(g'l.\’,,g)dg cth)db
Q, JONG

=j F, (b)¥r(vnb)db,
o,
ou -

Fl(b)=c(b)j Rig)/ (x,) F(Wg ' xp9)dg.

oG
D autre part :
Im)=r(v)ptenelS ](V)=(1—1/p)'/\(V)L (/1) (nb)Ib, v)db
(lemme 19), ”
1(n)= L F, (b)Y (vnb)db,

ou :
Fz(b)=(1—1/P)|V|MV)1U](Vb)J(Vb, V).

En comparant ces deux expressions de 1(n), on obtient, par transformation de Fourier,
F,=F, sur Q,. Pour h=Ctu?, on a (lemme 29} :

F (b)zc‘(b)é’\(b)j Rig)/ (x,) u(WO, b)(g)dg =c(b)e (B)A(v. bye[] 1V ).

oG
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En comparant avec I'expression de F, (b), et compte enu du lait qu'on peut trouver f el que
t[ f1{vbh}#£0, on obuent :

c(bye (b)r(v, b)y=(1—=1/p)|vIr(v)J(vb,v).

Il suffit mainienant d utiliser les formules du lemme 29 exprimant e, (b), et du lemme 28
exprimant A(v, b), W%, eic., en fonction de A (v,&), Wy, elc., pour obtenir la formule de
I’énonce. [

LEMME 31. — SoitEeQ, (p,) —@;2. Lajonction o (o) J(vEa?, v)est intégrable sur Q.

On u l'égalité :

L w(a?)J(veer, v) de=(1=1/p) "IV 28172y (v)p Ty (vE)
x & (U, 1/2) Lipyg,, 1/2) L~ 1y, 1/2)7 0
Démonstration. — Par changement de variable dans la définiiion de J, on a I'egalite -
n(a?) J(vea?, v)=J(vE, va?).

D’aprés la démonsiration de [W], lemme 8, cette lonciion est iniégrable sur @ . Soic 1 la
valeur de son iniégrale. Alors :

1= lim f J(VE, va?)da= Y f Yyt Y (vEu Y lim f Y (va? u)dod u.
» "z, : Pzx Pz,

n— s keZ m— s

Par définiuon du tacieur de Weil

lim J Vvl u)yda=|2vu| ' y(vu),
pa

my

m— s ”

y(u)y(vu)=y(v)x, (u),
d'ou :

BN D) szxuwi)wvéunuw2d*u

keZ

=“/(V)|2é|”|Vi‘u‘x\»(Vé)ZJ o, o) [P 2 () d
PrIr

keZ

Par définiiion des loncuions L et e ([T], p. 322 et 346), on a I'égaliié :

)3 f w2 W d u=(1—1/p) ‘eluy,. 1/2) Ly /2L 'y, 1/2) 1
]»‘l,?(

kel

on en déduii t'égaliie de 'énonce. [
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Inégrons I'égalité du lemme 30 sur Q. Le membre de droiie devient (lemme 31) :

(I=1/p)[28 "2 v] 2™y, (vE) (@) " 0(8) ' Av)elngw 1/2)
x Lipx,, 1/2)L(n " 7., 1/2)7 0

1l est non nul. Le membre de gauche devieni :
Ay, &) J g (o) o T 2 W= 2vEa)do =2 (v, D 2vE]T T g (= 2VvE) o (§).
G, -

En comparani ces deux expressions, on obuent la propositon 15.

3. Soientpcommeau 1, v, v’ deux éléments de Q,.PosonsE=Vv'v" ! On suppose vérilices
les hypothéses (H,) et (H,).

LemMME 32, — (1) p.(P)~ Py (P);

(i) £eQ; (p.), &' €@, (pv);
([W], prop. 18,3, lemme 41. Joir aussi les assertions 8 ¢t 9). [

Fixons des données (D,).

-y ~ - ’ — 2 - b = . B
LEMME 33. — Supposons que S=v'V '¢ Q" Lajonctionp, (&) W3 x (y_odel)appartient d
W . et est invariante (sous p.) par O:-.

Deémonstration. — Par consirucuon, # . =¥# &y . d’ol la premiére asseruon. Pour
geG, heO;- :

[P (E) Wi x (x_ode)]gh)= =WilghB)x (detgh).

Daprés le lemme 28,1, &~ ' h&e O, donc:

Wi(ghE)=Wilg§)=p. (&) Wilg).

b s L , -
Posons h= ( ) On a det h=a?—b*& 1, qui est une norme de Q,(y &), donc

a

be ! a

¥-(det h)=1. Alors :
[Py (E) W x (1, e den)l(gh) =[p. () Wi x (x. »detlllg). [

Supposons que éeé@;z‘ On peut fixer des données (D,) (1.e. WO et des éléments W) en

supposant que I'élement WP est le méme dans les données (D) et (Dy) et que !

W =p. () Wi (e det).

PROPOSITION 16. — Sous ces hypothéses, on a ['égalité .

WV, EYAVOAG, ETH T AW T =18 T @) 6 —2V) e 1/2)
) Ly 1/2) L™ 70 1/2) 80, 1/2)7 L™y 1/2)7 T Lty 1/2)71
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Démonstration. — On applique la proposition 15 aux couples (v, £), (v, €7 ') et on fait le
rapport des égalités obtenues. Les termes ¢, d disparaissent grace aulemme 28, 1. Les termes
o disparaissent. En effet :

o (&)= f ny,c(a)lal "W (@) da = f Wy (@)l al 12 Wiag) 1. (a)da

P

d’apreés notre hypothese :
o =1 " ' @o ). O
Le lemme suivani nous sera utile au 1X.

LEMME 34. — Sous ces hypothéses, pour tous We # et ye G, on a légalité :
m(E™ ) u(W,, &) (E_g)x. (det g)=m(E)u(W,, & ")(g).

Démonstration. — Soit Le Q) tel que W:(L)#0. Alors (lemme 5) :

M(W\,i)(é;g)ZWE(L)IJ W, h& g)d h.
= Jro. T T

u(W,, &) (€ g)=Wi(h) " "m(E)mE ") J W, (& hg)d b,
- = 20, -
m(E™ ") u (W, &) (€71 g) x. (det g)
=m(&) Wi () ! J W, (A" R g) y- (detg)d.— b
20; - '
Or . (det h')=1, donc :

W, REY W g) . (det g)=W, (AL R’ g) 7. (RE).

De plus :
1 (AE) WE () =Wi (A1),

d’ou :
m(E) u (W, &) (£ g) x. (det g)=m (&) WS (A&_1)""
xj W, (A& ' h g)d
Z\Oif\ — :

=m (f;) u (WV', é_l) (g) D
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V11I. — De¢finition des termes locaux

Soient k un entier impair, k = 3, x un caraciére de Dirichlet délinisur Z, telque z (—1)=1.

—1\k- D2
On poselozl(—> .

new

1. Soit ¢, €Si™, (x*). On note M, A, €Lc., les nombres nowes M (). A, (@), eic., au LH,
A, 1, p, la représentation automorphe de J# , associée a @, S 'ensemble des places r de Q@
telles que p,, , ne soit pas de la série principale irréductible. Soit p un nombre premier. On va
définir un ensemble o, (p,)c=Q, /@;2, un entier ﬁ], ¢, pour tout ee N, un ensemble
U, (e, ¢,) de tonctions délinies sur Q.

2. On pose :

o, ((p(,):{ve@f,/@;l; 3 i\gl.ﬂ JeS, s (NCy. 9 ). 3 n=1 els que:

(1) Nmage de n dans @/, 7 esc v (i) a, (f)#0].

On donnera plus ward (prop. 19) quelques propriéiés de cet ensemble ®, (9,).
3. (a) Supposons p# 2. Pour 8 € C, on délinit les fonctions ¢, [3], ¢} [3]. ¢, [8]. "¢, [8]. "¢, [8],
3 [8], *c, [8]. Ce sont des loncuions sur Q. a valeurs complexes, & support dans Z,.

SiueZ,, v,(u)=0, on a les relattons :

p

>4

Z ((l)r[s] (”pz h) Xh:(l —([7= “)p X(r. n (p) p7 : X) (I —6 X—l_XU. I (pz) X2)717

h=u
Y ek [8] (up*h) Xr=(1-8% X) ",
h=10

7

Y ¢, Blwp?™) X =(1=(p, 1), xo., Py p 1207 (1=0X)"",

h=0

X x

Z ‘¢, (0] (up?"y Xr= Z ‘¢, [0] (up™y X'=(1-3 X) ',

h=0 h=10
“e, [8] (u)=0.
2021 —-0 Xy ! si (pou),=—p" 7 Y, (p )0

0, sinon.

ol

S ¢} [8] wp?) Xt = {

h=10

SiueZ, v, (u)=1, on a les relations :

¥

SO [8 up?"y Xr=(1—=6 X4y, (p7) X*) 7',

h=A

o

> ¢k 8] up*h)y XF=6 (1 -8 X) 1,

h=0

i

Yo, B8l upM)y X= Y ¢ Bl up*") X'=(1-8 X)" 1,

h=0 h=0
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2, e, Bl wp ™) X" =8 =(p, u), %0, (P) p " H (13 X)7",

h=0

”(‘p [6] (”)=6 (p_ 1)717

Y e, (8] ) X =

h=10

’ 2128 (1=0X)7" st (pou)y=—p" e, (p )8,
0, sinon.

Enfin pour ne Z,, on a la reladon de récurrence :
e, [8] (up?)=5 ("c,, [8] (i) + ¢, [8] (u)).
(b) Supposons p=2. Pour §€C, on définit les lonctions ¢% [3], ¢4 [8], ¢5 [8], ¢5[3], ‘¢, [8],

"¢, [8], "¢, [6], a support dans Z,. La lonction ¢%[8] est définie comme dans le cas p#2.

StueZ,, vy(u)e{0,1], on a les relauons :

. ﬂ (B=(2, u)2%0,2(2)27 ) (1 -8 X) 71,
Y el Xr= ! si v, (u)=0 et (u, — 1) =70, (—1),
"= ( (1-8X)71, sinon;

§T1(1=8X)"!  si ,(u)=0,

ifcz[s](uzn)xhz VI=8X)"" si v,u)=1 et (u,—1),= —xo ,(—1),
((6—(2,u)2xo,2(2>2”2><1—6><>‘,
st vy(u)=1 et (”a_l)zz)Co,z(_l)?

(8, si v,0)=0 et (u,—1),=x, ,(—1),

g —
¢ 1ol w) | 0, sinon;

0 st v, (u)=0,

ey [6) (u)= 1 st vp(u)=1 et (u,—1),=—yp (1),
28—, 2202, u), 2712,
siovp(u)=1 et (u,—1);=% ,(—1);

L0 sioww)=0, (4, —1),=%,(—1)
et (2, u)2=21/2 xo,z(2”)5,
L aBI@2hXi= 0 28(1-8X)7 s 0y(0=0. G, ~1);=x,2(~ 1)
=0
et (2,”)2:_21/2X0.2(2v1)5,
(1-8X)"1, sinon;
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57 (1-8X)"'  si v,(u)=0,

(1—=8X)"t si v(u)=1 et (u,—1),=—y0(-1),
2125(1=8X)""  si v,)=t (4, —1),=%0 2(—1)
et (2, u),=—227,,0271)8,

0 si v,(w)=1 (u, —1)3=7%0,2(—1)
et (2, u),=2"29%,.0271)8.

e, [8](u22") Xt =

18

Enfin pour ueZ,, on a les relations de récurrence :
¢y [8](u2%) = 8(cy [B](u}+ ¢} [8] ()
"¢, [8] (1 22)=8("c, [3] () + 'c2 [8] (w))-

(¢) On peut définir naturellement sur Q,/Q, 2 une « valuation » v, a valeurs dans Z2/27,
SiveQ, /@;2, ecZ, etsiv,(v)=e mod 2, on définit 1a fonction y[e, v} sur Q7 par :

1 s uev@ el v, (u)=e,
Y [6‘,\'](“): P ' r
0. sinon;

S1 de plus p=2. on delini
v e vi=(1/2) (v [e. vI+7le. SV
et pour ecZ,V” [¢] et Y°[e] par :
(1 si ralui=e.
CEAO= 0 o
\ sinon;
i st ro(u)=e¢ et (u.—1),=—%. (=11 ousir,(w=e+ 1.

1 [e) ()= {

0, S1non.

4. Délinmissons mainienant les ensembles U, (e. ¢,.), pour ¢€ N.

(1) Sim,z1.4,=0,0nnot ﬁ,, le plus peut des nombres m,+21,(2), m,+ 20,(2)+1 el
qu'il exisie ve o, (@) avec ¢, (v)=n,—n, mod 2. On pose :

1) sl e<ﬁp,
U le.9,)= {yle—m,—2r,(2). vl VE®, (@), tp (V)=e—nm, mod 24,

Sl eZn,.

Remarquons que U (¢, ¢ ) peut éire vide méme 1 egﬁ,,.

(2) Sip#2,m,21. h,#0 ¢t pé¢S, on pose ﬁl,zmp. On chowisic B, e C el que B,zj=}v;,. On
délintt ¢ ~
¢ s oe<i,,
(B s oe=n,
yle—m,— L. vlivel, JQ3, v, (v)=e—m,—1 mod 2}

P’

U]r(()‘ (P(»): {
t

s1e>n,.
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(3) S1ps#2.m,=0, ey, es non ramilie, on pose n,=m,=0, er

Lenh,ld s1 e=0
Up(e- P, ): { C;’[CXP])' Si e=1,
Lv[e—2.viive @) /@)% v, (v)=e mod 2 s1oe=2.

(4) St p#2.m,=1.%, ,estnon ramih¢, ei pe S, on pose ﬁ1,=ml,= 1,
@ s1oe=0,
L}p(e“ (p(): 1 (;)[}";>]J' S1 8:1,

Pvle—2. v vew, (@), r,(v)=¢ mod 2 | s1e=2.

(5) St p#2.m,=0ey, ,est ramili¢, on pose n, =1, et :
'\ J s1 e=0,
fr, I 11 L, R
{ Ley o]y ‘e do] siloe=1 e a,Fd,

{ ,C I [g'p} N ;

U[r(()‘ (Piw): '
¢ lo]y st e=1 e o,=0,
Vyle—2. v ve@,f/@,fz, v,(v)=e mod 2] 51 e>2.

X

(6) Si p#2, m,=1. 7%, ,est ramili¢, et peS, on pose ﬁp=l et

Q'- st e=0.

Up (E‘, (‘p(l): { .\(',,[;»;,.] } Si = 1,
(yle=2. vl vew, (@), t,(v)=¢ mod 2| si e=2.

(7) Sip=2.,m,=1,1,#0,e12¢S,0onposen,=n, + 1.Onchoisit B, € C el que B3 =13, on
définic :

[cX[B])  si e=n,,
(v'le—ny—1]0  si e=n,+1,
Uste. gu)= i“/”[e—ﬁz—l]:*/’[e—ﬁz—2, 1~]} si e=n,+2,
(v le—ny— 1], v {e—n,—2, 1], yle—n, =3, 2] vie—n, =3, =21},
si e=n,+3 el e=n, mod 2,

(v le—ny— 1], v [e—ny~2,2], yle—n, =3, 1], y[e—n, =3, —1]},

si ezn,+3 e e=n,+1 mod?2.
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(8) Si p=2.m,=0c¢t % ,(u)=1 pour ue 1+4Z,, on pose n,=2 et :

ﬂ si e<2,
feh o], ¢ o] sl e=2 el O,#d),
{ e oLl eyfos] ] si e=2 el o,=a,
{7 le—31} si e=3,
{rle=4, —xo2 (=Dl vie—4, 2o (=Dl ¥le—=4 Sxoz2 (=D},
st =4,

{Y°le=3),vle—5, —xo (=D}  si e=5,
Ly le—4 —xo (= D] v'le=5, 2],
vle—4, xoo (=1 vle—4. Syo (= 1)]],
st ez6, e pair,
1Y le=3) vle=5. —ga (=1 v[e—6, 2], v[e—6, —2]]

sl ¢z6, ¢ Impair.

(9) Sip=2,m,=1,x, tu)=1pour uel+47,, el 2€S, on pose n,=2 ei :

Ul ) Qj sI e<<2,
> e, =5 ‘A .
AEPIZV T s e=2)

Pour e= 3, U, (e, @) est défint comme dans le cas 8, a ceci pres qu’on supprime la fonction
Yle—4, %o, (—=1)] (resp. y[e—4, 5y, -(—1)]) sl e est pair et ¥,,(— l)émp((P()) [resp.
SX().z(_l)éwp((Po)l

(10) Si p=2, m,=0et %, est non trivial sur 1 +4Z,, on pose n, =23 et :

a s1 e<3,
ealal Lol v le=31) s e=3 el oya,
ey [on], ey o], v fe—3] ) si e=3 et o,=0a),

[y le—3]] si e=4,
17 le=31 v [e—5, 11, yle—4, 2% (= D), vle—4, 10y, (= 1)] ],
sl e=5, e impair,
17" le=31 vle—=5, = 2o (=D v[e=6, 1], v[e—6, =11},

si e=35, e pair.

U2 (e, ’(P(' )=

(11) Si p=2,m,=1, ¥, est non trivial sur 1+4Z,, et 28, on pose n,=3 et :

@ si e<3,

U? s = :
2le, @) {{3(‘2[1’2]v y”[e_z']} si/(’=3-
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ourez24, U, (e, ¢, ) est délini comme dans le cas 10, a cecl pres qu’on supprime la fonciion
e—4, 2y, (= D)](resp.y[e—4, 10y, ,{—1)])si eestimpairet 2y, , (—1)éw,(@,) [resp.
)X()_z ( —1 )¢O‘)p(q)())]‘

Par analogie, pour la place ¢ réelle, on détinit une tonction ¢ sur R” :

W) uth=2nd si u>0,
Cr(U)= )
0 s1 u<0,

on pose U (0, @,)=1{cs |-

5. On pose N =]]p". Soient A une lonciion de N* dans C (I, 4), et E un entier divisible
D
r N. Posons ¢,=r,(E) pour tout nombre premier p, et ¢z =0. Soit ¢ =(c, } un elément de

U, {e,. ¢,), le produit étant pris sur wouies les places v de ©. Sin=1,zeC, Imz>0, on

ISC L

n note U (E. @,. A) I'espace engendré par les lonctions f (¢g, A) pour gteﬂ U, (e,. ¢qy).

IX. — Le théoréme

Sowent k. y ety comme en VIII.

1. Soient T un sous-espace irréductible de .o7,,,,. p la représentation de # , dans T. On
ppose que la composante réelle pg est de la série discréie de poids minimal &/2. Si N est un
ter divisible par 4, el que  soit défini modulo N, on se propose de déterminer I'espace
AN, THIL B, 4).Soient V=17 "(y, T)(IV, 4),V, =V®1yx,. pet p, les représentations

H 'y dans Vet V,,, @, I'élément de S;™, (x?) associ¢ & V,,. On dchnit les nombres M,

, etc. comme en VI Pour p premier, on pose @, (T)=0, (f)l,) (IV, 4). On définit ﬁp, et

ur tout e € N, un ensemble de fonctions U (e, T), dela méme fagon qu’en VIII, a ceci pres

‘on remplace ®,(¢,) par o,(T) dans chaque définition. On pose &:ﬂpﬁ". Pour une
P

wction A : N*¥ — C et un entier E divisible par N, on définit I'ensemble U (E, T. A) par

alogie avec l'ensemble U (E, ¢®,. A) de VIII, 5. On pose :
Qu(p)={reQ”; teQ; (p,) pour toute place v}.
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THEOREME 2. — 1Y il existe N tel que S, 5 (N, ), T);A{O} si et seulement si, pour tout p,

Q(pp):X(L p(— 1)7

2° supposons cette condition vérifice, ainsi que Uhypothése (H2). Il existe une fonction
A" N A Qi (p)— C telle que :
(1) si teN* Q. (p), on a I'égalité

AT =L(p@1,. 1/2)e0t ' 1.0 1/2);

i) pour toute fonction A 1 N — C telle que A restreinte d N* n Qs (p) soit égale ¢ AT
It . a a A,
pour tout entier N2 L, on a l'égalité :

S.»(N, 1. T)=@U(E, T,A),  N[E|N.

Soit S, I'ensemble des places p ou f)p estsupercuspidale. Sip¢ S, soitp , le caraciere de @;
tel que p,, soit isomorphe & &, ouo,,T,=T, ou T;.Si peS,, on hxe un caraciére y, tel
que (1= (ﬁp) et soit T, un modéle de ;31, vérifiant les condiuons de 'assertion 7,
relatives a p,. On fixe un modele Tg de Pr, el divers isomorphismes comme en 1V, 2, 3, 4,
Soient tj I’élément de Tr de poids minimal (sous I'action de T'y), Tp(0) la droite de Ty
engendrée par tp. Soit N=] | p" un entier divisible par 4. On a défini un sous-espace T, (n,,)
de T,(V, 1). On pose n;=0. On a alors l'¢galité :

TN )=t (@ T, (n))

(l1, B, 4}, et :
Si o (N, X T)=s" (T, 2 (N, %0)).

Le lemme 15 implique "asserton 1 du théoreme.

2. On suppose désormais que pour tout p, @(ﬁp)=xo_p(—1) et que @, vérifie
I’hypothése (H2). Si pe§, (b,, supercuspidale), on dit que f),, est du cas 1, on définit
I’entier 1-11, et les ensembles U, (¢) commeen V, 4. Si péS,, on a définiau Vllecas(l a 11)
dans lequel se trouve la représentation E)I,, ainsi que I'entier f:,, et les ensembles U, (¢). Le
paragraphe VII1 nous fournit une aure classilicauon, un entler ﬁl,, et des
ensembles U, (e, T). ,

LEMME 35, — Les deux défnitions de la classification et de entier ﬁp coincident. Pour tout
entier e, il exisie une bijection de U (e, T) sur U ,(e).

Démonstration. — Un instant de réflexion et les lormules du 111, A, 3, montrent qu’il sufilt
de traiter la classificaton. Notons i, i=1, ..., 11, les cas définis au VIII, et i, les cas définis
ci-dessus (peS,) et au Vi(peS,):

1° Supposons p, supercuspidale, donc du cas 1. Alors {{W], prop. 18), p, , est
supercuspidale ou spéciale. Si p,, , est supercuspidale, il est clair que /m,=1 (lemme 2) et
%, =0, donc p, , est du cas 1. Si py ,~0(U,, Ky), HK; ' =|.[,, on a vu dans la
démonsiration de la proposiuon 7 que, sous I’hypothése 9({)’,):%(,_ p(—1), on a
U, (—1)=4,(—1)=—1.En particulier n{p,)>0, n{u,)>0,doncm,=21et 2, =0(1l, A, 3),
et Py, est ducas 1;
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2 si p, n'est pas supercuspidale, la proposition 18 de [W] et les tormutes du 11, A, 3
montrent facilement que les classifications coincident. [

On lixe une bijection s¢ : U, (¢, T) - U, (e), préservant 'ordre dans lequel on a écrii
au VIIEet Vlles élémenis de ces ensembles. On demande aussi que ¢ € U, {e, T)ets; (c)aient
meme support dans Q. Dans le cas ot p,~m, , avec n(x,. ,0,)=n(x0. .0, ' )=0. on a
m,=0,etonfixeo, =y, 1, (p) %p =1%o, p(P) 1, (p)(IL, A, 1). Alors, dans un sens évident,
s, preserve les valeurs propres des opérateurs de Hecke (convenablement normalisés).

Comme p,x; 3, {—1)=1, on peut choisir un caraciére w, de @, tel que p’>=p ¥, .. On
definit dans les ditf¢rens cas une fonction C, sur & . Elleesta support dans Z, Pour aeZ,,
heN, on pose :

— cas [;

Cla)=p, (a);

— cas 2 (a) st n(p,x.. ,)=0,

M])X“—.lp(ph)“p (“)(p"* a')‘(-“(l~17l Xﬂ"ﬂ 1/2) Sj l‘,,(u):(),
Colap™y={ B, "w, e WP (P p) Y (=PI, (@) (p" Y, a)e(n P ygee, 1/2)
st r,(a)=1,

ou nn= n,. Rappelons qu'on a choisi une racine B, de i/, pour dehinir I'élément de U, (n, T}

(b) Si ”(“; l X(J. 11)20 :
C la)=,"""

P

— cas 3:
-12 -1 h - _
CI,((I‘[)Z,I):{(1+(‘I7’ al”‘p(_];)p _X)HII:X“.F(]., ) sl L,,(a)—O
(l_“p(p )P )MIJXU.pP ) 51 l~p(a):1:
— cas 4 ;
2021 =1/p)p, a0 (0"
" st r,(a)=0 et (p,a),=—n(p)p'~
C])(Clp“ ): 0 . . _ _ 1.2
(1_17‘72)“,;)((7,1,;(]7") s1 lip(u)=1;
— cas 5
—1 h :
2 Ky, Xo. 7(1) ) S1 l‘)(a):(),
C] a)_h — It I ~ I - B ,
l! J ) {(1_(1)* a)“p(p)p 12) ll‘l’pX()«lp(pIJrl) Si lp((/l):l,
— cas 6:
H})XJ,lp(ph) Si l.p(u)zov
Clpm= O snl@=1 e (pa,=uip)pt?,
P -

212 (14+1/p) T LphT Y

st v, (u)=1 et (Psfl)p:—lvl(!’)?l‘z;
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— cas 7:(a)stn(M.y, -)=0,

Mo %o 5 (20 s ()27, @) s taa (e e s 172),
st r5(a)=0,
By ' myxa (2% s ()27 ', a) ;;/2 (a.a(ps Y1)

Co(u2*)=
( e toyaer, 1/2) si ry(a)=1,
ol n=11, :
(b) st n(ps ' %, 2)=0.
Co{a)=P5"""

— cas §
H2X<T.!_7(2h+l)(1"(2~ ‘l)Hz(2)2712)71
Cy(a2*)= si L, (a)=0 et (a. =1} =xu 2 (=1).
p_,x(,f‘z(f’) st ry(a)=0 et (a, = 1)=—7%. (=1), oury{a)=1;
— cas 9 :
/ 2423 e 52N
i (a)=0. (a. —1h =y -(—1) et (2,a),=—p,(2)2"°
Cy(w2"M= <0 si ey (a@)=0. (a. =1 =%o2(—1), 2o a)=p,(2)2"°
HIXJIZ(zh) Si l‘z(uj):O ct {a _I)__:_Xil 2(_]}
ou st v, (a)=1:
— cas 10 :
TR X(:lz (2/17 i +l'1(u])
) st oy (a)=0, ou s ra{a)=1 et (a, =)=y 2(—1)
Cz(az_h)= N [Jr;( ) ( 7),_-’ i X(,_( )
o Yo 5 2" (=2, a) i, (2)2.1%) !
si rala)=1 et (a, —1)=yxy (=1}
— cas I1:

2!171+13(u))

. s o b (
st (a)=0 ou st ta(a)=1 et (a. =1} =—%, (—1),
Cya2)= ¢ 0 st oo (a)=1, Aa, =)y =%a. (= 1), (2, ahy=p5(2)2"2,

273 Ty e h 2
sty (ay=1. (a. —1h=y,.(=1) e (2,a),= -1, (2)2! %
LEMME 36. — (i) Pour tous a, xe Z,, a#0, 0#0, on a ['¢galite
Colaa?)=p, 0. (@) C,(a);
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. ) x 4 ~ . .
(1) pour tout ae @, (p,)NZ,. C,(a)#0:;
() pour tous ee N, ce U (¢, T), il existe une constante b telle que :

sp(c)=b(c.C,).

56
En particulier, siU (0. T)# 0], et ce U, (0, T} s)(c)=c.C,. Cest un simple calcul. [
3. Fixons eV, 00, el que ¢(p)=®@ W, (IV. 3). Soit ve @ (el que I'espace des "~

iemes coelficients de Fourier de T soit non nul. Comme p. est de la série discréce de poids
minimal k/2, on a v>0 ([W], lemme 12). Quiite a muliiplier v par un carré. on suppose
veN™, v=1. On a Iégalicc T (p)=T (W], prop. 26, 27, iv, et th.). On fixe divers
isomorphismes comme en 1V, 2, 3, 4,

Pdur toute place v, on pose :
d,(v)=L(p,,. 1/2)" "

S19e Gy, onveriliequed, (viu(W, | )(g)=1pour presque oucr. Il existe un scalaire b (v)#0
el que pour toul ye G, :

f @ (ag)d a=b)[]d, (vIu(W, )g)
3% N AX = '

([W], prop. 12). Pour wout p. il exisie un scalaire 2, (v} tel que pour wout t,€T.(p,) :
CAy=h (V)i (r (V)
P 4 2 SN 7/ Py

(assertion 11). Pour toute place ret iout Ee @ (p,.,)— /", on lixe un élément non nul W3 |
de # ., invariant par O_, (sous p, ). Cela dc¢hinit une foncuon w(W,_ ., &) sur G,
(lemme 5).

A

s¢

Soient v'eN, v'Z1, v* I'unique élément de N v Q" ueN (el que v/ =v™u?,
E=v™ v~ ! Supposons que pour touie place r. £ @ (p, ,). Soit ¢ une place telle que

’

. > . u l
EeQ, u €@ el queu;=%, U, z( '

u —1

I

). On vérilie que :

O_,=U""D,U,.

1l exisie un scalaire n1, (&) el que pour ouc ®e L' (D, \\G,) :

m, (&) J o (U, é/)tf.fl:J ®(g)dy.
0_, G, D, NG,
Pour ge G, , on pose :
u(Wo o Slg)=m, (&) utW_ (U, g).

Cetie loncuion est invariante a gauche par O . Si maintenant ¢’ on a d&ja défini
(W, ., &). On note m, (<) la mesure de Z, \O;_,. Pour toute place ¢, on choisit une
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constante d, (v, &) telle que d, (v. &) u(W, . £)(1)=1 pour presque tout v. 1l existe une
constante b(v, £) telle que pour tout g€ Gy :

J @ (hg)d_h=b. &) [Td, (v. &)u(W, , E)Mg)

0: @ZA N0z A ) '

([W], prop. 12). Pour out p, il existe une constante X, (v, &) telle que pour oucfeL(H)) :
Jow,,\c,, R(g)f(x.) u(W, . EMg)dg=2, (v, E)liv.odv. , (WIS JVE).

Posons :
Bo(v)=d=(v).  Bu(v,&)=da(v. &) &%
el pour out p :
B (V):dp(v)kl,(v)(fl,(v), B,(v.&)=d,(v, E)h,(v. &) C,(vQ).

p P

On pose :
B(v)=b(v) [[B,(v),  B(v.&)=b(v. &) [TB, (v, %)

On verra au cours de la démonstration de la propositon suivanie que ces produlls
convergent. Rappelons qu'on a défni une foncuon ¢ (VIILL, 4).

PrOPOSITION 17. — Fixons v comme ci-dessus. Soient E=|]p" un entier divisible par N\,
pour tout p, c,eU, (¢, T):

F=s 'ot "(1!®® s‘]’;’(c‘,,))):
l]

1° soit v eN, v' = 1. Sl existe une place v telle que vieQr(p,). a (F)=0:
20 il existe une constante 8#0 relle que :

(i) a (F)=3B()]c, (V)

(i) pour tout v'=v"u? arec ue N, Ve N*, tel que pour toute pluce t.v' e 7 (p,), ona
'égalite :

ol E=v™ vl
Démonstration. — On pose I=s(F)=r’1(t%@(@s";(cp))). Le 1 est immédiat : si
14

v'¢Qr(p,), p. n'admet pas de modele de Whittaker relatil au caraciére Y. A jortiori
I'espace des Y -iémes coefficients de Fourier de T est nul, et on applique le lemme 3.
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Comme te T=T, (p),il exisie fe.¥ . (Hy) telle que 1 =j, (¢)(f ) (IV, 3). On peut supposer
=@/, 1()=®@ (i, , oj. (WS )(1V,assertion 5). D’apres [W], corollaire au lemme 24,

i
et nos définitions, on a l'égalité :

(16) W(v, 1, )=bW)]] L - re (DRAg) S, (X7} d, (V)W )(g)dy

=b(v) Hd D e (W),

Si-r=p est hinie :

Jo oW DUy =h, )y pofe (WD) (V) =2, (V) s (e ,) (V)

Soit 8, une constante telle que :

Il
(7]
"
@

S‘;:(('ﬂ) pCpp
(lemme 36). Alors :
Jo oW () (1) =0, (v)C (V)¢ (V).

Si r est réelle, 1a loncuon o), (W,)(/,)(oc) (pour o eSy) est un élément du modele de
Whinaker de py relatif 4 3. Cest I'élément de poids minimal. Donc ((W]. lemme 12),1
existe une constanie &y telle que pour tout ae R’

Jor(We) (fe)(d (@) =85 0" 2 o I

En particuhler :

Jeoe(Wi) () (1)=8ge ™ =8¢ ™ Iv[ % ca(v).

Alors :
Wy, £, 1)=b(v)8ze 27 [vI 794 x VT 8y (912 (V) Cp V) ().

Comme le produit (16) converge, que 6,=1 et ¢,(v)=1 pour presque wout p, on obuent :
Wiv. . N=e ™ |v|Z~ "’4(]_]8)17 HB W] e (v)
chaque produit éiant convergent. Posons :
Szlvl&ﬁ‘““n&..
La formule ci-dessus et le lemme 3 monirent que .

AF)y=8B(v nc
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Considérons (11). On a "égalié :

W, =W  u 26 dw)=WNE, 1, d(u)).

D’aprés [W], corollaire au lemme 24 :
W Ve, todw)=bv. &) []d, (v. 91,

ou :

y :J rec(d, () Rig)f, (x ) u(W, . SHy)dyg.

0. NG,

S1 r=p est linie ;

L=, (v €) iy ode (W] (g () £,)(VE)
=k, (v, &) P, ()i o fi (W) (11VE)
:’\A’IJ (V, E,\) ‘31) (d')(u)) [S‘;: (()p)] (Vé)
=0, (VD) T, )l iy ) s (e, (Ve W),
daprés I'assertion 7. Donc :
I,=%,(v. é):/l,(u)| ul,u, ! ()3, ¢, (vq uz)C,, (vEu?).
D apreés le lemme 36, 1, ec ’égalité vEu =V’ on obiient :

L,=38,7,w)ul,xa Ju)h, (v, &) C, (vE) ¢, (v').

Si ¢ est la place réelle, on a £>0 car v'e@(p,). Soient u, eR’ el que u’=E, et
U,:(u' 1). Ona:
u, —1
I =m (C) f ry(d, () Rig) f, (x ) u(W, U, g)dy
0, NG, )
:JD’ wo e ld ) RU ) f, () (W, )y dy
=J. ’.\J/‘ (d;(“))R(g)ji (ul \,’1) t (W\ ! )(Cj)d( k]
D, \G,
car U, x_U,; "=u, x;. Donc :

Lo=lu|* ZJ ry (d, (uu, ))RA(g) f(x1) u(W, ) g)dg
D, \.G,

=lu, |7 2j. , (W, ()

=8y u, |73 uu, [ exp (= 2mv u® uy).
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Comme vu’u?=v' et ¢z (v')=|v'|f "2'*, on obuent :
lg=0¢ v E{Z‘kwﬁ’_zmw“fuﬂélﬁl Fepv).
Alors, en remarquant que vy (1) =y, p(uy=1, car u>0 :

Wvon D=7 2O T8 ] 7, ) ul, g0 L a0y x biv. 2)(TB, (v ENT e, (v)).

i
!

Comme ue” :

[T7 wylul ot w=1.

D’apres ta déiniton de & et le lemme 3, la tormule ci-dessus monure que :
a (F)=8B(v, &) ], (v). O

4. Solent @ (p)l'ensemble des ve O~ els que I'espace des '-iémes coellicients de Fourier
de T soit non nul, S, I'ensemble des places hinies p elles que p, soic du cas 1, [ et [, les
applications naturelles :

I Q- [] Q) (p,)/a)’

]7ES_»

Ilm.‘: @l:s.(;))_) I] @; (‘311)/@;2

pes.

Daprés le lemme 6, [ est surjecuve. On  peut chowsir un  ensemble
iy a XS se o .
v=viai=1oor e (p) N el que fy, soic bijective. Pour wuti=1...r, lixons des

racines carrees :
Lip®x.. 1/2) 2 elgs ' gen 1/2)" 7

Pour chaque i=1...r, on peut ellectuer les consirucuons du 3, pour v=v,. Sou
reN* A Q. (p).iel t...r] el que l(v,) =l (1), &=V, '. Posons :
AN ()=B(v, &) B(v) 'Lip®@z., 1/2)" Telns s 1/2)2

Remarquons que par construcuon ¢t le lemme 36, 11, B(v,)#0. La lormule ci-dessus délinit

une lonciion A" : N* ~ Q7 (p) — C.
ASSERTION. — La fonction AT vérifie Uassertion 2, ii, du théoréme 2.

Démonstration. — Soit A une fonction comme dans ce théoréme. Soient E=[ | p’ un entier
divisible par N. pour wut p, ¢,e U, (¢, T),

F=s""ot "G ®@(® s7(c,)).
P
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Posons ¢g=(c ﬂ U, ( ') (VI11). Je dis que F est propordonnelle a f (cg, A) (V). 11

sullii de comparer leurs coellicients de Fourier. Soit ne N, n=1. §’il existe une place v elle
que n¢ Q) (p,), en ceue place ¢, (n)=0 (VIIL, 4), ev a,(ck, A)=0. De méme a,(F)=

(prop. 17,1). Supposons que ne Q (p). Remarquons que pour peS,, le supportde ¢, est de
la forme m,Z}?, pour un n,€ @, (VIIL, 4). Soit i tel que I(v;) soit égal & I'image de (np)pes
dans [ @ (pp)/ Q7% et 6 la constante dont I'existence est affirmée par la proposition 17

PeS,
appliquéeav,. Silexiste pe S, telquen¢n, Z, ,onac (n)=0,donca,{cg, A)=0. De meme

a,(F)=0 d’aprés la proposition 17, ii. Supposons que pour tout peS,, nemn, Z;z. Alors
[(v;) =l (n). Par construction :

an(gﬁﬁ é)=B(VE’ nSCVi"l) B(Vi)_1 L(p@X.v!’ 1/2)1/2 E(X(;l Xvi’ 1/2)1/21—1 Cv(n)
D’aprés la propostion 17, 2, 11
a, (F)y=08B(v,. n*v, Y]] ¢, (n)
Donc :

a,(ce. A)=8""B(v,) ' L(p®x,, 1/2)"? (0 ' v, 1/2)"2 a,(F),

d’ou I'égalicé :
Jee. A)=3""B(v) 'L(p®x.. 1/2) Telxg ' 1/2)' 7 F
Soit N=[] p"eN. D’apres les proposiuons 6, 11, 14, on a I'egalit¢
T,0n,)=@®U,(¢,). n,Z¢,=n,

[en eliet, s f),, esi supercuspidale, I'hypothése (H2) implique I'hypothese (H') de la
propositon 7). Donc :

T,00,)=®s5(U (e, T).  n,2e¢,=n,.

TN x)=@ 1 (T, (0)@(@s5 U, (e,, 1)), NIEIN,

E n
Sl\’(l\1 X,vrlr):GDSilOTAl(T ( )O(OS))U (E)pa )))’ R|Etl‘\~
E

et d’aprés le résuliac ci-dessus :

ST L@@ U e, TI=UET.A). O

5. ProposITION 18. — Soit 1e N Q5 (p). On a I'égalite :
AY (1) =L(p®@%. 1/2) elx "1, 1/2).
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Cetie proposiuon achéve la démonsirauon du théoreme 2.

Démonstration. — Soit ie{1...r} tel que I(v;)=1,.(¢), posons v=v;, E=tv 1.

Supposons h(v, £)=0. Alors, par définition AT(r)=0. Supposons L(p®7,, 1/2)#0.
Alors T,(p)# {0} ([W], th. 1) et, comme t€ @5 (p), T,(p)=T (IV, assertion 8, et théoréme
de multiplicité 1). L’espace des {*-iémes coefficients de Fourier de T, (p), donc de T, est non
nul ((W], th. 1). Alors b(v, £)#£0 (W], IV, 2). Contradiction, donc L (p®y,, 1/2)=0.

Supposons b(v, £)#0. Alors L (p®y,, 1/2)#0{{W], prop. 26, 27;ii, th. 1), et 'espace des
V'-iemes coefficients de Fourier de T est non nul (W], IV, 2). On se propose d’appliquer la
proposition 17 aux deux couples (v, t) et (¢, v). On fixe peV, ¢ #0, avec e(@)=QW, (l¢

méme @ pour les deux couples). Sivest une place de Wet £¢ Q 7°, on fixe deux éléments W

resp. W%i1 »»nonnulsde #°, ,, resp. # . . invariants par O, ,, resp. O, ,. Remarquons
que v ¢S, par définition de v. En particulier p, n’est pas supercuspidale. De plus v n’est pas
réelle. On suppose comme au VII, 3, que :

W, o= py. (E) W5, X (xe, , o det).

. . 5 . w2
Remarquons que si p est premier et {e Q 5%, on aen fait e Z,* car v et v sont sans facteur
carre.

Soit peS,. On peut trouver un entier e, et c,e U (e,, T) tel que ¢, (v)7#0 (VIIL, 4). Alors
¢,(v&)#0. En effet comme peS,, ona £ @ ;? donc e Z ;% et ¢, est invariant par 7 %% Si
p¢S,, il est clair sur les formules du VIII, 4, qu’on peut trouver un entier e, (¢égal a 0 pour
presque tout p), et un élément ¢,e U (e,, T) tel que ¢, (v)#0, ¢, (v§)#0. Soit :

F=s5""e1 1 ((p@®(® sy (c,)))-
P

D’aprés la proposition 17 appliquée successivement a nos deux couples, il existe deux
constantes 0, 0’ #0, telles que :

aV(F)=5B(V)IUICU(V), a,; (F)=08B(v, &)]U]CU(Vé),
avg(F)=5'B(Vé)1:[Cu(Vi), aV(F)=5’B(Vé=§”)I:[CU(V)~
Aucun des termes intervenant dans ces expressions n’est nul. Alors :
B(v, E)B(v) ' =a, (F)a,(F) " ([Tc,(v)c,(v&) )=B(E)B(VE & ) L.
On en déduit : v
AT(t?=L(p®x,, 1/2)e(te " %v» 1/2)B(v, ) B(v) ' B(VE)B(VE, & 1)1
Pour toute place v, posons :

,=d,(v& E7")d, (v, §) " B,(v, §)B,(v) ' B,(VE)B,(vE, &7 1) .
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Posons :

[=b(v, §)b(v) 1 h(vE)DIVE ™) (T]d, (v, £)d,(v&, &7 ™)

(on verra au lemme 38 que ce dernier produit converge). Alors :

(17) AT(1? =L(p®x,, 1/2) et ' %, V2T TL)-

v

On va analyser T et I,.

LemME 37. — Pour toute place v de Q et tout ge G, on a Pégalité :

my (& u(W, ., ENE" 9) %, o (detg)=m, (EJu(W e o, & (g).

Démonstration. — SiE¢ Q2% vestfinieet v¢S,. En particulier, p, n’est pas supercuspidale
et on applique le lemme 34, Si £ Q% solent u,e @ tel que uz=¢ :

u 1 w1
U, = ¥ , U= " }
’ (“v —1) ’ (uvil _1)

u(W, ,, YE L9 =m,C)u(W,, JUE L 9),
u(We ,, & Dg)=m, (67 u(W, ) (ULg).

Mais U,=U, &, W, , =W, ,,ct g, ,{detg)=1, car EeQr: O

Par définition :

LEMME 38. — On a l'égalité :
1=L(p®xye> 1/2) L(p®7%s, 1/2)7"

Démonstration. — 11 existe une constante 80 telle que :
f o (ng) Y (—n)dn=3[]W,(g)-
oNA v
Pour seC, Res assez grand :

j wv(gg)lals'”zd*aﬂﬂj W, ,(ag)lali ?d a
@X\AX - @,X —

v

=6L(p®xv,s)ﬂ[L(pv,ws)1[ Wv.v(gg)laﬁ“zdia]
v QX -

Pour presque tout v, le terme local du produit infini est égal a 1, ce produit se prolonge
analytiquement au moins jusqu’au voisinage de s=1/2. Pour s=1/2,0on obtient,d’aprés nos
définitions :

j o (ag)d*a=3L(p®x,, 1/2)T[d,(V)u(W, ,)(g)
Qx\ax - v

TOME 60 — 1981 — ~n°4



FORMES MODULAIRES DE POIDS DEMI-ENTIER 469

donc b(v)=38L (p®y.,, 1/2). De méme b(vE)=0L(p@7yye, 1/2).
On a I'égalite O, =& O & '. Soit v une place de Q. Il est facile de voir que pour tout
el (Z,NO, 1 ,)

y (D(h)dé".vh:mu(&l)mv(é)_lj DERE )., h.
Z\Og1 ZNO0, -

Comme les mesures d,-, , et d; , définissent des mesures globales, le produit :
m=[]m,E )m,E) "

st convergent. Alors :

(pvg(hg)dgvthmJ P (EhE 1 g)d, h.

J\OEJ’QZA\O&I’A 0z @ZANO¢ A
On a I'égalité :
Ou(EhE " g)=0,(EhE " g) 1. (detg) g, (deth).

SiheO, ,,dethest, en toute place v, une norme de I’'extension @, (\/E), donc y, (deth)=1.
De plus ¢, est invariant a gauche par &. Donc :

(Pvé(hg)dg‘h:mj o, (hE 1 g)d:.h y,(detg).

J‘oéL,@zA\oix’A O: @ZANO: A

D’apres nos définitions, cette égalité devient :

b(VE, E™ D[] du(vE, & u(Wye ,, & N (@l=b(v, E)[]d. (v, &)
xu(W, ,, ENE g)m, (&7 )m, (&) "y, ,(detg)].

Donc (lemme 37) :
b(v, E)b(vg, &) =[]d,(v&, 1) d, (v, §) 7,

¢ produit étant convergent. On a calculé tous les termes intervenant dans la définition de 1.
Jn obtient I’égalité de ’énoncé. [

LEMME 39. — Soit v une place de Q telle que £c Q[ *. On a I'égalité :
L=1817" %, o) %0, 0 ()8 (X0 b Nves 1/2)8 (o, wXes 1/2)7 1
Démonstration. — Comme y. ,=1, cette égalité se réduit a :
L=1&1,"" %0 (€).
de plus d,(v)=d,(v€), donc, par définition :
L=1Elg 17 5",
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si v est réelle,
L=, (v, A, (v) TA, (V) A, (VE, £71) 1 C, (V) C,(v) 2,

st v=p est finie.

Si v est réelle, I'égalité a démontrer est immédiate (o ()= 1 car £>0). Supposons v=p.
Soientu,e Q5 telqueu’=E, et f € & (H,). Par le méme argument que dans la démonstration
de la proposition 17 (calcul de I};), on montre que :

J N R(g)f(xu(W, ,, 8)(g)dg = lu,| 2y, (u,) ™ 2 (wp)fy, (W) [ry, (d () F1(1).
O&.p Gp

Soit J la valeur commune des deux membres. Par définition de & ,(v) :
I=Ju, | 732y, () () Ay (V)i poiy, (W) [ryy (d(u,)) f1(V)
= |u, | ¥2Y, )" x () by (V) P (d W) [Ey, podv, , (W) (V)
1

[
= lu, | P W) iy ) A, (W iy pedy, (W) (DI (v,

(assertion 7). Mais, par définition de J et A, (v, §) :
F=2, (v, &), pofy, o (W) (NIVE).
Comme vE=vu>, on obtient :

Ap(v, E)=2, (W u, | =12, o, ().
De méme :
Ap(VE, €1 ) =R, (vE) luy |y (),
d’ou :

A, (v, E)A, (V)T R, (VE) A, (VE, ETN =181, M, (©).
Or £eZ?, donc (lemme 36, i) :
Co(VEY =pp %0, 5 E) Co(v).

En regroupant ces deux égalités, on obtient la formule cherchée. [

Soit p un nombre premier tel que & ¢ Q x* (si v est réelle, on a v>0, v >0, donc £ 7).
Par définition de v, p¢S,, donc EP~1~t“P, ou Sp““&u,,- Pour ae @, (Ep)m Z,, posons :

1, (@) =1, (a)C, (@) 22y Xar 1/2) L1ty 2 1/2)L (1 2ar 1/2) " Lipy, . 1/2).

LemME 40. — Soit p tel que £E¢ Q%7 :
(i) il existe une constante §,#0 telle que pour tout acQ (p,) avec v,(a)e{0, 1}, ona
Pégalité :

Jp(a)=6px0, p(a)S(XO, ans 1/2)’
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(ii) on a légalité :
=181, "7 ,(=2V)T, (V) ,(v&) ™Y
(i) on a l'égalité :
L=181," %z (V)% 5 (&) (o, Aves 1726000 5 %y 1/2)7 1
Démonstration. — On est dans la situation ou on peut appliquer la proposition 16 au
calcul de &, (v, E) A, (V)™ A, (VE) A, (vE, £71) 7", La définition de I, conduit a Iégalité (ii).
Le (i) et les formules du II, 7, donnent alors (iii). Démontrons (i). On abandonne les
indices p. I s’agit d’un calcul cas par cas. Dans les cas 2, 3, 5, 7, 8, 10, on a
pGNTC(I'LXa, u_l Xa)’ donc .
L(pa, 1/2)=L(1xa> 1/2) Lp™" x4, 1/2),
J(@)=p(a)C(a)~?e(uxa, 1/2) L (g, 1/2)%
Cas 2. — Le caractére p’ est ramifié, donc n(py,)>0 et L(uy,, 1/2)=1. Posons
n=n,=n(u)=n(y) :
(a) Supposons n (1) =0;
— siv,(a)=0, %, est non ramifié. On a les égalités :
Cla) *=p"*(@)e(n "y, 1/2)72,
&(Mxas 1/2)=%a(P") e, 1/2),
€(XoXa> 1/2)=xa(p") E(0, 1/2),
€(o> 1/2) =o', 1/2)=pyo (p ™ "e(n™", 1/2) =mxo(p~ " u(-Deln, 1/2)7 1,

nla)=yxo(a)” L
On obtient :

J(a):60 XO(a)S(XOXa, 1/2)1
ou :
So=hyxo (P n(=De(w, 1/2) e(w™ " x,0, 1/2)72.

— Siv,(a)=1; on écrit a=(ap~ ') p, avec Xap-+ NON ramifié. On a :

Cla) 2 =uxo(P)(p, —)p 2(@)e(n 5,0, 1/2)72,
E(MXa> 1/2) =14 (P")E(Ux,, 1/2),
€(oXa> 1/2) =0 (P") e (X0 Ap» 1/2),
e(oXps 1/2)=pro(p™ e %, 1/2) =pxo (p~ ") p(—1)}(p, —1)e(uy,, 1/2)71,
plap™)=yolap™")" "

On obtient :
J(a)=38 xo(@)e(XoXa> 1/2),
ou :
Sy =puxo (P (= 1)e(py,, 1/2)7 e(u™ y o, 1/2)72.
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— Il reste a montrer que §,=5,, i.e. :
e, 1/2P (™, 1/2) 2 =gy, 1/2 (™ e, 1/2)72
Grace aux formules du 11, 7, cette égalité devient :
e(, 1/2) e(uy,, 1/2) =e(uyg,, 1/2)* e(uy e, 1/2)%

Si n est impair, Xy =%p> X1 =1, 'égalité ci-dessus est triviale. Si n est pair,onan>2,i.e.
n(p)=2, et on applique le lemme 1, 3 :

e(Wx,, 1/2)=y,(—al@wyp ey, 1/2),
d’ou :
e(uy,, 172V =e(p, 1/2)%

{b) Supposons n(p " 'y%,)=0. On a les égalités :

Cla) >=p" " xo (p™'),
e 1/2) =1%o " Ao Xas 1/2) =120 " (P~ ") E(Xo Aas 1/2),

w(ap = )=y4(ap '),
d’ou :
J(@)=0y,(a)e(xo Xa- 1/2),
avec .
d=pyo ' (p™").

Cas 3. — Siv,{a)=0, p, %o, 1y, sont non ramifiés. On a :
Cla) 2=(I+px(p)p ) 2=(1—p(p)p 1) 2(1 —px.(p)p~ 1?)?
=(L—p(p*)p~ ") 2 Luy,, 1/2)" %,
S(MXW 1/2):8(X0 Las 1/2):15
wla)=yola)=1,
— siv,(a)=1,onan(puy,)=1et:
Cla)*=(1—pn(p*)p™ ") 2,
Luy,, 1/2)=1,
E(Whas 1/2)=6(1Xo " %o Xa» 1/2)=1" %0 (P) e (X0 Xa> 1/2),

| wlap™=yolap ).
Dans les deux cas :

J(a):8X0 (a)S(XO Xaa 1/2)’
avee

d=(1—p(p*)p~H) 2
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Cas 5. — Ici Hlzx =%o |2 =%plzx - Sivyla)=0,onan(uy,)=1,et:
Cla)=L(py,, 1/2)=
e(Wxa 1/2)=e(nxo " %o Xas 1/2)=1" " %0 (P) €00 Xu» 1/2),
pla)=y,(a).

Siv,(a)=1, py, est non ramifié :

Cla) ?=pu "% (P )L —pxa(p)p~ 23 =pn " Lyo (p?) Luy,, 1/2)72,
ey, 1/2)=€(osas 1/2)=1,
plap™ )=y lap™").

Dans les deux cas :
J(a):5X0 (a)g(XO x:z’ 1/2)7

oud=p "y4(p).
Cas 7. — Le caractére p? est ramifié, donc n(u) =4, n(uy,) =4, et L(py,, 1/2)=1. Posons
n=ny=n(u):
(a) Supposons n(uyy)=0;
— siv,(a)=0, on a n(y,)<2, on peut utiliser le lemme 1, 3 :
Cla) *=p " *(@)(@.aluyy), —Dep ™y, 1/2)77
=p %(a)(a.alpyy), —De(uy,, 1/2)%
&(Mxas 1/2) =y (—a(p) 2 e(p, 1/2),
£(Xo Xas 1/2)=%a(=a(xo) 2") & (X0, 1/2),
£(xo» 1/2)=pto 2" p(—=1De(u, 1/2)™"
n@)=yq(a)*

Comme yol,x=pn""|zx, 0na a(yy)=—a(y), dou :

J(a):(SoXo(a)g(XoXas 1/2),
avec
8o = Mo (2" u(—1)(alux,r) —1)elp, 1/2)> e(uy,, 1/2)%

— sivy(a)=1, on écrit a=(a271)2, avec n(y,,-)<2. Alors :
2 a

Cla) 2 =pxo )@ a(uyyr:), = De(uga:, 1/2)%
e(Mxa> 1/2)=%2a(—alpxz) 2" e(ux,, 1/2),
e(XoXa> 1/2)=%2a(—a(Xox2)2") ()Xo X2s 1/2),
8o X2 1/2)=pxo 27" 2 (= D, 1/2)7 =pgo " p{—1Delux,, 1/2)7,
p@2™ =yea271)""
On obtient :
T(a)=38, xo(a)e(xo Xas 1/2),
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avece
8, =pxo 2 (= D@z, —De(urs, /27 elugae, 1/2)%

Il reste & montrer que 8, =29,, 1.€. :

(@(uxny), — el 1/2) ey, 172 =(a(uyy), —1e(urs, 1/2) @y, 1/2)%

Si n est impair, n=5, donc la partie enti€re de (n+1)/2 est =23, i.e. Zn(x,). Alors
a(puy,)=a(p), et la formule est immédiate. Sin est pairetn=6,0na de méme a(uy,)=a(u),
et,d’apreslelemme 1, 3, (uy,, 1/2)2=¢(p, 1/2)?, d’ou P’égalité ci-dessus. Supposons n=4.
Pour ueZ,, y, (1 +4u)=y{u2""'). On en déduit :
alpyz)=a(p)+2,
(a(ub): _1)=_(a(“)a _1)

Le lemme 1, 2, montre que :

e, 1/2)=p(—a(@) 2" (-2"*a(w),

(e 1/2)=po (—la(u)+2127 )W (~[a(p)+2]127%),
d’ou :
iy, 172y =, 172 p(1+2a (@) Py (=27
Or (14+2a(p) " )el+2*7,, donc:
p(l+2a@) =1
De plus Yy (=2 ) =y(—2""=—1,d’0u:
ey, 172 =—e(p, 1/2)".
On en déduit I'égalité a démontrer. '
(b) Sin(p~!y,)=0, le calcul est analogue a celui du cas 2, b.
Cas 8. — Siv,(a)=0, et (@, —1)=y,(—1), px, est non ramifie. Alors :

Cla) 2=xop ') (1, (2)27 2P =501~ ' (2°) Luka, 1/2)7%,
e(Wtar 1/2)=(o%as 1/2)=1,
pla)=xo(a);
— siv,(a)=0, et (a, —1)= —yo(—1), ousi v,(a@)=1, on a n(py,)=2+v,(a). Alors :
C(a)=1,
L(uxa, 1/2)=1,
e 1/2)=c(uo Yo Xe» 1/2)=1"" 20 @) e(h0 Xas 1/2),
p(a2 2 )=y4(a2 7).,
Dans les deux cas :
J(a)=38y0(a)e (o Xa> 1/2),
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avee |
S=yon™'(2%).
Cas 10. — Si v,(a)=0, ou vy(a)=1 et (@, —1)=—yo(—1), xox. est ramifié et
n(XoXa)=3—1,(a). On a :
C(a)—szou—l(2—2+2v2(a))3
L(uya, 1/2)=1,
e 1/2)=1" 110277 ) e (to Xa» 1/2),
(a2 =M=y, (@27 ),

— siv,(a)=1et(a, —1)=yxo(—1), %o %, €5t non ramifié. On a :
Cla)?=yon ') (1 —pra(2) 2712 =xo 0™ (28) Lpxa, 1/2)72,

ey 1/2)=€(oXar 1/2)=1,

p@2™)=x,(a27).
Dans les deux cas :
. J{a)=38yo(a)elxo xa> 1/2),
avec :
S=xon ' (2).

Cas 4,6,9,11. — Ici p,~c(uy,, 0~ ' y,), donc :
L(p,, 1/2)=L{px,, 1/2),
J@)=p(a)Cla) *e(ura, 1/2)Lipygas /2P Lp ™ xq, 172)7 1

Je dis que pour ae @ (Bp) N Z ,, cette expression a méme valeur que I'expression de J(a)
dans les cas resp. 3, 5, 8, 10. Notons C(a)}, C'(a), les fonctions Cdu cas resp. 4, 6,9, 11,etdu
cas resp. 3, 5, 8, 10. Il s’agit de montrer que :

Cla) 2L 'y, 1/2) 1=C'(a) 2.

Sip~!'y, est ramifié, L(n~'%,, 1/2)=1, et on vérifie sur les formules de définition que
C(a)=C'(a). Si p~ 'y, est non ramifié, on a p~'y,(p)=—p'? [en effet, p?=1.| et
uy,# |.1Y? puisque ae @ (p,)]. Alors :

L(w™ % 1/2)=(1=p " g (p)p~ 1)1 =270

On vérifie sur les formules que C (a)= 22 C’ (a). D’ou I’égalité désirée. Le calcul dans les cas
4,6,9, 11, est donc le méme que celui des cas 3, 5, 8, 10. []

Les lemmes 38, 39, 40, et I’égalité 17, montrent que :

AT =L(p®xy:, 1/D)e(xe " xve> VDIITIE] T xg,v(2V)x5,lu(§)]-
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Comme £, ve @, le produit infini est égal a 1. Comme v&={, on obtient ’égalité de la
proposition 18. []

6. On revient au probléme du 1. Soient ¢, € S5, (X?), V, le sous-espace irréductible de
o o (x*) associé A @, V=V,®%; L, po et p les représentations de A7, dans Vyet V.

LemumE 41, — Soit N un entier tel que 4| N,X est défini modulo N. On a I’égalité :

Sk/z(Na x> Po)= ZSkIZ (N, x> T,(p)),
sommé sur les ve Q™ tels que :
(i) v>0;

(i) T,(p)# {0};

(ifi) pour tout p, ® (p.(p,))=%o, »(—1)-

Démonstration. — Soit T un sous-espace irréductible de Ao tel que ¥ (P, T)=V et
SN, X, T)# {0} . Soit ve Q™ tel que Iespace des \s*-iémes coefficients de Fourier de T
soit non nul. Alors ¥ (Y, T)# {0} ((W], prop. 26), et ¥ (¥, T)=V®yx, ((W]. V, 4), donc
T=T,(p) (W], prop. 27, iv, et th¢oreme de multiplicité 1). Comme S, (N, X, T)# {0},
ona:

1° p,(pg) est de la série discréte de poids minimal k/2, donc v>0 (W], prop. 20);

2° pour tout p, ® (P, (p,))=%o. »(— 1) (th. 2, 1).

Réciproguement ¥ (, T, (p))=V pour tout ve @~ tel que T, (p)# {0} (W], prop. 29).
Le lemme résulte alors du corrollaire a la proposition 4. [

ProposiTioN 2 (Flicker), — Il existe N tel que Sy (N, %, @) # {0} si et seulement si
I'hypothése (H1) est vérifiée.

Démonstration. — Soit S I'ensemble des places v telles que po , n'est pas de la série
principale irréductible. Sip ¢S, il existe un caractére p,de Q , tel que po, p~ TRy, s Mo, p)s0U
by, =HpTo pr M2 p,=H, Xop, On 2 (= D)=py (=D =p,%0, ,(=1), et
p,~T(H,, p,t). Sl existe N tel que S,,(N.X . ®5)# {0}, il existe veQ™ tel que
@ (P (p,))=%o. ,(—1) pour tout p (lemme 41). Pour p¢S :

o Py (P =%y, p(— DE(Py 5> 1/2)
(assertion 10). Or p, ,~T(H, Xy, ps Hp Xy, p) ELE(Py, p 1/2)=1, %, p(— D{JL], p. 105).On
en déduit xo ,(—1)=p,(—1), donc py ,(—1)=pz (- 1)=1.

Supposons que pour tout p& S, 1, =)=}y ,(—1)=1 Soient py, ,, W5, ,des caracteres
de Q@ tels que p? , =Wy py =M, ,- Notons G , le groupe métaplectique revétement de

degré 2 de G, # 4 son algébre de Hecke. Tl existe un sous-espace T irréductible de espace
des formes automorphes paraboliques sur le groupe G, , de caractére central 3o, tel que pour

tout péS, m,~T (1}, p» K3, p) O T=®n,est la représentation de A, dans T ([F], th. 5, 3).

Rappelons que pour p#2, le groupe K,=GL,(Z,) est scindé dans Gp, ce qui permet de
Pidentifier 4 un sous-groupe de G,
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LEMME 42. — [l existe un entier N divisible par 4, tel que x soit défini modulo N, et teT,
1#£0, tels que :
(1) si pY N, pour tout ke K,, ﬁp(k)zzg;
iy . a b ~
(ii) si pIN, p#2, pour rout k— ( d)er(vp(N)), 7, (k) =6, ,(d)1;

(iii) pour tous acl+47Z,,beZ,, ceNZ,,deZ}, on a les égalités :

~1bt—~10t—t ~a0t_ e
n, 0 1 i=m, c 1175 %) 0 d t=y%p.20d)1,

(iv) pour tout OcR :
g (K(0)) t=e*07¢

Démonstration. — Les assertions (1) et (iv) sont immédiates : pour presque tout p, %p est de
classe un, et 7, est de la série discréte de poids k/2 ([F], 5, 3). Choisissons pour toute place p

un modéle de Whittaker T , de ?fp relatif & , [GPS], et considérons I'espace des fonctions
a—t,(a), pour t €T . Par des arguments standards, cet espace contient l'espace de

Schwartz #(Q ;). Soit t ;€T ,tel que t ,(a)=car(Z},, a). En remplagant au besoin 7, par :

J ﬁp(glg)gpdxadb,
Z)XxZ, -

on peut supposer que ¢, est invariante par ﬁp(g) et Rp(g) pourbeZ, acZ.SideZ;* ona

(o )= 0N

et z(d) appartient au centre de G,. Alors Ep(

I’égalité :

p#2,U,=1+47,. L’ensemble :

est un groupe abélien, contenant :

a 0 y
{(0 d); aeU,, desz},

comme sous-groupe d’indice fini. D’aprés les propriétés de ¢ ,, il est clair par induction qu’il
existe un caractére n de Z tel que n>=yg ,,x et:

~f{fa 0
t N Yd)d ad d#0.
fuyxzfnp(o d),,ﬂ @) é g
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Remplagons ¢, par cette intégrale. Alors pour tous beZ,, acU,, deZ, :

- ~ fa 0
ﬂ:p(b)ﬁp:_tpa np(o d)£p=n(d)£p'

Il existe ve Q* tel que n =Xo, pXvizx - On peut supposer v,(v)Z£0. En remplacant L, par
ftp(__\i) !, ON peut supposer m =%, pizx- Comme ﬁp est admissible, il existe un entier n, tel

0
1

ar p™, t, vérifie la condition (ii) ou (iii) de [énoncé. []
par p*, t,

. . ~ (1 . .
que ¢, soit invariant par r,, ( . ) pour tout ¢ tel que v,,(c) = n,,. En choisissant N divisible

LEmME 43. — Soient t et N vérifiant les conditions du lemme précédent, t larestriction de t g
8,=G,. Alors t#0, et tes 5 (N, %)

Démonstration. — Comme t#0, il existe geG, tel que t(g)#0. Comme
A*=0"(R* x [1,Z,), il existe ac Q~ tel que a”'detg=(d,), ot dye R, d,eZ pour

' . u 0
tout p. Soient u= \/ﬁ ,g'I'élément de G, de composante réelle ( 0 u ) , de composante en

f1 0y , « _
p (0 p ) Il existe ce§, tel que g=aog'. Or t est invariante 4 gauche par a et se
, = =

translorme sous g’ par un scalaire non nul (lemme 42, et g, est dans le centre de Gp). Donc
t(0)#0, et t#0. 1l est clair que [EJJNO. Considérons les conditions (1) & (v) définissant
&/N;‘/Z (N, %) 1 est clair que ¢ les vérifie, sauf peut-étre (iii). En p=2, on a
P, (d(a)) t=v, (@) %o, 2 (@)1 ¢, pour a€l+47, (lemme 42, iii), et il faut voir que cette
“relation est vraie pour tout aeZ;. Comme Z;/1+4Z,={+1}, il sagit de prouver
Tégalité ;

Pa(da (=) r=F,(~ 1)y o (~ D)1,

On a dy(—1)=z,(—1), et pour tout v, z,(—1) est central dans S.. Pour ceS§, :

52(4_2(-1))t(0)=I(Gzz(—l))=t(zz(—1)0)
' =t(z(=1), (=1, =1),]([T z,(~ 1)) &)

==L =1 (o ([ 2.(= 1= =p([] 2., (= 1)) t(0),

par invariance de ¢ sous Sg. Pour p=£2:

Po(E (= 1) t=y4 (= 1)1
et :
SR(ZR(_1))t:5R(E(TC))t:eikn/z L.
Mais : ‘
H Xo,p(_1)=X0,2(_1)X0,R(“—1)5

pe2
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Xo.a (= 1) =2u(= (= 1* D2 =(— )12,
eiku/2:ein/2(_1)(k—1)/2= _?2(_1)(_1)0{—1)/2’
d’ou :

P(H (—1)) ="?2(—1)Xo,2(_1)ta

v#E2
et :

Bz(dz(—1))1(5)2?2(—1)7(0,2(—1)5(0)- ]

LEMME 44. — Soit f=5"1(1). Alors F€S2 (N, 1, 9o).

Démonstration. — Soit S’ un ensemble fini de places contenant S, tel que pour PE&S’, t soit
invariant par K,. Soit p¢S’. Comme = ~1t(},11 > M2, p), un calcul classique montre que :

2
ZO) W (6 )
T, u t+ (p,u) up~ t
ueZ§:12, p( (0 1))~ ue(z,/zp»:zp)x 0 p

~ (1 0
+n (0 pz)_ Py, p{P)+p, ,(p))e.

On a les égalités :
p* 0
0 1
1 0
0 p?

U= Yy m(ud,(pht+ Y (P =), 7, (up™ "yt +7,(d,(p~"))t.

ucZ,/p’Z, uelZ,/pZ )™

=[z,(p), (p, =1),1d,(p™").

P
Posons

Alors :
(p:v _l)p-.p (p))[ - (Fllp(P)‘f‘HZp(P))_f

Soit 6€S,. Les éléments z.(p) commutent & o. Par le méme argument qu’au lemme 43 :

T,z (PN (S)=(—1, p), ([ z.(p~ )t (o).

r#p

Soit e +1} tel que pee+47,. Alors z(p" N =z,(e)z,(e p7 '), et ep lel+47,.
Drapreés le lemme 42, et puisque zR(p_l) est central :

&(I—J z.(p7! nXo v ) Xo. 2(8)7[2(22( ))_t’ZXo,p(P)XO.2(8);32(22(8))!

v p rEpP

Par ailleurs, u, ,(p)+p,. p(P)=%, =%k, (9,) (l11, A, 3). On obtient :
Xo.p(P)Xo 2(e)t' (02, (€))=p Ayt(o).
Jour GESA,E(G)ZI(G), _r’(0)=Tpt(G). Donc :

T,)[(Gzz (€))=pxo. p(Pﬁi)X().z(E)kp t{o).
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Mais te .7, , (N, 1o), donc T, 1€.s7;, (N, 3,), donc :
52 (z, (S))Tp t="7,(e)%0. 2 (S)Tp l.

Par réciprocité, v, (€)=Y, (p)=7,(p)" ', et finalement :

Tp[('G)‘—_PX(_).p(PgI)?p(P)KpE(G).

D aprés le lemme 4, f€8,,, (N, %, ¢,). [l
Donc S, (N, %, ¢y)# {0}, ce qui démontre la proposition 2. [J

ProposiTion 19. — Supposons Uhypothése (H1) vérifiée. Alors pour tout p :
(1) @,(py)#0;
(i) si p¢S. ©,(e)=0; /0%
(i) ipo ,~O(Hy ps Ko p)et iy p(—D)=p, ,(—1)=1L0,(@)=0, /0 —{v], oivest
tel que py_, %0, =% |- 1'%
(iv) si pg ,~O(Hy ,» M2, p) €7 Py, p=D=p, (—1)=— I, o ((Po): V} oti v est défini
contme au (iti).

Démonstration. — Comme S, , (N, 1. ®,)# {0 | (prop. 2), le (i) est évident par définition.
D’aprés le lemme 41, il existe v,e Q™ tel que Tv"(p);é{O} et Q(ﬁ\.“(pp)):x(). ,(—1). Les
lemmes 6 et 41 montrent alors que :

Q, (P (Pl =0, (o) U Qo (P, (Py)):

union prise sur les v, e tels que 9(5\,1 (P,))=1%o. ,(—1). Il suffit de démontrer que pour
tout v, vérifiant cette égalité, O, (Py, (p,))est 'ensemble défini dans I'énoncé. Pour tout p tel
que pPo, n\'n(ul, P 58 p) ou G(ul po Mo, p)? posons szul. pX(T.lp' SOlt Vi 6@; comme Ci-
dessus.

Si péS, p~T (. 1, ) et Py, () ~T,, (W], prop. 18). Alors @ (b, (p,))=Q; /Q;°
(assertion 8 et [W], prop. 18).

Si ppNG(le - |1f‘25 X.vl . |71:2)a avee X\'(—I)ZX()AF(_ 1), on a pv,.,aNG(le| -
Yo, | - 1717%). Alors -

|13"2

bl

@_(ﬁ\',(pp))zx\'l(_l)a(pv,.ps 1/2)
(assertion 10), donc :
=1 siow, e

(")(pvl(pp))z{ —X\(—l) Si VVLE@;Z,

([JL], prop. 3.,6). Comme ® (py, (p,))=2%o. ,(— 1), on a w, @7 Alors p,, (p,)~0,,» €t
QP (p,))=05 /@, —{ v} (W], prop. 18, et assertion 8).

Sip,~ox |- wt- |71/2), avec y,(—1)= —%o. ,{—1), on a de meme VVIEQ;Z,
p,, (p,) est supercuspidale et 0, (pe, (p,))=1{v}. O
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LEMME 45, — Soient v,, v, deux éléments de Q* tels que T, (p)#1{0}, T, (p)#{0}. Si
T, (p)# T, (p), les ensembles Q. (P, (p)) et Qi (P, (p)) sont disjoints.

Démonstration. — S’ils ne sont pas disjoints, soit u appartenant a leur intersection. Pour
i=1 ou 2, et toute place v, ¥ (U, T, (p)=V. ueQ; (.. (p,)), donc p,(p,)~p.(p,)
(assertion 8). Donc p, (p,)~p..(p.). et T, (p)=T, (p) d'aprés le théoréme de multiplicite
un. [

Soit re N*. S'ilexiste ve @ ", tel que v>0, T (p)#{ 0}, w (p.(p,))=x0. ,(— 1) pour tout p,
et 1€ Q. (p.(p))onpose A(r)=A"(t),ou T=T, (p)(th. 2). Ce nombre est bien défini d"apres
le lemme ci-dessus. Sinon on choisit une racine carrée arbitraire A(r) de
L(p®y,, 1/2)e(x "y, 1/2). On a ainsi défini une fonction A :N* — C.

THEOREME 1. — Soit ¢,€S;™, (ll). Supposons que @, vérifie les hypothéses (H1) et (H2). La

Jonction A définie ci-dessus vérifie les propriétés :

(i) pour tout te N* :

A =L(pe®xo " Aes 1/ 2)e(to 20 1/2):

(11) pour tout entier N2 1 :

SI\-?_(Na La (PU): @U (E» (p(H é)

sommé sur les entiers E tels que N|E|N.

(Voir 1, 111, A et V111 pour les notations.) Dans la suite, on pourra noter A* la fonction A
ci-dessus.

Démonstration. — Le (i) est clair d"apres les définitions et le théoréme 2.2, 1. Soitve Q™ tel

quev>0,T (p)#|0 Lo P (PN=10. ,(— 1) pour tout p. Pour un nombre premier p, on a :

Q; (P (p,)) S0, (@),
d’apres les lemmes 6 et 41, L.e. :
0, (T {p)) =, (@),
avec les notations du théoréme 2. Pour tout ¢ee N, on a donc :
U, (e, TolpheU, (e, 4).

Comme é(1)=§‘r(t) pour te @ (p.(p) [avec T=T,(p)], on a l'inclusion :

U (E7 T\(p), A)CU (E (P()v A)

pour tout E= 1, et :

Si2(N. g Tu(p))= @ U(E, ¢, A)

- E|N

JOURNAL DE MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES



482 J.-L. WALDSPURGER

d’apres le théoreme 2,2, il. Donc (lemme 41) :

Si (N, %, 0p)= @ U (E, ¢,. A).

EIN
Réciproquement, soit E= ] p~21, ce=(c, e[ U, (e,. 9o). Supposons f{ce, A)#0. i

existe un entier 1 tel que a,,(f)#0. Posons v=r". On a v>0. Comme a, (f)1#0, A(v)#0,
donc L (p®@y.. 1/2)#0et T (p)#{ 0] (W], th. 1). Seitpun nombre premier. Onac,(n)#0,
donc new, (g,). D'apres le lemme 41, il existe v'ed” tel que @(ﬁ\‘z(pp))zxo‘p(—l), et
neld, (py (p,))- Comme ven Q7 vel, (pv(p,)), donc pelp,)~ p.(p,) (assertion 8). Alors
9(5\,(pp))=xo_ S=1), et v veérifie les conditions du lemme 4l. De plus
ne@; (;3»‘(p1,))=mp(T\‘(p))pour tout p. Si @, n'est pasducas 1, U (e, Qo)=U,le,, T.(p))
par définition. Si @, est du cas 1, nécessairement ¢, =car({n Z;z), puisque ¢,(n)#0, donc
c el le,, T.(p}) puisque ne o, (T (p)). En toutcas ¢, € U, le,. To(p)). Donc(th. 2,2, 11) :

flee, AeS (N x. To(p)),
et, d’aprés le lemme 41 :

/ (ETE-,iA)ESI\Z(Nv L’ (p())' D

7. En fait, on peut conjecturer les assertions suivantes "

o . 2 ’ . - .
QuisTioN 1. — Soient v une place de @, Ee Q] —Q,", p une représentation admissible
irréductible de # . dans un espace N de dimension infinie, de caractére central trivial. Alors V
possede un élément non nul incariant par O, st et seulement si :

e(p®@y.. 1/2)=yA—Delp. 1/2).
Si p n'est pas supercuspidale, celte assertion est facilement démontrable.

QuestioN 2. — Soient Ty, T,, deux sous-espaces irréductibles de oo, Py et Py les
représentations de J?A dans T, et T,. Supposons que pour toute place v, op, ):@_(f)z_ ), et
que pour presque toute place t, Py l.~[)2A o Alors T =T,.

La conjecture 2 résulte de la conjecture 1 et des assertions 8, 9, 10. Si la conjecture 2 est
vraie, il n'y a plus gqu'un seul sous-espace irr¢ductible de .o/, intervenant dans la
décomposition du lemme 41, et le théoreme 1 se confond avec le théoréme 2.

8 COROLLAIRE 1. — Soit N un entier divisible par 4. Si le conducteur de y n'est pas divisible
par 16, on suppose que N n'est pas divisible par 8. On a alors la décomposition :

Spa N, y)= G(Es @4, A™).
¢, E

new

sommeé sw ws O €Sy (1) vérifant Phypothése (H1) et sur les entiers EZ1 tels que
N(¢y)|E[N. :

(1) Ces assertions sont maintenant démontrées.
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Démonstration. — On utilise la proposition 1 et le théoréme 1. Le seul point a voir est que si
P S, (1) est tel que Sy» (N, %, @) # {0}, alors ¢, vérifie (H2). Sile conducteur de y est

k—1
divisible par 16, c’est évident. Sinon, par hypothése v,(N)=2. 1l existe v tel que

Sk >(N, %, T,(p))=0 (lemme 41), ou p est associce a ¢,. La proposition 7, i, montre que
p.(p,) n'est pas supercuspidale, donc p, , ne I'est pas non plus, et @, vérifie (H2). [

COROLLAIRE 2. — Soient ¢, €St (x ) vérifiant 'hypothése (H1), N2 1, f €S, , (N, 1. ©o),
n,, n, € N*. On suppose que nl/nze(@p pour tout p|N. Alors on a égalité

(S LPo®Xo ' ns 1/2)x (0 /0 )52 =0, (f)? LUPo®@o ' dn,» 1/2) 0577

Démonstration. — Supposons que @, vérifie (H2), posons A =A". Soient E un entier,

N((p“)‘ E| N’ EEGI] Ur(ex'n ('P())a Supposons f:j (gEv é) Alors :

=AuD[Te ),
an (j) A )I]C (nZ)'

Sip|N,n,/n,eQ, ! Comme n, et n, sont sans facteur carré, n, /n, € Z;z.'Alors par définition
c,(n)=c,(n;). Si pAN, il est clair que ¢, est du cas 3, et e,=0, ¢,=cyr,]. Alors

¢, (n)=c,(ny)=1.8irvest réelle, ¢, (n,)=n" " ¢ (n,)=n4" 2’4 d’ou :

a, (YA =a, (ATt 2%,

Par linéarite, cette relation est vraie pour tout f €S, (N, 1, ¢,). En I'¢levant au carré :

AZ*I

(18) am (f)z L(pl)®X()71 Xm;: 1/2)8(X()‘1 anv 1/2)8(1(;1 x;:,: 1/2)
:anl(f') (pO®X()A1XHLa 1/2)”‘;‘2A1'

Sl v eSt rée”ev ou Si v i Na Xn,. l'=x713.l bl Carnl /”2 € @1X2> €l 8(%(;.11 Xl]l. ] 1/2):8(X()7 11 an. Uy 1/2)'
Si p ¥N, ., est non ramifié, et p#2. Pour i=1, 2, on a :

. 1/2)= 1 st v,(n;)=0,
0t VR (0T s sn)=1,

(11, 7), en tout cas :

‘S(X()_.lp Xn,.pv 1/2)3X0 an_n(ni)'Yp(ni)_l'
Alors :

E(X(Tl Xn_,a I/Z)S(X()_l Xm 1/2 l—l X() p n2/nl ][n Yp ” -Yp(n") lXn,‘p(nl)anlp(nz)]'

PN pFN
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Le deuxiéme produit peut étre pris sur toutes les places de F car si v| N ou si v est réelle,
n,/n, €@ et le terme en v de ce produit est égal & un. Par réciprocité, il disparait. Le
premier produit est égal a y (n,/n,;). La formule (18) est celle de I'énonce. En analysant la
démonstration du th. 2, on se convainc que I'hypothése (H2) n’est utilisée que pour comparer
des coefficients de Fourier a, , a,,, Qquand », et n, ne sont pas dans la méme classe modulo Q3 2
Ici par hypothése n, /n, € @5* et I'hypothése (H2) est superflue. []

9. ProposiTiON 20. — Soient V un sous-espace irréductible de o/, p la représentation de
Ay dans V. Supposons que la composante réelle py, est de la série discrete. Alors il existe ve Q0
tel que L(p®y,, 1/2)#0.

Démonstration. — Soient k tel que pg est de poids k— 1, S I'ensemble des places ¢ telles que
p, ne soit pas de la série principale irréductible, S; I'ensemble des places p telles que
p,~T(p,, 1, ), avecp,(—1)=—1.Comme S # O (la place réelle appartient a S), 1l existe un
caractere y de Q*NA" tel que %, (—1)=—1 pour reS,, x,(—1)=1 pour v¢SuUS,.
Choisissons un tel caractére y et supposons d’abord que 3. (—1)=1. Soit ¢,eS;™, (x?)

. — k12 . .
I’élément associé a p®y, [01‘1 L0=l(‘> } En appliquant la proposition 2 et le

lemme 41 au couple ¢, ., il existe ve @ tel que T, (p)# {0 |. Donc L(p®y., 1/2)#0([W],
th. 1). Il est clair que la restriction x5 (— 1)=1 n’a ¢t¢é faite que parce qu'on a considere tout
au long de I'article des formes modulaires holomorphes de poids demi-entier. On peut
démontrer des analogues du lemme 41 et de la proposition 2 pour un caraciére y tel que

¥ (—1)=~—1 et les formes modulaires anti-holomorphes de poids demi-entier. Alors la
restriction ¥z (— 1)=1 est superfiue dans le raisonnement ci-dessus. [
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