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DFES FORMES MODULAIRES DE POIDS DEMI-ENTIER 

Par J.-L. WALDSPURGER 

Introduction 

Soit / une forme modulaire holomorphe parabolique de poids demi-entier, propre pour les 

opérateurs de Hecke. On sait depuis Shimura [S] qu’il existe une forme modulaire o, 

holomorphe de poids entier, propre pour les opérateurs de Hecke, ayant mêmes valeurs 

propres que f pour ces opérateurs. Soient n et m deux entiers, a, (f)et a,( f )les n-ième et m- 

ième coefficients de Fourier de f. Si m/n est un carré, on sait exprimer a,(f) en fonction 

de a,(f) et des valeurs propres des opérateurs de Hecke. Cela ramène le calcul de a,(/) au 

cas OÙ n est sans facteur carré. On se propose de démontrer que dans ce cas, a,(f) [plus 

précisément son carré a,(.f )*] s’exprime en fonction de la valeur au centre de symétrie (pour 

l’équation fonctionnelle) de la fonction L associée à la forme ©, tordue par le caractère 

quadratique associé à n. Comme on le sait, ces valeurs s’expriment elles-mêmes en fonction 

des « périodes » de la forme ,. La possibilité d’exprimer a,(f) en fonction des périodes 

de , avait été conjecturée par Shimura, et démontrée par Shintani [Sh]. 

Le point crucial de la démonstration apparaît comme une application pratique de [W], et 

se traite rapidement (prop. 18). La longueur de l’article, et de l’énoncé du théorème, tient à 

une difficulté secondaire, de nature locale. Il ne semble pas possible de (i.e. l’auteur ne sait 

pas) définir pour les formes de poids demi-entier, une bonne notion de newforms, c’est-à-dire 

de telle sorte que l’ensemble des newforms ainsi défini vérifie le théorème de multiplicité un, et 

permette de reconstruire l’espace des formes modulaires tout entier par des transformations 

simples. Dans un sous-espace propre pour les opérateurs de Hecke, on ne peut pas choisir 

raisonnablement une fonction particulière. On est donc conduit à les décrire toutes. 

H y aurait plusieurs façons d’énoncer le théorème. On a choisi ici de mettre en évidence les 

sous-espaces caractéristiques des opérateurs de Hecke. 

JOURNAL DE MATHÉMATIQUES PURES ET APPLIQUÉES. — 0021-7824/1981/375/8 5.00 

© Gauthier-Villars



376 J.-L. WALDSPURGER 

I. — Énoncé du théorème 

1. Soient k un entier impair, k=3, N un entier positif divisible par 4, % un caractère de 

Dirichlet défini modulo N. Si kZ5, on note S,> (N, x ) l'espace des formes modulaires 

paraboliques de poids k/2, de caractère y, pour le groupe P,(N) [S]. Si k=3, on note 

S33 (N, 7 ) le sous-espace des formes orthogonales (pour le produit scalaire de Petersson)aux 

séries thêta provenant d’une forme quadratique à une variable. Si pest un nombre premier ne 

divisant pas N, on note T( p*) l’opérateur de Hecke ‘agissant dans S,> (N, X} [S]. 

Soient M un entier positif, u un caractère de Dirichlet défini modulo M. On note 

S, , (M, y )l’espace des formes modulaires paraboliques de poids k — 1, de caractère u, pour 

le groupe P,(M), et S}", (M, u ) le sous-ensemble (fini) des newforms [Li]. Si p est un 

nombre premier ne divisant pas M, on note T(p) l’opérateur de Hecke agissant 

dans S, , (M, H }. On pose : 

= v SÉS,(M,H). 
M>=0 

Soit E S}", (1). On note M (@) le niveau de © [i.e. l'entier M tel que pES;", (M, H)]. Si p 

est un nombre premier, p\M(e), on note À,() le nombre complexe tel que 

T(p)p=},(e)e. Sivest un caractère de Dirichlet, on note v la newform de caractère uv* 

telle que À , (pv)v{p)A,(@) pour presque tout p. 

SifeS,2(N,x),ou eS, , (M,p), on note a,(f) ou a,(@) les coefficients de Fourier de / 

ou . Pour ze C, Imz>0, on a les égalités : 

f(2)= z afl(f‘) €2m‘nz, (P(Z)= z an((P)(,2ninz. 

n=l n= 

new 

À une forme modulaire @ € S°*, (H ), resp. à un caractère de Dirichlet v, on sait associer une 

fonction L{(g, s), resp. L(v, s). C’est une fonction d’une variable complexe s définie par la 

série de Dirichlet ci-dessous pour Res assez grand et par prolongement analytique en 

général. Notons Ÿ le caracière primitif associé à v, et S (v) l’ensemble des nombres premiers 

en lesquels ce caractère est ramifié. Pour Res assez grand, on a : 

O 

L(o, s)=2(02x)} °7"2T(s—1+k/2} F a,(p)n* >"52, 
n=l 

L(!= S)=LR(Y= S) Î—[ (1_Ê(p)p—s)—1’ 

pËS[Ï) 

où : 
— s/2 . L ne éc fTT à 

n SEV2E((S+1)/2) sù v(-1)=—1. 
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Ces fonctions vérifient des équations fonctionnelles « en s+1—s ». On note e(v, s) le 

« facteur € » tel que : 

L(v !,1—s)=e(v, s} L(v, s). 

2. Soient donc k et % fixés. On se propose de décrire l’espace S, ; (N, x ). H est nul si 
new x (=1)=—1. On suppose donc y (—1)=1. Soit Ep €S,", (x }. Posons : 

S, 2(N %, 0)={f€8, 2(N, X} T(p*)f =2.,(90) f pour presque tout p4N }. 

PROPOSITION 1 (Shimura). — On a l’égalite : 

S, 2(N X )=@S; 20N, Xs Po), 

la somme étant prise sur tous les p eS , . O 

Fixons désormais y ES, , (ä2). On sait qu’on peut associer à p, une représentation 

automorphe p, [ITI, AJ. Si pest un nombre premier, pa à une composante locale py. , qui est 

une représentation de GL,({©,). Soit S l'ensemble des p tels que py, , ne soit pas de la série 

principale irréductible[II1, AJ.Si péS,notons u,, ,et ,, , les deux caractères de Q, tels que 

Po. p - T(H, p> Ha, p)- On considère l’hypothèse : 

(H1) Pour tout péS, on a l'égalité u, ,(=1)=p, ,(=1)=1. 

PROPOSITION 2 (Flicker). — Il existe N tel que S, >(N,X, @u)#{ 0} si et seulement si 

l'hypothèse (H 1) est vérifiée. 

3. Soit %, le caractère défini par x0(n)=% (n) (+1/n)" !"?. Soit p un nombre premier, 

notons r, la valuation p-adique de © ou Q, [II, 1]. On peut définir un entier rÎp, et pour 

tout eeN, unensemble U, (e, y ) de fonctions définies sur Q, . La définition de ces objets est 

longue, et nous la reportons au VIIT. Donnons simplement quelques indications sur leurs 

propriétés : 

1° 1Ë},, et U,(e. Py) ne dépendent que des composantes locales en p de la représentation 

automorphe p et du caractère % 0: 

2° on a les inégalités : 

t.p(IVI(ÇP()))Ê’pgfp(h/[((p()))_l_1 Si p5£21 

3° pour eeN, l'ensemble U, (e, y) est fini, à au plus deux élèments s1 p#2, quatre 

éléments si p=2. Il est vide s1 €<ñ!,, inon vide si €=rÏp; 

4° les fonctions appartenant à U, (e, @y) sont définies sur Q,, à support dans Z, ” Q,. 

continues (et même invariantes par l’ensemble Z,Î2 des unités de Z, qui sont des carrés): 

S° dans le cas général, i.e. si p#2 et si p ne divise ni M (, ) ni le conducteur de X ,, on a 
- 0 - 0 . , - - f - ; x, 

n,=0,et U,(0,96)=1<, }, où c° est la fonction définie de la façon suivante : pour ue Q, ; 

si v, (u)<0, c5 (u)=0; 

si t,(u)=0: 
P 
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x 

D cplupt x" =(l =(p,w), 2 o(p)p ZX)U=k7l00)p* 1 3X+70(PIXY , 
h=0 0 

siv,(u)=1l: 

L 

2 CËÏ (uP2h)Xh=(l _Âp (£P())P1Àk'ŒX+X_O(P2)XZ)_ , 
h=0 

où ( , ), est le symbole de Hilbert défini sur O, x Q. En particulier ch(u)=1siv,(u)=0 

ou 1. Ces formules sont liées à celles exprimant l’effet de l’opérateur T ( p*) sur les coefficients 

de Fourier d’une forme modulaire de poids demi-entier [S]. 

On pose N(go)=[[ p'. 
p 

4, On note N* l’ensemble des entiers positifs sans facteur carré, et pour neN,n=|, n° 

l’unique élément de N n (n Q**). Soient A une fonction de N° dans C, et E un entier 

divisible par N(w,). Posons e,=v,(E) pour tout nombre premier p, et soit c,=(c,) un 

élément de [TU,(e, Po), le produit étant pris sur tous les nombres premiers p. Si nz l, 
p 

zeC, Im z>0, on pose : 

Hees AM)= D Anlcr, A) e* 

On note U (E, 4. A ) l’espace engendré par les fonctions f{ce, A) pour cge | JU, (e,» 9o)- 
p 

On considère l'hypothése : 

(H2) L’une des conditions suivantes est vérifiée : 

(a) la composante locale py. ; h'est pas supercuspidale; 

(b) 

(c) M (,, } est divisible par 16. 

le conducteur de %, est divisible par 16; 

Site©”,onnotex, le caractère de Dirichlet quadratique associé à l'extension Q (\/Î). En 

particulier, si teQ*°, x,(n)=1 pour tout ne Z, n#0. 

THÉORÈME 1. — Soit Pp ES4", ( *). Supposons que , vérifie les hypothèses (H 1) et (H2). 

Il existe une fonction A°" : N* — C, telle que : 

(1) pour tN* : 

A%%(1)*=L(9oXo * Xe 1/2)2(%o ‘ Xe 1/2), 

(ii) pour tout entier N | : 

SA.‘2 (N1 äs (P())-_—®U (E: (p(la —A—(P…), 
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e 

sommé sur les entiers EZ 1 tels que N(9,) E| N. 

Comme on le voit, la signification essentielle de ce théorème est qu’on peut définir une base 

de l'espace S, 2 (N, X, @y) telle que si f est un élément de Ï;cette_c base et s1 H-est un entier sans 

facteur carré, le coefficient de Fourier a,(/) soit le produit de deux termes : 

— l’un est un produit de termes locaux, chacun de ces termes ne dépendant que du 

comportement locai de @. et de x: 

— l’autre, plus intéressant, est de nature globale. Son carré est la valeur au centre de 

symétrie de la fonction L de la forme @, tordue par un caractère dépendant de n. 

La définition des ensembles U,(e, ©y) [VIII] met en évidence les sous-espaces 

caractéristiques des opérateurs T ( p*). En particulier soient c,=(c,)e [ | U, (e,. Po), et p un 
P 

nombre premier. Supposons que p soit du cas général [1, 3], e, =0. cp=c?,. Alors f(cz, A°”°) 

est fonction propre pour T(p*), de valeur propre À , (@4). 

Les inégalités 2 du 1, 3 confirment le fait que s1/€S, » (N, X ) est propre pour les opérateurs 

de Hecke, le niveau de son relèvement de Shimura , divise N /2 (mais ne lui est pas toujours 

égal). 

COROLLAIRE 1. — Soit NE 1. Si le conducteur de % n'est pas divisible par 16, on suppose 

que N n'est pas divisible par 8. On à alors la décomposition : 

Sk 2(Nv X)= ® U (Ea (p(h Ôw[l) 

C Purs E 

sommé sur les 9 €S} , (x*) vérifiant l’hypothèse (H 1) et sur les entiers EZ 1 tels que 

N(ey)|E[N. _ 

Prolongeons x de façon évidente à l'ensemble des te@” tels que v,(t)=0 pour tout p 

divisant le conducteur de x 

COROLLAIRE 2. —  Soient uES}",(x°), rérifiant  l’hypothèse (H1), N=1, 
" T 9 

fES, 2(N, %, ©o), M,, N1,ENT. Supposons que n,/n,e Q, pour tout p|N. Alors on a 

l'egalité : 

d (F* L 090 X0 " ns 1/2) % (n3/0 Vn3 3 = 49P L 096 X6 " Ame 1/2)nt ?" 

Il est implicite dans ces énoncés que N est divisible par 4 et par le conducteur de x. 

IF — Notations, normalisations, formulaire 

1. Lalettre p désigne toujours un nombre premier. On note v, la valuation associée, définie 

sur Qou Q, Lesymbole Q, désigne le complété de © en une place v. On définit dans la suite 

des objets relatifs à une place v de Q. On les indice par la lettre v. Si v est associée à un 

nombre premier p (resp. est la place réelle), ce qu’on notera parfois = p, on pourra aussi 
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bien les indicer par p(resp. R). Soient À l’anneau des adèles de O, A” le groupe de ses idèles. 
2. Si % est un caractère de Dirichlet défini sur Z, on note x le caractère de A* /Q * associé 

à %. On a y=®& %, produit sur toutes les places v de Q, avec %, (t)=1 si teR }, et, pour 
v 

presque tout p, x,(p)=x (p). Si teQ*, on note X, le caractère quadratique de A* /@Q* 
associé à l’extension @(\/Ë). 

On note W le caractère de A/Q, de composantes locales W,, tel que si /ER, Vp(#)=e?rit, 
Si p est premier, € Z, meN, on à l'égalité : 

Wp (U) — m ) — (J——2m‘:‘/; "" 

Soit r une place de ®. Si ve ©“, on note Vi le caractère £ (1)=W,(vt). On note ( . ), le 
symbole de Hilbert, défini sur Q* x Q*, à valeurs dans {+1 }. Pour te Q*, on définit le 
facteur de Weil y, (1) associé au caractère V, et à la forme quadratique tx [Weil], p. 19, et : 

Y00)=(4 d 700707 
On a les égalités : 

Y OE 07 A0Ÿ, ( ), 

y (13)=1. 
Si r est réelle, on note | . |, la valeur absolue usuelle, d t la mesure usuelle,Îdfi.< t=|t};‘d,t. 
Soit K, = SO,(R). On choisit pour mesure de Haar sur K, celle de masse totale 1.Si t=p, on 
note | . |, la valeur absolue de Q, telle que |p|.=p"', d, t la mesure de Haar sur Q, donnant 
à Z, la mesure 1, d{ t la mesure de Haar sur Q, donnant à Z; la mesure 1. On pose 
K,=GL,(Z,). On choisit pour mesure de Haar sur K, celle de masse totale 1. 

Ces définitions conduisent naturellement à des définitions globales{sur A)de W",y, etc. En 
particulier si teQ”, ÿ(1)=1. 

3, On note G le groupe algébrique GL,, Z son centre. Soit © une place de Q, neQ. 
a, te©,". On définit les éléments de G, : 

_/1 n _fa O HI_tO ___/01 
Ë"(0 1P ÉFo 1} 79510 2} ”_(—1 0 / 

On choisit pour mesure de Haar sur Z, \G, la mesure : 

d g=d{ad, nd, k si g=z(t)ggk avec keK,. 

On a ici aussi des définitions globales analogues. Sir=pet meN, on note K , {(m) l’ensemble 

des matrices (Ï Z)e K, telles que v,(c})=m. 

4. SI v est une place de Q, on note S, le groupe métaplectique, exiension de degré 2 
de SL, (Q, ). De même S, désigne le groupe métaplectique, extension de degré 2 de SL (A). 
Rappelons qu’on peut identifter S, (resp. S,) à SL,(Q,) x { 1} [resp. SL, (A) x { #1 }], la 
multiplication étant définie au moyen d'un cocycle B, (resp. B,) : 

(0, e)(0, €')=(00°, £e'B(o, 0°)), 
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b)e SL,(Q,). On 
‘ . , /Cl p=B, ou B. Ces cocycles sont définis de la façon suivante. Soit c= ( « d 

posex(c)=csic#0,x(c)=dsic=0.Sirest réelle, s, (0)=1.Sir=p,s,(0)=(c, d), sicd#0 
et r,(c) est impair, s. (c)= 1 sinon. Alors : 

B,(6, 6')=(x(c), x(c')),(-x(0)x(0'), x(00")), s, (0)s, (0')s, (06'). 

Soit o=(c,)eSL, (A). On pose : 

s1(c)=||s.(0,), Ba(c, 0)=[|B,(6,. 0;). 

L'application o—(o, s,(0)) est un homomorphisme de SL,(Q) dans $,. On note Sy son 
image. Si oeSL,(Q,) [resp. SL; (A)], on note encore 6 l’élément (, 1) de S, (resp. $,). Si 
GES,., On notera parfois c !, l'élément de S, de composantes locales G, avec 6,=0,0,=1si 
t'Æv. On pourra aussi le noter simplement 0 si cela ne crée pas de confusion. 

Si U est un sous-ensemble de SL, (Q, ) [resp. SL, (A}], on note Ü son Image réciproque 
dans $, (resp. 54). 

On pose l,=SO,(R), F =SL;(Z,). Si neN, on note F,(n) l'ensemble des matrices p 

(a î)EÏP telles que v,(c)=n. Si neQ,, ae Q” (resp. NEA. aeA“), on définit les c € 

éléments de $, (resp. $,) : 

i n _ ( O f 01 
3=(0 1)’ d1(Œ)_(0 a*‘)’ “_(—1 0) 

(N et w désignent donc, suivant le contexte, des éléments de G ou $). On choisit pour mesure 
de Haar sur P, celle de masse totale 1. 

5. On note # l’espace des formes automorphes paraboliques sur S, S Sa. # 00 le sous- 
espace des formes orthogonales (pour le produit scalaire de L* (Sa \ËA)) aux séries thêta 
provenant d'une forme quadratique à une variable. On note # (resp. # 4) l’algèbre de 
Hecke du groupe S, (resp. $,). Ces algèbres agissent dans l’espace #,. Si ve Q* et 1E dŸ0, 
on définit le v-ième coefficient de Fourier de t. C’est la fonction sur S. 

_— 

c—>W (v, t, CÏ)=J t{{no)b{-vn)dn. 
QXA 

Soit u un caractère de A*/@*. On note / y (u) l'espace des formes automorphes 
paraboliques sur G2 \G… de caractère centralu. Siu=1l, on note simplement 
d =#9(1). On note À, (resp. # 4) l’algèbre de Hecke du groupe G, (resp. G,). Ces 
algêbres agissent dans l’espace . (u). Soit p une représentation de # , dans un sous-espace 
1rréductible de / (u). On note L(p, s) la fonction L associée à cette représentation [JL], 
p. 350. De même, si p, est une représentation admissible irréductible de H , de dimension 
infinie, on note L(p,, s) sa fonction L associée. 
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6. Pour BE R, on pose : 

; 9 . 
k(8)m( cos sm@)êfi@ 

—Ssin6 cosB 

et : 

(k(6), }) sà 6e u J4nn—x, 4nn+nl, 
Ë(8)={ HeN 

(k(8), —1) si DE U J4n+n, 4ha+3r]. 
_ nefy 

On vérifie que & est un isomorphisme de R/47 Z sur F 

Soit p un nombre premier. Si p#2 ei t€ Z, , on a l’égalité ÿ,(t)=1. Par contre, si p=2 : 

— 

Y2l1)=72(5)=1, V(3)=7200)==—i, 

i.e. pour teZ; : 

- v,(d) *(e, d),sa(6) sI c#0, 
&:(0)=4 - 0 

v> (d) ss ce=0. 

On vérifie que £, se prolonge en un caractère impair du groupe F,(2). 

Rappelons les formules : 

si p#2,et teD, : 

[’)" . 

_ P Y,(p)(p, t), si _ v,(t)=0, 2 — tp = p° I ! 
(P '“‘)p‘l";}(“ P ) {0 si Ï-‘J,(Ï)ï/;0; 

(+1,—1,=—1,  (25—1);=y,(2)=1. 

ue(2/pÆ)* 

7. Si B'est un sous-ensemble d’un ensemble B, on note car(B') la fonction caractéristique 

de B', et car(B'’, x) sa valeur en un point x de B. 

Soit u un caractère de Z;. On note n(u) e plus petit entier n tel que 1 soit trivial 

sur 1+p"Z,. si u est ramifié, et n(u)=0 si u est non ramifié. Pour p=2, il n’y a pas de 

caractère u tel que n(u)=1. Si te Q, on pose : 

n(H, T)=ÏXH(H)\PP(Iu)dX u. 

On a les égalités : P 

— soient he Z, ae Z, : 

u=l l si hzæ0, 

n(k, p*a)=, —1/(p=-1)  si h==1, 

0 si h<—l; 
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s1 u# |; 

n JH ‘(a)nu, p°) s1 h==n(y), 
n(“’p“)_{o sI h#—n(u}; 

— sI p#2, 
u — | =1 ,1/27 —1, 

n(Xp.pa p )—(P ) p /p(p) , 

— sip=2: 

NX- 12 2°7)=i, n(da2 2 *)=27"°, N(x- 20 2°%)=—i2 ". 

LEMME |. — Soient p un caractère ramifié de Z, ,n=n(p), m la partie entière de (n+ t)/2 : 

1° il existe a(u)eZ, tel que pour tout ue Z, 

HO+p"u)=4,(p" "aquu): 

2° soit a(u) comme ci-dessus. On a l’égalite : 

n(u, p ")=p""(p—1)" "p{=alu)w,(=+p""alu)Y pO+p" "u)w,(=a(p)p""u), 
u 

la somme étant prise surlesueZ,/p°" "Z,sin#1,surlesueZ,/pZ, telsque u =—1 mod p 

sin=t: 

3° Soient a(yu) comme ci-dessus et u" un caractère de Z, tel que n(u)<n-—m. Alors : 

n(up, p ")=u'(-alu)n(u, p ”. 

Soit maintenant u un caractère de Q, . On pose n (u)=n(u |zx). Pour se C, on note L(u, s) 

la fonction L de u, et e(u, s) le facteur € de u relatif au caractère V,. On a les formules : 

e(p *, 1/2)=p(=De(y, 1/2)7*, 

si u est non ramifié, e (u, 1/2)= 1; 

si u est ramifié; 

( 1/2)=(p—1)p" 8925 p (p7 m (lexs p 

III. — Le dictionnaire 

A. La correspondance entre formes modulaires de poids entier et formes automorphes 

sur G, étant bien connue, on se bornera ici à donner un formulaire. 

1. Soient k un entier impair, kZ 3, M un entier positif, u un caractère de Dirichlet défini 

modulo M. On a déjà défini les ensembles S, _, (M, H), SX7, (M, H)et S* (H). Si pest un 

nombre premier, on note T(p) ou T'(p), selon que p / M ou p M, l’opérateur de Hecke 

agissant  dans S,-,(M,u). Soit weS;",(u). On note M(p) le niveau de 

9, m,(p)=v,(M(w)), }, (e) ou L'(@), selon que p" M(p) ou p|M(w), le nombre 
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complexe tel que T(p)p=A,(p)p ou T'(p)p=1,(e) @. On pose à (p)=p!-"* }, (e), ou 
‘ M(e)=p" "1 ; (e). Si p M(®), on note x,(@), *,() les nombres complexes tels que 

x,(p)+0,(9)=A,(9), #,(p)«, (p)=H (p). 

2. Soient maintenant % un caractère de Dirichlet et p ES}*, (x *). On peut associer à ÿy 

une représentation automorphe py de # 4,, de composantes locales p ,. Rappeions la 

définition de ces représentations. On utilise les notations de [J-L] en ce qui concerne les 

représentations de # , : 

° pour la place réelle, pp , <0(|.1477",12117%2). 

Soit p un nombre premier. On note Q, l’ensemble des caractères de Dirichlet primitifs de 

conducteur une puissance de p (en convenant que le caractère un appartient à Q,): 

2° po. p &st supercuspidale si et seulement si pour tout pe2,. m,(po p )=1etA,(94 H)=0; 

3° po. p est spéciale si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées : 

(1) pour tout ue2,, m!,((b…E)g F 

(ii} il existe un unique u°eQ, tel que À, (9a H°)#0. 

Dans ce cas, Pu, , V O(H;, H:), avec y (p)=},(00 H°),p2(p)=p4, (4 H°),et pourueZ;, 

H, (0)=H>(u})=pp e ; 
4° Po. p ëst de la série principale irréductible si et seulement si l’une des conditions « ou b 

suivantes est vérifiée : 

(a) il existe u°eQ, tel que m,(pp H°)=0: 

(b) ()pourtoutueQ,, m,(04 H)Z 1, et (ii) il existe deux éléments distinets p ! E2 e©, tels 

que À};(£P()El )=0, Â};(@()EZ)#O- 

Alors py. , - T(H;, Hz), avec : 

— dans le cas (a), H,(p)=%,(0oH°), pa(p)=a,(&6H"), et pour ueZ,, 
H, (u)=u5 (u)=p50u " 

— dans le cas (b), u, (p)=4,{96 H, H2(p)=4, (Po H*). et pour ue Z . H, (u)=u, u7 "), 

Ha(u)=150u  *). 

Avec les notations du I, | et du Il, 5, on a bien sûr l’égalité des fonctions L : 

L(®u, s}= L{pos $). 

3. Avec les mêmes notations, on obtient en sens inverse les formules suivantes : 

= Si Po. p V TB1 Ho) H H2 ° # 1- I, ON A M (P0)=A(H,)+A(a), 
e sim,(py)=0, A (90)=H, (p)+Ha(p), 

e si n(u,)>0, n(u,)=0, }vL((P:))=H2(P), 

® si n(u,)>0, n(u,)>0, À, (@4)=0; 

= S Po. p VOH Ha) HH3 1 =11 0,, ON à M,(90)=sup(1, n(u,)+n(ua)), 
e sim,(pa)=1, A,(®6}=H, (P), 
e s1m,($4)>1, A,(94)=0. 

4. Plus généralement, on a le lemme suivant. Soient p un nombre premier, % une 

représentation admissible irréductible de G, de dimension infinie, & son caractère central, 

m{(x) son conducteur ([D], 2.2.7). 
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LEMME 2., — 1° Soient u,, pâdeux caractères de Q, , Wo=H u, * : 

(1) sé ue #|-|,» et TT (U Hz), On a l’égalité m(x)=n(u,)+n(ua) 

(i1) siuo=|-|,> A(H,)=n(h2)Z1, et T-0(U,, Hz), 0n à l’égalité m(x)=n(p,)+n() 

(ili) sè uo=1|-|,> R(H,)=n(pu3)=0, et T- 0(y,, Hz), On a l’égalité m(x)=1. 

2° Sin est supercuspidale, m(x)Zsup(2, n(w,) +1+v,(2)). 

Démonstration. — Le | est facile, on peut utiliser les méthodes qui seront développées 

iu VI, ou dire que m(x) est l’entier tel que £(7, s, V,)=p "“"*, à une consiante près [J . L], 

>. 75, et qu’on connaît explicitement ce facteur e ([JL], p. 105, 109). 

Supposons x supercuspidale, réalisons 1 dans son modèle de Kirillov (relatif à W,). Le 

10uveau vecteur de 7 ([D], 2.2.7) est la fonction cp=car(Z}‘,). Avec les notations de [JL], 

>. 44, pour tout caractère v de Z ,, on a les égalités : 

- 0 si v=1, 
p(v, 1)= ; 

l ss v=l, 

d'où : 

- 0 si v#Vo", 
T(w)p{v, t)= _ , _ 

(æ) 4 ‘ {C(Vo * 1) si v=w", 

OÙ Vo=©ozx ([JL], p. 46). Soit m(v) l’entier tel qué C(v, t)=e(v)t " ([JL], p. 90). 

0 1 

pour tout bep”Z,, les égalités ci-dessus montrent que m(x)=m (vo !), Le. m({x)=m{(l) 

(JL], p. 90). On a m(1)=2 ([JL], p. 90). Si w, est non ramifié, cela achève la démonstration. 

Supposons œ, ramifié ct considérons l’égalité (i) de la proposition 2.11 de [JL], p. 50. On 

pose v=p=1, d’où m=n(wo), n=p'=n(0,}—m(1)(on note p’ l’entier de cette proposition 

pour le distinguer de p). Le deuxième membre de l’égalité est non nul. Il existe donc un 

caractère o de Z, tel que : 

. . . . . 1 h 
Comme m(x)est le plus petit entier m tel que 7 (w) @ soit invagiante par les matrices ( ) 

Cp'+n(o-)$0: n(O-_la pfl)?£0. 

La première relation implique p'+n< —2 ([JL], p. 90), i.e. m(1)=n(w,)+1. Si p#2, cela 

achève la démonstration. Supposons p=2. Si m(1)=n(w,)+1, n=p'= — 1. La deuxième 

relation ci-dessus implique 6 = 1. D’après la première, m(1)= —(n+ p')=2, donc n(o,)=1, 

impossible car p=2. Donc m{1)>n(0,)+1. O 

B. LE DICTIONNAIRE POUR LES FORMES DE POIDS DEMI-ENTIER. 

1. Soit H le demi-plan de Poincaré. Si zeC*, on note z' * la racine de z telle que 

d 

f(e *)=)-(6) rs 
où (£1_ est le symbole quadratique usuel [S], p. 59. Soient k un entier impaur, k=1, Nuun 

û 

; b 
—n/2<arg(z"*)<7/2. Pour (a )el“o(4), et z€C, on pose : 

C 

entier positif divisible par 4, % un caractère de Dirichlet défini mod N, tel que % (— 1)=1.si/f 
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est une fonction holomorphe sur H, on dit que / est une forme modulaire parabolique de 

poids k/2, de caractère %, pour le groupe 14 (N), st : 

a b 

c d 

(az+b {fa b , 1N J((_Z+d)=1(((_ d), z) x (d)#(e) 
2° fest holomorphe et nulle aux pointes. 

On note S, 7 (IN, X ) l'espace de ces fonctions. Si pest un nombre premier, on note T( p*)ou 

T’(p*), selon que pN ou p| N, l’opérateur de Hecke agissant dans S, , (N, x ) [S]. 

_j \&-12 v _ | _ _ 
Posons lO=L(_) . Notons p (resp. p,) la représentation de #, (resp. # ,) 

1” pour tous zeH, ( )GÎ…(N), on a l’égalité : 

  

dans #. Sir=p, on peut considérer p, comme une représentation de S,. Notons D 
l’élément de Casimir de l'algèbre enveloppante de l’algèbre de Lie de $,. L'ensemble 

À; , (N, Xu) est le sous-espace des éléments t €./,, tels que : 

(1) ss p4Net oe[,. E)},,(G)t=t; 

. Ç a b _ 
(11) SIPJN! p7£25 et 0=((' d)E1—p(l‘p(N))a p];(G)I=XU.p(d)Î; 

.L … b - - 
(Gu) s1 Ü=(a d)€ F3 (v2(N)), p2(0)f=e,(0)X0,2(d)1; e 

(iv) si OER, p,(k(0))1=e* 2 ; 

(v) Pr(D)1=[K(k=4)/8] t. 
Les conditions (iv) et (v) signifient que la représentation de # , engendrée par t est de la 

série discrète de poids minimal k/2, et que à en est un vecteur de poids minimal. 

Pour z=x+iyeH, soit b(z) l’élément de S, : 

  

Soit /€S, z (N, ä). I] existe une unique fonction t , définie sur S \Ë… continue, telle que 

pour tous ze H, 6€R : 

t,(b(z)k(0))=1"* e* 92 f(2). 

On note s l'application /—1,. 

PROPOSITION 3. — (i) si fES; ,(N, % ), alors t, € #} > (N, Xa): 

(11) s est une bijection de S, ; (N, % ) sur À; , (N, Xu)- 

Démonstration. — Elle est standard. Vérifions simplement les formules de transformation 

de , sous l'action des groupes compacts. Soient / € S, » (N, X ), ze H, 6=(Î î)e T. (iND. 

Posons : 
az+b 

cc+d 
  z=x+iy, =X+iY. 
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On a l’égalite : 

    

on a l’égalité : 

  

où 6 est défini par : 

De[-x,à[, sin6=ey"7Y"7, cosB=(ex+d)y "* Y"". 

D'autre part : 

Gl[k=(o-v “SA [[Ï _1| lda SA(Gf1)B‘}&(Ü—I'JÛ))' 

En utilisant l’invariance de ?, sous Sy, on obtient l’égalité : 

(az+b _ 44 ° _ 
(1) .f(îz+d)=Y 4 593 sA )Belo ". [] 11 1,(b(=)).   

D'autre part : 
> — | 2 

c:+d=(cos&)+isin@) 12 ; 

(L.+d :UZB 14Y 1-l- 

Comme /eS; ,(N, 7,), on a l’égalité : 

/az+b \ n _, à | 

.Ï(Î7+C!)=(Z—)vg(d)"e“‘°‘Bk(o , 0)14* Y* *7 (d)f(E),   

i.e. : 

  
{az+b « > _, _L 

ETE JP(G t E pato v pN 

En comparant avec l’égalité (1), on obtient : 

- 

p[[](o ‘1,)1t, =salo ‘ )(ä):/2(d) x (d}t,, 
p 

d’où par action de p[[ [(6|,)] 
p 

@) pITtoIp0t, =sate OI P,to 1)](;)”72(‘“”"'x(d)_‘f.f- 

Supposons c#0. On a B,(0, 6 !)=s,(0)s,(07"}, d’où : 
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SA(O—ÎI)I—J B;)(GaKG_[)=…S[J(O_)' 

P P 

On a l’égalité : 

C : 
(_)=((', d)æ Î] (C, d),,= n (Ca d)p; 

d pid phad 

sI p#2: 
{ 

sytoy=4(6 D5 81 PX4 ! Î si p|d. 

Eneffet,s1p|d,v,(c)=0, car c et d sont premiers entre eux, doncs,{o)=1.Si pkdetr,(c)est 

pair, s,(o)=1 et(c, d),=1 car v,(c)et v,(d) soni pairs et p#2. Si p{det v, (c) est impair, 

s,(c)=(c, d), par définition. Donc : 

SA(GW1) [n Bp(Üa O-_l)] (â)282(6)(65 d)2 

On a l’égalité : 

x (d)=]] x,(d)=]] x,(d)"". 
p p|N Z 

Si p#2, %,(d)=%o. pld); si p=2, x (d)y2(d) *=72(d)" " %o,2(d). L'égalité (2) devient : 

ñ[I] (Ü | p)] fj' - [n X(). p (d)] 52 (0—)((}3 d)2 Ÿ2 (d)_ 1 r_f" 

P pIN 

Par un argument de densité, 1l est clair que cette égalité équivaut aux conditions (1), (il), (iii) 

de la définition de ; ,(N, %4). Sic=0, ces conditions sont encore vérifiées, par 

continuité. (O 

Posons , 3(N, Xo)=#4 2 (N, Xo) D # u- Par définition de S, 2 (N, Z } (1, 1), on a : 

COROLLAIRE. — L'application s est une bijection de S, , (N, X ) sur À, ; (N, Xo)- 

2. LEMME 3. — Soient fES, 2(N,%), t, =s(f),et neN,nZ |. Pour tout yeR, y >0, on a 

l’égalité : 

a,(f)=5 <*s Won t,, dl* 2)). 
C’est immédiat. 

3. Soit p un nombre premier, pr une représentation admissible de Ë!, dans un espace T, 

SI p#2, on définit un opérateur T, agissant dans T,. Pour reT, : 

Tpr=J p,(c)tdo. 
F,d,{p)F, 
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Si t est invariant par T , (sous Î)P), on à l'égalité : 

T,1= $ pylud,(pdi+ E (p, —W),Pplup } 14 pp (4 p D1 
vezip°7 uet2/p2)* 

Pour p quelconque, on note T,, le sous-espace des éléments de T, invariants par pp(u) pour 

tout ue Z,. On définit un opérateur T , agissant dans TU Pour reT 

T,t= E pylud,(p))t 
uefip" Z 

Appliquons ces définitions à la représentation de S, sur #. 

LEMME 4. — Soient p un nombre premier et f € S, » (N, x). On a les égalites : 

i) si pKN T ((f))=53"2 Y (p)Xol(p ")s(T(P°)FX 

(11) Si pl Na T;)(S(./'))=p2_ l Yp(p)X() p( )‘S(T!(p2)j) 

Démonstration. — Supposons p{N. Il est clair que Î pls(f})E QÎ/…(W Y4 ). Soit 

f'=s " ("Î,,(s(j’ ), et n un entier,nZ |!. D’après le lemme 3 ei les définitions, on a l’égalite : 

a.;(_Ï f)=(Sl —|—S3 +S_;)(’"”" 

avec : 

Sl — î, W(”» ôp(_'f,ldp(p))fj‘a 1)1 

uefip Z 

S, = Z (p, ——u)pW (, Ëp(up_l)t]\, | ), 

uetZ/pZ)* 

83 =W(”a ôp(dp(p_ 1))r_['s 1) 

On a : 

Z V (un) Wln, t,, d (p)). 
uesip Z 

Ici une Z, donc ÿ,(un)=1,etS, = p* Wn, t,, d,(p)). On a l’égalité : 

dp(p)=(dA(p) SA dA [[—ld )] (Ida(pa p)p)a 

tÆp 

d’où : 

S, =p*{p, p), Wln, [] p,ld,(p , (da (p), Sa(da (P Ndp(p7"}. 
q#P 

Comme rJEÂÏk 3{N, Xo), On obtient : 

S, =P2 (P, p)p[Îj Xo. q(P)]ë3 (d2(pml)) x W(n. f, (da ( p). sa (da(p d p" . 
qh 
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On a 

[T Xo.u(P)=xo p(p7", 
4|ix 

Es (da(p7*)=7.(p)=Y,(p) ". 

Y,(p)"(P; P)p=Yp(P), 

d’où : 

S, =p*7,(P)to. p (P V W0n, t4s (da Cp), sa(da (P } da(p7 . 

Si te.#, et oeS,, on a facilement l’égalité : 

W{n, t, (da(p), sa(da(p)))0)= W (np°, t, 0). 

En appliquant le lemme 3, on obtient alors : 

s=0 27 p* 240 plP VV (P) ps f- 

S.Ï’.= (p1 _u)püp(nupÿl)w(ns [_}‘a 1)9 

s— p* 29,(p)(p, n), Wln, 14 19 s1 p\n, 
z 0 si p|n, 

et, d’après le lemme 3 : 

UU A 
- (0 si p|n. 

Enfin un caleul analogue au calcul de S, conduit à l’égalité : 

2xn , k;2 = 
83=€_ p XU.p(p)Yp(p)anp"z(.f)' 

. H ; 

Remarquons que Xo. p(P)=Xo(p). et que le symbole quadratique (p) vaut O si p|n, et 

(p, n), sl pÂn. On obtient : 

an(.f')=Ÿp(p)p2ñkz_}g()(p—1)|:anpl(j)+p{k_3) ? (%)X()(p)an(_f)+pk_zä(l(pz)anp l(f)î‘ 

En comparant avec la formule de [S], p. 64, on obtient : 

a,(fV=Y,(p)p° "* 0 (pDa,(T(p*)f) 

d’où l’assertion (i). Si p| N, un caleul analogue (oùseul le terme S, intervient) conduit à 

l’égalité (1). C 

4. Soient u un caracière de A*/Q*, V un sous-espace irréductible de À0 (u). py la 

représentation de # , sur V, et p un nombre premier, Si py,, est de classe un, on introduit 
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l’opérateur T, agissant sur V. Si ve V : 

T,fl‘=Ï Pv.p(g)r dg. 
K,.p.kK pP- p 

Cet opérateur n’a qu’une valeur propre, qu’on note À, (V). En particulier, soit y € Sy7, (X *) 

comme en IIl, A 2, et V, le sous-espace de . (X*) associé à . Si pÀ M (@, ), on a l’égalité : 

7"p (V(] ) — Pli:2 ?“'p ((P())' 

Soit T un sous-espace irréductible de # yy, posons : 

T, 2(N, Xo)=T 7742 (N, Xo), 

S,2(N, %, T)=s" T4 2 (N, Xo))- 

Introduisons l’espace # “(W, T) [W], V, 4. On utilise les notations de [W]. 

PROPOSITION 4. — Soient y ES}" , (X*), V0 le sous-espace irréductible de d . (x*) associé 

à u, et T un sous-espace irréductible de À 00 : 

(1) si S, 2(N, %, T)NS,.2(N, X. Po) est non nul, on a Fégalité : 

# (, T)=V6OXo Ë 

(i) si #" (, T)=V6@Xo , on a l'inclusion : 

Sk:2 (N: Ëa T)CSA 2 (Na la (p(ï)' 

Démonstration. — Pour presque tout p, ÎP a une seule valeur propre dans T, qu'on 

note îp(T). Si f€S, » (N, %, T), f est propre pour T( p*), pour presque tout p, de valeur 

propre îp(j'). D'après le lemme 4, on a l’égalité : 

k 0)=7"3 3 Ko(p)V,(py A (T). 

Il suffit donc de montrer que les conditions 1 et 2 suivantes sont équivalentes : 

1° pour presque tout p, k,(00)=p"" * xo(p)Y,(p) * k (T); 

2° # (W, T)=V.@Xo ‘. 

D'après {[W], prop. 13, on a l’égalité : 

A (T)=7,(p)p'7A, (4" T)) 

pour presque tout p. D'autre part : 

Âp(‘P())=Pk!2_l À'p ((P())=P(kÿ3)"j2 }Lp(V())- 

La condition 1 s’écrit donc : 

10 p0ur presque tout P. k;J(V())=X(). [)(p)Àp(%-‘!(llja T)): 

i.e.: 
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1° pour presque tout p, A, (4 (, T))=2,(V6®Xo ‘). 

D'’après le théorème fort de multiplicité un sur G4, | équivaut a 2. (O 

COROLLAIRE. — Soient , et V, comme dans l’énoncé précédent. On a l’égalité : 

S, 2(N %, Po)=©5, » (IN, X> T), 

sommé sur les espaces irréductibles T de Àu tels que : 

(, T)=V1O%0 Ë 

Démonstration. — On a évidemment : 

Su2 (IN, ä)= ®S,2(N, X> T) 

sommé sur tous les espaces irréductibles T de /,,. La proposition 4 montre que cette 

décomposition est plus fine que la décomposition de la proposition 1. (U 

IV. — Sur la correspondance de Shimura 

On va rappeler et préciser quelques notations et résultats de [W]. 

|. Soient H, l’espace des matrices 2 x 2 de trace nulle à coefficients dans À, q la forme 

quadratique sur H,, q(x)= —detx. Si ve@”, on définit un sous-espace , (H4) de 

l’espace / (H,) des fonctions de Schwartz sur H, ([W], 1). On note R la représentation 

de G, dans / (H, ) définie par : 

(g € GA: .fe '9j (HA)3 XE HA) R (9)]('X): j(g_ lxg)a 

K la représentation de Weil de S, dans # (H, ) attachée à la forme quadratique q et au 

[ e l 
caractère ". Soit x; =( 0 ] ), D, le groupe des matrices diagonales de G,. Si e Q”, on 

pose : 

x.= (V) 1 , O' A={g€GA; (j_1x.:6]=x—_—}. 
= C_ 0 = - =. = 

a b 
Ce groupe O: 4 est l'ensemble des éléments de G, de la forme (b€ ) 

Tous ces objets, qu’on vient de définir sur À, se définissent aussi sur un complété Q,. Soit v 

une place de . On a fixé une mesure sur Z, N G, (II, 3). On munit Z, \D,_ de la mesure 

d.à=d2 a,sid=z(t)a,et D, N G, de la mesure quotient. Si £€ Q/, on fixe une mesure de 

Haar d: ,hsur Z, \Oë. , etonmunit O- , \Gr de la mesure quotient. On munit Z, XDa 

et D, XG, des mesures produits. Si £€ Q*, on suppose que le produit ® d:, définit une 

mesure d- , sur Z, XO: a, et on munit O. , N G, de la mesure quotient. 
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2. Soit r une place de Q, p une représentation admissible, unitaire, irréductible 

de Z, \G,., # son modèle de Whittaker relatif au caractère V,. On note Q (p) la réunion 

de Q” et de l’ensemble des € € @* — Q ”* tels qu’il existe un élément non nul de # invariant 

par O- , (sous p). Dans ce dernier cas, on fixe un tel élément W* € #. L’ensemble Q; (p)est 

une réunion de classes modulo Q *". 

ASSERTION 1. — ©” (p) est l’ensemble des Ee Q ; tels qu'il existe un espace Ÿ* de fonctions 

continues sur G,, invariantes à gauche par O- ,, stable sous l’'action de À , agissant par 

translation à droite, tel que la représentation de # , ainsi définie sur U* soit isomorphe 

à p([W]. 1V, 2). 

Soient We # .geG,.&eQ* —D" le QX. On pose : 

Ces intégrales convergent absolument. 

LEMME 5. — Soit Ee QO* —-Q ”" : 

(i) Hd'existe WNe # ,keD”,geG,, rels que u(W.E.4)(g)#O siet seulement si e Q/ (p). 

(i1) supposons Ee Q; (p)etsoit We # . Tl existe une unique fonction u (W, &) définie sur G, 

telle que pour tous Le Q. ge G, 

u(W.é,2)(g)=W*(à) u (W, E)(g). 

Démonstration. — S'il existe À, W et g tels que u(W, €, A)(g)#0, l'ensemble des 

fonctions u(W, &, à), pour W€ # , est un espace %* vérifiant les conditions de l’assertion |. 

Donc &e Q“ (p). Si &€ Q* (p), fixons un tel espace %* et un isomorphisme W-—>u'(W, &) 

de #'sur %*. D'après l’unicité de l’espace %* ([W], prop. 9.10), il existe une constante c(À) 

telle que pour tous We # . yeG,. 

uU(W, 6. AM(g)=c()u"(W, E)(g). 

Pour W= W* et g=—1, on a par définition : 

u(WE, &, 1)(1)=mes(Z, NO:,) Wé(A). 

Il existe À tel que cette expression soit non nulle. Cela démontre (i), et v°(W*, 6)(1)#0. Pour 

tout À : 

c)=mes(Z, NO;,) WÉO u* (WÉ, EVOI *. 
En posant : 

u(W, &)=mes(Z, NO: , )[u' (WE, E)(1)T7! u‘ (W, 6), 

on obtient (11). ( 
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Les fonctions u(W, &) dépendent du choix de WS. Par analogie, si ï;e@fÏî on fixe un 

espace #* et un isomorphisme W->u(W, &) de # sur %* 

Soit ve Q;. On note p,=pO%,, W,= # @4,, et si We#,W,=WXx(%,0e det). L'espace 

# ,estle modèle de Whittaker de p, relatif au caractère V,. Pour We % ,f€ F (H,), 0E S. 

on pose : 

t0f, W)(O‘)=Ï 
D, XG 

ry(c)R(g)f(x<;)u (W.,)(9) dg. 

On note T,(p) l’espace de ces fonctions t,(f, W). Il est invariant sous # , agissant par 

translation à droite. On note p,(p), ou p,, la représentation de # sur T,(p). Pour We#, 

on note / , (W) l’application f—t,(j, W). 

Soit ae Q/. Sife 4 (H,), on définit T, f par : 

(xeH,) T,/(x)=/(ex). 

On vérifie que T,/€ =9“'w\,,z(H,.). 

ASSERTION 2. — Si fe4y(H,), We #°, o€S,, on a l’égalité : 

KU W)(d,(0)0)=7,(0)x,(0) [[3 toe (,, W)(0). 

En effet : 

US W)(d,æa)o)=L e ry(d.(4)c)R(g)f(<;)u (W,)(9) dg 

=Y-(0)x,(0) | x** Î [T,orp(0)eR(g)]f(<1) u (W,)(9) dg. 
D, XG, 

On a les égalités : 

T Tm °R=R°Tqa W\.=W…l, x T,ory =h 

d’où l’égalité : 

,0f, W)(d,(a) 9)=7.(0) 2 (0) [x* ><Ï r> (0)R(9) T,f(<1) U(W,2)(9)dg. O 
D, NG, 

ASSERTION 3. — Les représentations p,(p) et Pyæ (p) sont isomorphes. 

En effet, la translation à gauche par d, (x) est un isomorphisme de T,(p) sur T2 (p). O 

3. Soient V un sous-espace irréductible de «/,, p la représentation de # , dans V, p, les 

composantes locales de p. Pour tout v, soit #°, le modèle de Whittaker de p On fixe un 

isomorphisme : 

e: V>-@#, 
t 
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((e produit tensoriel restreint est défini en choisissant pour presque tout v un 
vecteur W2€ # , invariant par K, et tel que W°(1)=1). 

Soit veQ”. On note p,=p®x, V,=V®y,, et si GeV, p,=x(x,0 det) (avec les 
notations du 2, on a l’égalité p, . =Pp, y). 11 existe un isomorphisme unique e, tel que le 
diagramme suivant soit commutatif : 

v L ow, 

Vv—ev…_—_ ®W_v,v 

v 

où les flèches verticales sont —, et OWHOW, …. 

Pour e V, fe4y (H,), 0€8,, on pose : 

t 0 tP)(Cfl=J > ry(0)R(g) f(x) 9,(g)dg. 
ZANGA xEHg 

On note T (p) l’espace de ces fonctions t,(f, ©). Il est invariant par #. On note p,(p) la 

représentation de #, sur T(p). 

ASSERTION 4. — T,(p) est un sous-espace irréductible de #0 [ W1, th. 2. 

Pour peV, on note j,() l’application f—1,(f, 9). Si We®@ #',, on définit une 

application : 

(®]\1)(w) ®ÿ/ü‘(Hr)_) ®T\'(pz')a 

par tensorisation des applications j, 

ASSERTION 5, — Si T (p)#{0 }, il existe un isomorphisme unique , tel que pour tout € V. 
le diagramme suivant soit commutatif : 

v 

Jutep) (@J, J (ete)) 

F y 9 —— © 4 (H,) 

où la dernière application est l’isomorphisme naturel [W], lemme 30, th. 2. 

4. Soient T un sous-espace irréductible de 0. P la représentation de # , sur T, p, les 
composantes locales de p. En une place v, le centre de S, est un groupe d'ordre 4, égal à 
{(£'id, e); e,e=+1}. 
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ASSERTION 6. — Îl existe © (p,)e{ +1! tel que : 

p,(=id, 1)=0(p,)7,(=1)idr. 

On a en tout cas p, (—id, 1)=cid,, pour un certain scalaire c. En élevant cette égalité au 

carré, on obtient c>=(—1, — 1).. Or y,(=-17?=(—1, —1). CO 

On note Q* (p, ) l’ensemble des ve Q” tels que p, admette un modèle de Whittaker relatif 

au caractère Y. C’est une réunion de classes modulo Q /*. 

; . , ; ; ; ‘ x __ _— _ , ; * 

ASSERTION 7._— Soit u, un caractère de Üq telqueu,(=+1)=w (p,). Iexiste un modèle de la 

représentation p,. d’espace un ensemble K (p,) de fonctions sur Q, , localement constantes, à 

support relativement compact dans Q, tel que si t,e K(p,)et xe Q, : 

(1) si ne qËp1 pp (H) [p(X)=\l]p(n X) Îp(X),‘ 

(ii) siaeQ;. p,ld,(x))t,()=y,(«) |«|, H, l) * 1 (x). 

Si r,,_eK(@,), {, est à Support dans Q, (;3,,). Réciproquement l'espace de Schwartz 
7 x >et inpiie mc S (O (p,)) est inclus dans K(p,). 

Un tel modèle est construit dans [W], lemme 39. Il n’est pas unique. Pour tout p, 

choisissons un caractère u, et un modèle T,=K(p,) comme ci-dessus. On choisit un 

modèle T, de p;, el un isomorphisme 1: T — & T,- 
! 

LEMME 6. — Soient p,,i=1, .. , n, des nombres premiers, t,,i=1, .. ., n, des éléments non 

nuls de T,, t un élément de T tel que : 
Pi> 

# 

T(£‘)=(® ï.-)®(® te)s t#0, 
;=1 UÉP; 

Soit S(1;) le support de t; dans Q. H existe veQ*, cES, tels que : 

(1) pour tout i=1, ..., n, vES(t;); 

(i) Wiv, 1, 0 \4)#0. 
Si p est de la série discrète de poids minimal k/2, on peut supposer v>0. 

Démonstration. — Comme S, S, est dense dans $, et que / est continue et invariante 

par S4, il existe ce$; tel que 1(0|;)#0. On a l’égalité : 

i(o)= 5 Wivy, t, 0), 
veg* 

donc il existe v tel que W (v, !, 0|y)=0. D'après l’unicité des modèles de Whittaker, on peut 

décomposer W (v, t, 0} en un produit local : 

(fl Wiv, t. GPI))(Ü Wiv,t,, 0,)). 
=1l VÆ P; 

Pour tout i=1, ..., n, il existe une constante c; (v) telle que : 

Wiv, t 9,)=c;(V) p,,(0,,) t (V). 

TOME 60 — 1981 — N°4



FORMES MODULAIRES DE POIDS DEMI-ENTIER 397 

Pour G =6 | la non-nuitité de W (v, t, 0 |,) implique donc t;(v)#0, i.e. veS(1,). De même 

Pr doit admettre un modèle de Whittaker pour le caractère We, d'où la dernière assertion 

(W], prop. 7). C 
Soient V=#"{(w, T) ([W], V, 4), p la représentation de #, sur V. On utilise les 

constructions de 2,3. 

ASSERTION 8&. — Soient v une place de Q et ve O£ : 

(i) si v est finie, veO* (p,) si et seulement si les représentations p, et p,(p,) sont 

isomorphes, 

(ii) si pa est de la série discrète de poids minimal k/2, la même assertion est vraie pour v 

réelle. 

Démonstration. — Si p, et p,(p,) sont isomorphes, l’espace T,(p,) est un modèle de 

Whittaker de p, relatif au caractère (, donc ve ©* (p,.). Supposons que ve Q / (p,). Sous les 

hypothèses de l’assertion, il existe v'e Q* tel que v'ev ;" et que l’espace des W'-ièmes 

coefficients de Fourier de T soit non nul. Cela résulte du lemme 6 : si r=p, on prend n=1, 

p,=p,t,=car(vZ;"), si vest réelle, n=0. Alors H'(W”, T)#{0} ([W], prop. 26), donc p est 

isomorphe à p (p) ([W], prop. 27, iv) et p, est isomorphe à p (p,). On applique ensuite 

l’asserton 3. Q 

ASSERTION 9. — Soit ve Q* tel que p, - p,(p,). Alors : 

ÛË( (p' ")= { â=° € ®1X9 Ë.>VE ®1X (ñl) } 

([W]. lemme 41). 

Notons e(p, . s) le facteur € de la représentation p, , relatif au caractère W, ([JL], p. 75). 

ASSERTION 10. — Soit ve Q“ tel que p, — p,(p,). On a l’égalité : 

(p,)=x,(=1)e(p,, 1/2). 

Démonstration. — Soient f€ 44 (H,), We # ,, GES,. On a l'égalité : 

t,0f W((=id, 1)G)=Jv Ç ry((=id, 1)0)R(9) f(X,) u(W,)(g) dg 
D,AG, 

=v{=-0x,6=1) Ï r (0)R(g) f(-x;) u (W)(9) dg. 
D, G, 

On a —x; =wx; w"', d’où : 

t,(f, W)((=id, 1)0) =7,(=1)x,(=1) j ry(0)R(g) / (<;) u(W,)arg) dg. 
D, <G, 

D'après [JL], p. 75 et la définition de #(W,), on a l’égalité : 

u(W,)(w9)=£(p, v 1/2) u (W,)(g), 
d’où : 

(Af, W)(=id, 1)0)=7,(—1)x,(=1)e(p,. 1/2) 1,(f. W)(0), 
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et l’égalité de l'énoncé. 

Si veO/ est tel que p, et p,(p,) sont isomorphes, on fixe un isomorphisme 

i, , : T,(p,) — T Soit ve Q* tel que T,(p)#{ 0} et p,(p) soit isomorphe à p. D’après le 

théorème de multiplicité un, on a l’égalité T=T,(p). On peut supposer que le diagramme 

suivant est commutatif : 

  

T 
\rh— & T, 

ASSERTION 11. — Soient p un nombre premier, veQ, (fJD), Wey ,, W#0: 

(1) il existe un scalaire A(v) #0 tel que pour tout fe F (H,) 

Ï R(g)f(x;) U(W,)(g)dg=}{v)Li, p °3w, p VI W); 
D,\G, 

(ii) si EeQ/ (p, ,), l existe un scalaire À (v, &) #O tel que pour tout f€e 5 (H,) - 

Ï « R(g) f(<:) U(W,, EMg)dg=Mv, DLS p 95e p IWDIIOOVE). 
0,, 

([W], lemmes 37, b et 40). 

V. — Étude locale dans le cas des niveaux profonds 

1. Soient T un sous-espace irréductible de <#40, ? UN nombre premier et %, Un caractère 

de Q;. On utilise les définitions et notations de 1V, 4. En particulier on fixe un caractère | 

de Q” telque u(—1)=0 (p,), et un modèle local T, = K (p,,) de la représentation p,, associé 
à u. Posonse=v,(2). Soient ne N,næsup(2e, n(X()),et e T,. On note (A,) la condition : 

b - 
S si p#2,nz , pour tout y=(î d)€Îp(ræ), Pp(y)1=%o(d) t 

(A,) si p#2,n=0, pour tout yeT,, f)p(y)f=:‘; 

  

b - - 
)EFZ(nL B,()1=E, ()otd) t . a 

si p=2, pour tout y= 
c d 

On note T,(n) le sous-espace des e T, vérifiant (A,). Pour me Z, notons Ü… (resp. U,,) 

. 1 b 1 O 
l’ensemble des matrices (0 1) pour beZ/,, v,(b)zm [resp. (C 1), cez,, 13(c)êm]. 

On considère suivant les cas U, et U, comme des sous-groupes de ËP ou G,. La 

condition (A,) équivaut aux conditions suivantes : 
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f, 1° si YËÜ()a ôp(Y)r 

(A,) 2° si yveU, Pply)t=1, 

30 Si ŒEZ;& ñp(dp(Œ))I=Ÿp(Œ)XU(Œ_I)Ï' 

2. LEMME 7. — Soit næsup (2e, H(X()), et teT,(n) : 

() T,reT,(n’), où n'=sup(n—2, 1+e, A(X0)X 

(i1) si aeQ, et aeZ, p> ON à les égalités : 

t(a)=0 si_v,(a)<0; 

t(au*)=yuxo ‘ (x)t(a), 

(iii) si ae Q, on a les égalités : 

“ Ÿ > t(ap” si_v,(a)>0: T. 1(a)= PYp,(p)plp )tlap') pla)z 
? 0 si_v,(a)<0. 

Démonstration. — Posons : 

C=T,t= } Pplud(p)}t. 
ueZ,/p*Z, 

soit be Z,. On a les égalités : 

Pl = E P,luxbjd(p)e= S pylud(p))i=r. 
ueF,/p'7, ueZ,/p° Z, 

  

Solt ce Z, t,(c)=n", On à : 

1 0\/1 u\/p Ô , 

c 1/\0 1/40 p ’ 

p 0 \ [1 uleu+l} ‘ \fp O 1 0 

0 p°!/ \O l O p°!)\ep*{eu+t) 1 

((('H+l)_l 0 
X Û cu+1 )(id, (cu+1, c(eu+1)),). 

Comme n‘=1+e, n—2, n{y,), on a les relations : 

ceu+lezZ,, (eu+!, c(eu+1)),=1, 

Ÿp(cu+l)-——l, v,(cp*(cu+1))=n, Yo(cu+1)=1. 

Comme (eT,(n), on obtient : 

- (10\, +- _ 
P, « | =} p,(ulceu+1)7" d(p)}t. 

Mais u->u(cu+1) " est une bijection de Z,/p* Z,, d’où : 

- 10;’-;’ 

er’c1 1 
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Soit xe Z, . On a les égalités : 

ppld(a))t'=Y p,ld(a)ud(p))1=% p,lua? d(p)dlo))r 

- 

=Y,(}Xo(e>") E p,lud(p))t=7,(4)xo(e7")r'. 

Donc t’ vérifie les conditions 1, 2, 3 de la condition (A,). Les assertions (i) et (ii1) résultent 

d’un calcul immédiat et des propriétés de l’espace TP=K(ñP) (V,4). Q 

Soit ve Q, tel que v,(v)e { 0, 1 } Si Lo %, est non ramifié, on pose h(v)= 1. Si %y %, est 

ramifié, h(v)=n(xoX,). PourneZ, on définit une fonction f, ,e7(H,). Pour 
U U 

x= e H,. posons : 
w -U 

1° s1 % %, e€st non ramifié : 

1 sI v,(u)20, v,(u)=n—-e=e,(v), v,(u)=e=l, 

fa(x)= 4 1-p, si e,(u)20, c,(w)=n—e—r,(v), v,(v)Ze, 
0. dans les autres cas: 

2° 81 Ya X, est ramifié : 

puag ( H0 UMV 81 p 0)20, epe)Ensese(v), ,l)=e=h0) 
0, sinon. 

LEMME 8. — Soit ne Z. Le groupe Ë,, agissant dans S (H,) par la représentation ry, la 

fonction f, , vérifie les propriétés suivantes : 

(1) f, y est invariante par Ü…, pour m=sup(—v,(v), h(v)=n}); 

(11) f, v est invariante par U, pour m=sup(n, 2e+v,(v)); 

(111) SI ŒEZ;: r\b‘ (d(a))jn V=Ÿp(Œ)X(Î ! (Œ)jn v 

Démonstration. — Posons : 

H‘={(g _Ou);uE@p}, HZ={(Ï_ B) v, u.‘E@p}, 

et soient r' et r° les représentations de Weil de ËP agissant dans # (H')et # (H*), attachées 

au caractère " et à la forme quadratique q restreinte à H' et H*. La fonction f, , est de la 

forme /* xf*, où f' et f" appartiennent à # (H*) et # (H?*). La fonction /* s’identifie à 

car(Z,) (en identifiant H' à ©,). On voit facilement que, pour l’action définie par r', f" est 

invariante par U, pourm= —v,(v),par U, pourm=2e+v,(v),etque pouraeZ,,on a : 

PUdON S =F lad,(a) f, 
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w 0 

éléments #*F et R(6)F de # (H?) par : 

cq 0w ; 
Notons (u, v) l’élément ( ) de H?. Soient Fe.# (H?) et ceSL,(Q,). On définit les 

# F(u, t‘)=Ï F(u, z) V,(vez)dz, 
Q 

R (0)F{u, v)=F{((w, t)0). 

La fonction * f* est proportionnelle à la fonction f* : 

f:2 ('LL‘, ï_‘)= { X.()X\-‘(l") Si t‘,,(u*)_ën—8——l‘p(v), lqp(r)= —8—l'P(V), 

û, sinon. 

Le groupe SL,(Q,) agissant dans $ (H?) par la représentation R, on voit que /* est 

invariante par U, pour m2h{(v)—n, par U, pour mæn, et que si ae Z, ; 

B(d(Ü[))Ï',2 =% Xl" f, 

Mais pour ceSL,(Q,), on a l’égalité : 

F‘or*(6)=R(0)e F". 

Le groupe SL,(Q,) agissant dans $ (H*) par la représentation r’, /* vérifie donc des 

propriétés analogues aux propriétés de f'" décrites ci-dessus. En se rappelant que pour 

cEeS,: 

r (9)fu y=1'(0)/* xr°(0) f, 

on obtient le lemme. [ 

Pour ne Z, on définit : 

_ } suplh(v)-e,n-2e—v,(v}} si n#e+v,(v)+h(v), 

mn v)= h(v) sù n=e+r,(v)+h(v). 

LEMME 9. — Soit næsup(1+e, n(Xo)). Le groupe G, agissant par la représentation R dans 

S (H,), la fonction f, » vérifte les propriétés suivantes : 

(1) f, . est Invariante par Ü… sauf si p=2,v,(v)=1 et n=2. Dans ce dernier cas, f, , est 

invariante par Ül; 

(i1) f, , est invariante par U,,, pour m=m{n, V); 

(iii) si a, de Z, on a l'égalité : 

a 0\. 4 , 
R(O d)]ær.v=X()Xv(ad 1)fn.v' 

Cela résulte d’un calcul direct. 12 
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3. Soient V=# "(W, T), p la représentation de #', sur V et # , le modèle de Whittaker de 

p, relatif au caractère , (IV, 4). On pose #0.p= Ÿ ,©%o> Po. p=P,©Xo- Soient meN, 

mæn(x3),et We # , On note (B,,) la condition : 

b)e Kp('“)? p(). p(k)w=Xä (d) W: 

0. p 

d 

sim=0, pour tout keK,, po, , (k)W=W. 

On note #. , (m) l’espace des W € # . , Vérifiant (B,,), et # , (n) l'espace des We # , tels 

que W x (Xy © det)e # ,, , (m). Soit m(py, p) le conducteur de py, ,, !.e. le plus petit entier m tel 

que # ,(m) soit non nul. Notons < , } le produit hermitien de L* (S@\ËA). 

a 
simz1, pour tout k= ( ; 

(B,.) ; 

LEMME 10. — Soient 1€T tel que 1#0 et T(t)= ®1,,veQ, (f)p),r€— R,r>0,et neN.On 

SUPppose : 

(c) t,eT,(n), 
(d) il existe ae Q ; tel que t,(va*)#0. 

Alors : l_ 

10 U (n,‘V)êï” (p(). p); 

2° il existe veQ”, peV, j'eÿ"uv'(HA), tels que e(p)= © W,, f = ® f, vérifiant les 

propriétés suivantes : 

(i) p-Ppr(p} 
(1) [V —v|,<r; 

(ui) W,e # , (m(n, v}). 

(Gv) f, =Jn v 

(v) <1 p (9)(1)) #0. 

Démonstration. — Prolongeons %, en un caractère de A*/Q”, encore noté y,. Soit 

E=;aeQ,;|a-v|,<r }. En supposant r assez petit, on a Ech;2<:@; (Ï)p), d'après d. 

Soient ?, =car(E), et t'€T tel que t(t')=1,@(® t,). D’après le lemme 6 appliqué à à’, il 
tzp 

existe v'e Q” tel que |v'—v|, <ret que l’espace des W" -ièmes coefficients de Fourier de T soit 

non nul. Alors p,(p)est isomorphe à p ([W], prop. 26 et 27, iv). Pour _f'eÿ‘w‘.'(HA),f= & fvs 

et se Ç, posons : 

P 045 1 g)=J. {(0) } r,(o)R(g) /(x)do, 
SQ\SA- : xeHg 

1(J, S)=J E 04 t. 4)XoXv(a)Jap7*2d"a 
QX\AX — 

([W], V, 1). Pour la place v réelle, on peut supposer que F, est le modèle de Whittaker de p, 

relatif à V/. On pose W,=1t,. Si v est finie et oeS$,, on pose : 

ur 

W (0)=p,(0)t, (v°). 
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Introduisons, pour toute place r, les espaces H! et H?, les représentations de Weil r el r/ 

(attachées au caractère W* ) et l’opérateur de Fourier *. (cf. démonstration du lemme 8). 

Supposons que f, = f! x f;. À une constanie non nulle près, et pour Re s assez grand, on a 

l’égalité : 

où : 

L(f…S)=Ï \ÊW.( )r!(0)f; (UÏ F f(0,a)0) x X0 » Xv.r(a)|a1*"*d{ ad, 0 
N, S, ‘ 

l 

[ } * . _ . 
|:ou N= {(0 , [W], démonsiration de la proposition 26 |. Par un raisonnement 

à lui de [WÎ lemmes 49, S1, 52, on peul choisir nour tout v # p un élément 

H, } tel que 1,{/,, s) #0 pour Res assez grand, le « assez grand » étant uniforme en 
‘ - . > 

t. Considérons la place v = p, et abandonnons les indices v. Comme v'evZ; ,onax=%. 

fav=f, - Supposons f = f, - Alors f* =car(Z,)et F" f ? est proportionnel à la fonction : 

=
 < 

f'ue l‘)=j XoX0e) s1 v,uc)=n-e-v,(v) et r,le)=—e-r,lv). 

| 0, SINOn. 

.( ‘A B , 12 
Soit co=d(u)y, avec xe Q,,y= (C D)Elï,. Sous l’hypothèse a, on a les égalités : 

j TO 0mn ta)la t*" 4* à 
k 

_{ 0 sù vél ,(n) 

Xox(a D )Ja D " 1Xo XV PIV p*1SÉ 8 yeP,ln), 

  

" (0)/'(1)=7()E,(y) x (4 D Hal!*?f'(0) si ye[,(n), 

[en posant Ë[,(y)=1 si p#2]. D’après les propriétés de l'espace T, (1V, 4, assertion 7) et 

l’'hypothèse c : 

W(o)=e,(y)xo(D)ylo)[alp(a)""r, v'ar)  si vel,(m. 

Il existe donc une constante c(s)#0 telle que : 

Z p 

1(n ve S)=C'(S)Ï Xol()p(o) ff" 1 (v'a>)d” . 

Pour a=p"B, avec BeZ;, on a 1,(v"a°)=1, (V p*")pxo ‘ (B) ((emme 7, 11), d’où : 

Ip(fn v> î X()I“" 1 p_h(s+1)t ( fp2h) 

h=0 
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D'après les hypothèses b et d, il existe h> 0 tel que ! , (v” p*")#0. On peui trouver s, avec Re s 

assez grand, tet que 1,(f,, ,, }# 0. Pour f = f, ,@(® f,), on peut donc trouver sE C tel que 
t#p 

1(/,s)#0. La fonction gr—>«pwv.(j‘, t,ÿ) est donc non nulle. Elle appartient à l’espace 

V (y”, T)=VOxy ([W], V, 4), et est de la forme @/, pour un certain ©’e V. Écrivons 
h 

p'= > e',oùp'eVete(p‘)= @ W! [en fait, il est à peu près clair que e (q') vérifie lui-même 
i=l v 

cette propriété]. D’après la construction de ' et le lemme 9, les fonctions W', vérifient les 

propriétés suivantes : le groupe G, agissant dans #', par la représentation p,, W®, est 

invariante par U,, par U, n vy» €t, Si à, de Z ,, on a l’égalité : 

‘a 0 CY ( A7 1 Wi —lywi 5 4} Vo=Hla 4T W =m00d0 W 

Notons < , >c le produit hermitien de L’(G4 ZA\GA). Comme < p, 9°)a #0, on peut 

choisir i tel que <, w'da#0. Posons =w'. Les propriétés démontrées ci-dessus 

impliquent que WÊ, X (Xo e det)e # 4 plm(n, v)), donc que ® vérifie (iv) et que 

'“(na V)ênï(p(). p)' C0mmC <(Pfa p >G7£0 - 

  

Ï Ï - 16) L ",y(0)R(9) f(x)do 9(g)dg#0. 
GgZa NGa JSq Sa xeHg 

En permutant ces intégrations ([W], démonstration de la proposition 27), on 

obtient (v). (O 

PROPOSITION 5. — Soitnæsup(2e+1, A(Xx()). L’espace T,(n) est engendré par les fonctions 

L p ° dv. p OWICS,. »), quand veQ; (p,), r,(v)e{0, 1}, er We # , (m(n, v)). 

Démonstration. — Notons T,(n) l'espace engendré par ces fonctions. Soit veQ,, 

v,(v)e{0,1}. Ona : 

— t,(v)s0; 
si % est ramifié, h(v)=n{(%0 X,)=N(%o) É ; 

si x est non ramifié : . 

h(v)Ssup(l, n(Xo X,))ÉsupQ, l+2e)é1+2e5n. 

Donc sup(—v,(v), h(v)-n)<0. On a sup(n, 2e+v,(v))=n. Le lemme 8 montre que si 

We4 l p°5dv p (WIO, y)ET, (n), d’où l'inclusion T,(n)=T,(n). Pour chaque place v, on 

peut définir un produit hermitien < , >, sur T,, tel que si !*, t?eT, t(')= ® t!, 
; 

T(17)= ® tË,bn ait l’égalité : 

«t,17)=]1[H 5> 
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it T, (n) l’orthogonal de T, {n) dans T,(n). Si T (n)est non nul, soit , e T (n),1, #0,et 1 

élément non nul de T tel que t(1)=1,@(® ?,). Soit r un réel positif assez petit. On peut 
r=p 

uver veQ, (Î),,) tel que les hypothèses du lemme 10 soient satisfaites. Soient V', f, @ 

mme dans ce lemme. On a v'e Q, (Ï3P) et 1>I,(v')e{0, t} 

te jv' ((P) (Ï)=(® lv t') © êv’ ° Jv (‘P)(j)= © (iv'. u° JV r (W1)(Ïr)) 

/, assertion 5, et IV, 4). Donc : 

< Ï_, jv' (©)(Ï) > — Ï—_l < ri' , i\", r “ .jv', L (Wl)(j1) >1" 

après l’assertion (v) du lemme 10, on a en particulier : 

< {ps £\ p° ]\ P (Wp) (jp) >p # 0. 

les assertions (iii) et (iv) du même lemme montrent que à , © I (W,)(f,)E T, (n). La 

ation ci-dessus contredit la définition de t,. Donc T,(n)={ 0} et T,(n)=T,(n). O 

Soient neZ, veQ, (Ôp) tels que 1‘p(v)e{0, Î } et m{(n, v)=h(v)+1 [dans ce cas 

n, v)=n—2e—v,(v), et næsup(2e+1, n(%0))]. La fonction A,:K, (m(n, v)=1)# C” 

Inie par : 

a b _4 , 
)‘-v( Ç )=Xt)X\'(Ü ‘ d) 

« d 

un caractère de K ,(m(n, v)—1). 

_EMME 11. — Soientne Z,veQ, (Ô,,) tels que v (v)e{0, 1 } etm(n, v)=h{v)+2. H existe 

is constantes y,, y>, y, telles que : 

Rf sA (k) dk 
(m{n. v}—1} 

=hifu-rt52 RE r d p Dfn-a u +Ha RE r d p D fu-s v   

)émonstration. — Posons m=m{(n, v), S la fonction du membre de gauche de l’égalité ci- 

sus. À une constante près, on a l’égalité : 

] 0 
s= R4 ,n Sn 

('EZë}]ZP ( €Pp ! 1 ) 

u ù . 
iprès le lemme 9). Pour ceZ,,et x= ( )eHW on a l’égalité : 

w -—u 

1 0\., ; u+vp" ‘c v 
R (x)=h, , 

(Cpm—l 1).Ïn.\( ) j""(u,‘-—2tæp”'lc—1fp2"'2(’2 —M—lïpmlC) 
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Supposons %, %, ramifié. L'expression ci-dessus vaut %, ! %, {v) si : 

v,(v)=e—h(v), v,(u+vp"""e)=0, 
l1p(u;_2upm*1 C_vp2nl*2 C2)Ën—8_ËÏP(V), (1) 

et Ô si (1) n'est pas vérifiée. Supposons r,(v)=e—h(v). Alors, d'après l'hypothèse sur m : 

v,(tp” ‘c)Ze—h(v)+m—120, 

c,(ep°"*c0)2e—h(v)+2m—2=n—e—v,(v), 

La condition (1) équivaut à : 

{ c,(t)=e—h{v ) v,(u)=0, 

( c,(w—Quep"7"°00)2n—e—e, (v). 
(2) 

Considérons la somme S(x) : 

(a) Si v, (t )7£€— (v), ou v,(u)<0, ouù v,(w)<n—e—r,(v)-1, (2) n’est vérifiée pour 

aucun c, et S(x)= 

(b) Sir,(r )-£—h( ), 1 l,(u) Oetr,(w)zn—e—r,(v)=1.(2)est vérifiée pour exactement 

un ceZp/pr,et S(x)=x0 ‘ x (t). 

(c) S1v,(v)=e—h(v),v,(u)Z1 et v,(w)<n—e=r,(v), (2) n'est vérifiée pour aucun c, et 

S(x)=0. 

(d) St v,(v)=e—h(v), 1‘p(u)g1 et r,(w)=æn—e-r,(v), (2) est vérifiée pour tout 

ceZp/pl… et S(x)=p%o " %.(e). 
On calcule facilement. à des constantes près : 

f, _)=%X()1X\'(l‘) sI v,(v)=e—h(v), r,(u)=0, r,(w)=zn—1—e—r,(v), 

0. sinon: 

VÎZR(P__“_:—1)rlÿ\'(d(p_l)).fä|*2.\'(x) 

_ Yo ‘ X (+) s1 1-‘p(l')=8—fï(\»'), v,(u)=l. l'l,(u')êfl_8—l‘p(V), 

C 0. sinon: 

y:ËR(p:) p jn 3. \(x) 

)(… vl si 1‘F(L*)=€—h(v)_ 1'P(u)ël_ 1‘,,(u')ën—_l—-s—vï,(\fi). 

sinon. 

Alors : 

S=fncry+PH5RAP r d p Dfacs = rs RD r d p fs we 

SI Xo Xy est non ramifié, un raisonnement analogue conduit au même résultat. O 

LEMME 12. — Soientne Z, ve Q} (p,) tels quev,(v)e{0, 1},etm(n, v)=h(v)+1.Iexiste 

une constante yeC telle que : 
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J\ R(kB)jn \'À\'(k)dk=yrw"(d(p_ i)).flï*2. v 

K (m(n, vh=1) — 

Démonstration. — Soient S le membre de gauche et m=m(n, v). D'après le lemme 9, la 

, ‘ , ,( , . , a b 
fonction k R (kp) f, , \,(k) est invariante à droite par les matrices ( d)€ K, telles que 

- c 

v,(c)=m—1,v,(b)=1. À une constante près, on a l’égalité : p 

s= î R(bp )_fn. v 
beZ,/p£, — 

Soit x= (” ‘ )EHP. Pour be Z, on a l'égalité : 
w —u 

u—bu p'{v+2ub—uwb°) 

pu wb—u ' 
G) R(DP) u (0)= L ( 

Supposons % X, ramifié. L’expression ci-dessus vaut X0 ‘ %,(p7'(v+2ub—wb°)), si : p 

C Uplp‘(r+2ub—wb?))=e—h{v), 

v,(u-bw)=0, v,(pu)=zn—e—v,(v), 
(4) 

et O si (4) n'est pas vérifiée. Supposons v,(pu)=n—e—r,(v). Alors : 

c, (bw)=zn—1-e—v,(v)=m+e—l=h(v)+ez0, 

v,(p ‘wb%*)zn—2-e—v,(v)zm+e—22h(v)-1+e2Ze. 

L'expression (3) vaut donc %o * x,(p-"(v+2ub)) si : 

(5) v,(t+2ub)=1+e—h(v), v,(u)=0, t,(u)æn—-1-e-e,(v), 

et Ô sinon. Considérons la somme S(x). 

(a) Siv,(w)<n—1—e—v,(v), ou v,(u)<Ô, (5) n’est vérifiée pour aucun D, et S(x)=0. 

(b) Sir,(w)=n—1—e—v,(v),etrv,(u)=0, je dis que S(x)=0. Si h(v)> |, la condition (5) 

devient v,(v)=1+e-—h(v), etest indépendante de b. Si elle n’est pas vérifiée, S(x)=0. Si elle 

l’est : 

S(x)= X X X,0P7 1X0* %, (1+2ube7*). 
beZ,/p& 

Or v,Quv-‘)=h(v)—1=n{%o '%,)—1, donce S{x)=0 par définition de n(%xo ‘ x,). 

Supposons h(v)=1.Sir,(v)<e,(5) n’est Jamais vérifiée et S(x)=0. Siv,(v)=e,(5)est vérifiée 

pour tout beZ,/pZ,, sauf pour b= —vQu)"' modpZ,. Alors : ' 

SJg= L X0X 2P YX0 (ub+271w)= E 401 P Vn" %, (P) 
b# —r{2u)7! be(Z,/pZ,)* 

et S(x)=0, car % ' X, est ramifié. 

(c) Siv,(w)=n-1-e-v,(v),v,(u)=1etv,(v)#1+e—h(v),(5) n’est vérifiée pour aucun 

b et S(x)=0. 
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(d) Siv, (u)zn-1-e-c,(v), v,(u)=1 et r,(vt)=1+e-—h{v), (5) est vérifiée pour tout 

beZ,/pZ, De plus %o'%,(p ‘(r+2ub))=x%0'x,(p"‘v) pour tout b, donc 

S(x)=PXo ‘ X(P ‘JXo " X,(+). 
Pour une constante y°, on a l’égalité : 

V'ryld(p N fn-2 c6X) 

_ f x"x () sù v,(e)=1+e=h(v), r,()21, v,(e)æn—-1-e-r,(v), 

_{0, sinon. 
d'où : 

S=PXo X 0P Jy'ry(d(p D- u
 

Supposons maintenant %, X, non ramifié. L’expression (3) vaut | si : 

(6) 1*p(pf'(1‘+2ub—u‘bz))=s—l, r,(u-bw)=0, v,(pu)zn—e—v,(v), 

1—p si : 

(7) c,(p ‘(t+2ub—wb*))Z2e, v,(u—buw)=0, c,(pw)zn—e—v,(v), 

et O dans les autres cas. Comme précédemment, (6), resp. (7), est équivalente à : 

(8) c, (t+2ub)=e, - r,(u)20, - v,(u)=n—-1-e-e,(v), 

resp. : 

(9) clt+2ub)2e+1,  v,(u)20,  v,(w)zn-1-e-e,(v), 

Considérons la somme S(x). 

(a) Si v,(w)<n-l-e-r,(v), ou r,(u)<ÔO, (8) ou (9) n'est vérifiée pour aucun b, et 

S(x)=0. 

(b) Siv, (w)=n—1-e-v,(v),etr,(u)=0, je dis que S(x)=0. Sir,(v)<e, (8) ou (9) n’est 

vérifiée pour aucun b,et S(x)=0. Siv,(v)Ze,(9)est vérifiée pour b =—r(Qu) " modpZ,,et 

(8) est vérifiée pour b £F—r(2u) ! modpZ,. Alors S(x)=1-p+p—1=0. 

(c) S1u,(w)zn-1-e-r,(v), et v,(u)= 1, la condition (8), resp. (9), devient v,(v)=e, 

resp. v,(v)Ze+ 1, et est indépendante de b. On obtient : 

0 si _ v,(v)<e, 

S(x)= < p si_v,(v)=e, 

p(1—p) si v,(v)>e. 

Comme précédemment, on en déduit le lemme. 

Notons T, resp. %, resp. %, l’endomorphisme de T,. resp. # ,, resp. # , ,, défini par 

n([p)=pp(d(p—l)) Ip? resp. n(w)=pp(£) W9 resp. Ko (WÛ)=pÛ. p(p_l)W0' 
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LEMME 13. — (i) Si næsup(2e, n(%0)) et t1,e T,(n), 'Ït(fp)eTp(n+2); 

(ii) sim=n(x3) et We # , (m), T(W)e # ,(n+1), 

(i1) il existe W* E % , (m(Ppo. ,)) tel que pour mæm(py. p), Ÿ , (n) soit égal à l'espace 

engendré par ( T'(W""), O<ism—m(po. p)|- 

C'est immédiat ([D], th. 2.2.6, p. 81). O 

LEMME 14. — Soient ve Q, (f)p) tel que v, (v)e {0, 1 |.et neN tel que : 

(a) nzh(v)+r, (v)+2+2€; 

(b) nzm(py ,)+v,(v)+1+2€. 

Alors pour  tout: WNe# ,(n(n,v), L p I p (WDIIO, +) appartient à  l'espace 

T,n=1)+xT,(n—2). 

Remarque. — Sous l'hypothèse àa, T,(n—2), T,(—1)et T,(n) sont bien définis. 

Démonstration. — Posons m=m(n, v). On am=n—2e—v,(v)=m(pa. ,)+1. On peut 

supposer W=x'(W""), avec O<i<m—m(po. p). Soient u;= 7 p (AÉ(W))(/,, ,) et ceS, 
On a : 

u,(0)= Ï ry00)R(G) f, 1 (X1) * (W°") (9) dy. 
z, <G, 

Supposons i<m—m(py,,)— 1. Alors T'(WT")=We # ,(m—1). Si keK,(m—1), on a 

p.(k)W.=A,(k)W,. donc : 

u,;(c)=(mes Kp(m—1))*'x j 
Z, XG, 

J ry (5)R(gk) f, 1(X1)p,(K) W,(g)dk dg. 
K,{m—1) 

u.—(G)=(mesK;,(m—wl))‘J ry (c)R(g) / (x,) W,(g)dg, 
Z, <G r 

avec : 

j'!= Jv R(k)fn \'}“'v(k)dk' 
K,,{mfll 

D'après le lemme |l : 

U[(CÎ)=_Ï'1 I\ p(w)(_Ï;1* 1. \')(G)+,\‘2 ]\ p(w)(R(p— 1 )_f;:—2. \)(Gd(p_l)) 

HF3 ds p (WIUR E r d (p" D fu- s. «)(6). 

Soient t,. f, 1 les images par f, de } p W 10 d p OWURCET n 2 4), 

(W)(R(£)r…d(;f‘))j,‘,_;_\,). Alors : J. p 

[l\ p° ]\ p(W)] (/u \')=yl llrl +y2 JÎlZ(Î2)_l',‘i‘3 f3- 

Le lemme 8 et un calcul rap+44 montrent que ! t € T,(n-1)eutseT,(n—2). L'expression 

ci-dessus appartient à T,(n—1)+X 1,t- 9), Supposons maintenant i=m—m(py, p)- Soit 
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W'=1"(W""). Alors W=T(W'), et W'e # ,(m—1). On a : 

ui(6):À{ Îü‘(Ü)R(9) f.ll \( )W gp 1)X. ( ) 9 

Z, G, 

=xv(p)Ï ry{(0)Rl(gp) fn 1(x1) W,(g) dg 
Z, <G, — 

=(mes K,(m—1)) " x\(p)j Ç ry(c)R(g)/ &1) W,(9) dg, 
2.0 

avec . 

f= j R(kp) fu 4( dk. 
K ,(m—1) 

En utilisant cette fois le lemme 12, on conclut comme dans le cas i<m—m(pp,,)-1. O 

4. Soit veQ,. Si 20 ( 1)=@(Ôp), on définit une fonction y [v] sur Q, par : 

-l ; — 2 ZX_ 

Y [v](a)={ HXo (Œ.) si a=vo” avec aeZ; 

0, SINON. 

LEMME 15. — (1) Sixo(=1)= ( }, T, (n) est nul pour tout n 
— 

(11) si %a(=1)= (pp) soit vEeQ; (p,) tel que v,(v)Z0. H existe un entier n tel que 

y(v]e T,(n). 

Démonstration. — Pour x= — |, la relation (A,). 3, devient : 

— 

D(pp)Y,(=1)t=%0(=1)7,(=11, 

d’où (i). Soit veQ, (Ô,,) tel que v,(v)Z0. Supposons %a(=—1)= (pp) En tout cas 

y[vle#(Q, (ôp)), donc y[v]e T, D’apres [V, 4, assertion 7, y [v] vérifie les conditions 1 et 3 

de (A,). La représentation ôp étant lisse, y [v] vérifie la condition 2 pour n assez grand. [ 

Supposons %(—1)=w(p,). Soit J(p,) un système de représentants du quotient 
Q, (p,)/Z} .Pour ee Z, soit : , 

U(E)={Y[V]fl V€J(ôp)% I‘p(v):‘-)_nï(p(l_ p)a28}' 

On note Ü(e) le sous-espace de T, engendré par U(e). Soit ñP le plus petit des entiers 

m(po.,) +2E, M(po.,)+2e+1, tel qu'il existe veQ, (fip) avec 1‘p(v)=fip—m(p()_p)—28. 

Considérons l’hypothèse 

(H) m(po ,)=sup(n(xo)+1,2+26). 

PROPOSITION 6. — Supposons que X(,(—1)=Q(Ôp) et que (H) est rérifiée. Soit neN, 

næsup(1+e, n(Xo)) - 

(1) Tp(n);é{0} si et seulement si nêrËp,' 

on a l'égalité T,(n)= ŒU (e), pour rÎpgegn. 

La démonstration occupe la fin du paragrarn"- 

(ii) sinæn 
p> 
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LEMME 16. — Sous les hypothèses de la proposition, les propriétés suivantes sont vraies : 

(G) sin<m(po ,)+2e, T,(n)={0}; 

(1) sin=m{po. ,)+2e, T,(n) est engendré par les fonctions [i… p°dv. P (WTIICA,. »), pour 
veD ; (p,)nZ;; 

(ii) sù n=m(pae. ,)+2e+1, T,(n) est engendré par T,(n—1) et les fonctions 

L p e d p PIU «); pour vEQ, (p,)O r 25 
(iv) si n>m(po, p)+2e+1, T,(n)=T,(m(po. ,)+2€+ 1)+Ïer(n——2). 

Remarque. — Sous l’hypothèse (H), m(pu. ,)+2e>sup(1 +e, n(%y)), ce qui donne un sens 
à (11) et (ili). 

Demonstration. — Soiu n=m{pg ,)+2e—1. On a næsup(l+2e, 1, n(xy)). Si 
T,(h)#{0}, on peut choisir 1eT et vEQ; tels que les hypothèses du lemme 10 soient 
satisfaites. Alors m(n, v)=m(pa, p). Or : 

m(n, v)Ssuplh(v),n-2e—r,(v))=sup(h(v). nr(po. ph=v,w)= 1. 

On a : 

m(po. p)=v,(V)—1<m(po, p}s 

et, sous l'hypothèse (H) : 

h{(v)<m(po. }, 

donc m(n, v)<m{(pa. ). Contradiction, et T,(n)={01. 

Soitn=m({(pa,,)+2€. Soient ve Q, (b,,), c,(v)e-0, 1 },eL We # ,(m(n. v)).Siev,(v)=1 : 

m(n. v)Ssup(h(v), n—2e—1)=sup(h(v). m(pe. p}= 1)<m{po. p}, 

donc W=0. Siv,(v}=0, m{(n, v)=m(po. ). et W est proportionnel à W"°". L'assertion (ii) 

résulte de la proposition 4. 

Soient n=m{po, ,)+2€e+1,vet W comme ci-dessus. Sir,(v)=0, le couple (v, n) vérifie les 

hypothèses du lemme 14. Comme T,(n—2)={0};, on obtient : 

L po h p W On e T, (n —1). 

Sir,(v)=1,m(n, v)=m(po, p) et W est proportionnel à W"°*, L'assertion (iii) résulte de la 

proposition 5. 

Soit n>m(py_,)+2€+ |. En combinant comme ci-dessus le lemme 14 et la proposition 5. 

on obtient l'égalité T,(n)= T,(n—1)+ TT T(n 2). L'assertion (iv)s’en déduit par récurrence 

sur n. [ 

LEMME 17. — Supposons les hypothèses de la proposition satisfaites. et que 

ne{m(po.,)+2e, m(pu.,)+2e+1}. Soit veQ, (Ôp) telquer,(v)=n—m{py, ,)—2e. Alors 

la fonction [i, ° 34 , W y) est proportionnelle à y [v]. 

Démonstration. — Notons t,={k 50 p (WTTIIOL »). Pour aeQ), aeZ,., on a 

t,(ax")=pxo ‘ (0)1,(a) (lemmes 16 et 7, ii). H suffit de démontrer que le support de :, est 

contenu dans v Z }. Soit ae Q,- 
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(a) siv,(a)<0. t,(a)=0 (lemme 7. 11); 

(b) siv,(a)Z2. on a l’égalité : 

1 - 

ty(a)=p""y(p)}"u(p) T, t,(ap7?) 

(lemme 7. tii). On a Î;, i,e T,(n'), avec n°=sup(n—2, 1+€. n(X,)) (lemme 7, 1). Or 

n'<m(pu.,)+2e, done T,(n'}={0 }, et 1, (a)=0; 

(c) supposonsn=m{pa ,)+2€, d'our,(v)=0,etr,(a)=1.Sir, (a)#0, on peut appliquer 

le lemme 10 au triplet (,, à, n). Alors m{n, a)=m(pa, ). Or : 

m(n, a)<suplh(a), mlpy.,)—1)<m(pu. »} 

Coniradiction, et 8,(a)=0; 

(d) supposons n=m(pa.,)+2e, d’où r,(v)=0, et r,(a)=0, aévZ;". Soit &=av"". 
D'après IV, 4, assertion 11, on a l'égalité suivanie, à une constante non nulle près : 

{,(a)= Ï R(g) fn Ax J u (WIÉ". E)(g) dg. 
O, , 

. _ u € 
SoitgeG,. posonsg ‘x.g= ( ) et supposons que R(4) /, ,(x.)#0. Par définition 

w —u ' 

de /, … les relations suivanies sont vérifiées : 

7 m 
U H+vu=c, 

10 
C0 {r,ÿ(u)ë0« cple)ænce-e (9)=m(pap)4es - c,(e)2e—h(v), 

Alors v (cw)æm(po. ,)+2e—h(v)=1+2e, donc =w* modp'" "" Z, etée Z, , contraire- 

ment à l’hypothèse. La fonction g—R(g) f, (x.) est donc nulle, et 1,(a}=0; 

(e) supposons n=m(pa.,)+2e+1. d'où v,(v)=0, v,(a)e{0,1}, et à $Ë\:‘Zf. Soit 

{€=av"' [on a v,(£)e { —1.0}1. Si 1,(a}#0, on montre comme au (d) qu'’il exisie u, v, w 

vérifiant (10). On en déduit €= # mod p* “* Z,. done v,(6)=0 et {e Z, contrairement à 

l'hypothèse. Donc t,(4)=0. 7 ' 

Démonstration de la proposition 6. — Les lemmes 16 et 17 montrent qu’il existe deux sous- 

ensembles U,< Ulm(p, ,)+2€), U, < Ulm(pa. ,) +2e+ 1), tels que pour neN : 

{0} sL n<M(py, ,)+2€, 

U, sl n=m(py _ ,)+2€, 

T,(n)= < …. _ [ 
Ua+U, sL n=m(pg ,)+2e+1, 

Ü(]+ÜI+ÏÈTP(’]_—2) Si n>ln(p(}._r))+28+l' 

Soient ve @; (Ô,;L r,(v)e { 0.1 }, Ï” un entÏr tel que y [v] e T,{(n)(lemme 15). Remarquons 

que les supports des fonctions de U, resp. U,, resp.  T,,(n —2), sont inclus dans Z,> resp. 

pZ;.resp. p* Z,. Les égalités ci-dessus montrent que y [v]e U, - Toujours par comparaison 
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des supports, y [v]e U, Donc U,=U(m(pa, ,)+2e+1),i=0, 1. En remarquant que pour 

eel, TU (e)=U(e+2), les égalités ci-dessus montrent que : 

Tp(n)=®Û((}), m(po p)+2eSeÉn. 

Par définition de #,, U(m(pu. p)+26)={0}, si n,#m(py ,)+2e, donc T,(n)= U (e). 
- p° 

n, Seén. . 

S. LEMME 18. — Supposons p=2, n(%, ) <2, et m(po. 2)Z2. Alors T,(2)= 10} 

Démonstration. — Soient 1,€T,(2), et veQ: (p3). Si v,(v)<0, t.(v)=0 (lemme 7). 

Supposons v (v)=0. Si , (v)#0, on peut appliquer le lemme 10 au triplet f,. v.n=2., Donc 

m(n, vV)=m(po, 2). Or : 

m(n, v)=sup(l, htv)—1)<supll.ntgax,)—1)=1. 

car n(Yo) < 2. n(y,)<2. Donc m(n, v)<ni(pu. »), contradiction, ei 1, (v)=0. Donc t, est à 

support dans 2 Z,, et est invariante par U. ; (IV. 4. assertion 7. i). Soit xe Z;. La matrice 

d, (œ) appartient au groupe engendré par U. , etU,([D],p. 81). Comme t, est invariante par 

U , etU,, il existe s'e ; + 1 } tel que p,(d,(x))1,=e't,. Cela contredit la condition 3 de 

(A,) (V. 1). sauf s1 1,=0. O 

Considérons l’hypothèse ' 

(H”)  L'une des conditions suivantes est rérifice. 

(a) p#2,(b) m(pu. ,)24, (c) n(%4)Z4. (d) Po. , N'est pas supercuspidale, 

PROPOSITION 7. — Supposons que pP est supercuspidale et que © (f) )=%0(=—1) : 

(1) si p=2 et n(Y0) <2, alors T,(2}= { 0}._ 

(i1) si (H”) est rérifiée, (H) l’est également. 

Démonstration. — Soit ve Q, (p,). Les représentations p, el p (p,) sont isomorphes (IV, 

4, assertion 8). Deux cas se présentent : ou bien p, , - ©(|. | 115 ?). ou bien p p ESI 

supercuspidale ([W]. prop. 18). 

(a) Supposons p, ,-0({-15*.1-1,**) On a etp, ,. 1/2)=—1 ([JL], p. 109), donc 

_@_(Ëp)= —x (— 1) (IV, À assertion 10), donc %a %,(=—1)= —1, et A(gax,)=1+e. Comme 

Pu p 7 O UX0Xe1 - 1576 Xa Xs 1.15 1235 mlpo.,)=2n(%ox,) (lemme 2), en  particulier 
Mm(py.,)=2+2e. Si %{ est ramifié, n(Xo % )=A(Xo)Z1, donc m(pu, p)ZN{%)+1. SI Yè est 

non ramifié, n(y4)&1+2e, et m(po. ,)22+2e=n(yx()+1. Donc (H) est vérifiée. En 

particulier m(pu. ,)Z 2, et l'assertion (i) résulte du lemme 18. 

(b) Supposons p,, , supercuspidale. Alors py, , est supercuspidale de caractère central Xè, 

donc m(py, ,)Zsup(2, n(%6)+1+ €) (lemme 2). En particulier m(po, ,)Z2 et l'assertion (1) 

résulte du lemme 18. Si x est ramifié, n(x5)=n(x4)-e=1+e, donc : 

m(po. ,)2n(xä)+1+e=n({xo)+1=supln(y4)+1,2+28). 
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Si 72 est non ramifié et p#2, n(%y) €1, donc : 

…(p(}. p)ËZÊSUP(” (X(1)+ 1, 2+2£') 

Supposons que %7 est non ramifié, p=2, et que (H”) est vraie. On à n(%,) $3. D'après (H”) : 

…(pt}_ p)ë4ësup(n (X(J)+la 2+28) 

Cela démontre (H). U 

Remarque. — Il y a exactement trois représentations de G, supercuspidales, de caractère 

17 non ramifié, de conducieur <4 (une de conducteur 2, deux de conducteur 3). L'auteur a 

vérifié que pour celle de conducteur 2, la proposition 5 est fausse. 

VI. — Étude locale des représentations de la série principale 

On se place sur un corps local Q, On abandonne les indices p pour alléger les notations. 

* 

p* 

(i) / est invariante à droite par un sous-groupe ouvert de 5: 

ee{ +1}: 

1. Soient u un caractère de Q, #, l'espace des fonctions fS> C telles que : 

(ii) pour tous ce$S, neQ,. xeQ;,. 

f(id.e)d(a)no)=ey(o)|x|p(a) f(6). 

On peul identifier / à sa restriction au groupe compact F,et Æ, à un espace de fonctions sur 

. Le groupe S agit dans #, par translation à droite. Soit p, la représentation ainsi définie. 

Pour / €#, et ae Q, , posons : 

t,(a)= limJ fubjw(—ab)db. 
p “Z, k>> 

- ) . Soit T, l'image de #, par l’application / +—t,. 
Q 

Cette application est un isomorphisme de #, sur T, ([W], lemme 6), ce qui permet de réaliser 

p, dans T,. Pour a, be Q,, posons : 

Mb. a)= $ J,(b, a), 
kez 

Cette limite existe (0n peut la noter Ï 
P 

ou : 

J,(b, a)= J‘ v(u)p7‘(u)W(bu ! +au) d’u. 
p"Z,,X ; 

LEMME 19. — Soient teT,, ae Q, ne@Q,. xeQ, . On a les égalités : 

P,(N)1(a)=W(an)e(a), 

P,(d(x))t(a)=ÿ(0)|x|u7"(x)r(au?), 
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‘ site#(Q,): 

ôll(u‘)r(a)=(l—l/p)Ï {(b) Mb, a)db. 
U, 

N], lemme 7. 

On a l’égalité & (Ôu)= u(— 1). L’espace T, est un espace K(Î3“) vérifiant les conditions de 

assertion 7 (IV, 4). On pourra utiliser les définitions de IV, 1 et V, 1. On suppose dans la 

aite que |uie = |-|,,, avec r=0. Si GeQ, etu= |.|?%z, on note TÎ. le sous-espace des 

nctions ( eT, telles que t(a)=0 pour tout ae& @;2. 

PROPOSITION 8. — (i) si u° # |.|, p, est irréductible, 

(ii) si GeO, etp=|.\""xe, le sous-espace T* est irréductible. 

[W], prop. 1 et 2. Dans le cas (i), on pose %, =p,. Dans le cas (ii), on note 6, la 

:présentation de $ dans TŸ 

2. Posonse=r,(2). Soient % Un caractère de Q p nunentier,næsup(2e, n(%4)). On note 

(n) l'espace des fonctions e T, vériflant la condition (A,) (V. 1), et #,(n) son image 

:ciproque par f—!,. D’après le lemme 15, i, on peut supposer %,(—1)=p{-1). Pour 

, ceQ,, posons : 

\n vérifie les égalités : 

l) {Îl(al+a2)=Ï'(Û1)T“(_ÜZ)Â 

T’(e, +e,)=T(c, )t(e2). 

| f EH,, dEpl,,cez,, on pose J'(a)=f(r'(a)), J'(e)=f(t"(e)). 

LEMME 20. — Soit næsup(l +€, n(%,)). L'application f +—{f", f )est un isomorphisme de 

} (A) sur l’espace des couples de fonctions( f", f""), avec f',resp. f", définie sur p Z, .resp. Z,. 

wariante par p" Z, tels que : 

l' pour tout aepZ,, f'(a)=f'(0), 

2° si UXo ! est ramifié, f'(0)=0; 

3° pour tous ceZ,, xeZ, , J'(ea*)=uxole ")J"(e), 

4° pour tout ce Z }, S (e)=Yle}xo ‘ (e) f'(0); 
5° pour tous cepZ,, e Z, tels que r,(x—1)=v,(c) : 

J'(ca)=le, 0)yl4)xo " (æ) f"(e). 

Démonstration. — Si f e & , (n), les fonctions f" et f ‘ sont invariantes par p" Z,, d'après les 

lations (11) et (A,). Soient /", "" définies sur pZ,, Z,, Invariantes par p" Z,. Soit À, 

sp. C, un système de représentants de p Z7,/p"Z,. resp. Z,/p"Z7,. Comme l’ensemble : 

{r(a;acA } U{r'(ec);ceC; 
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est un système de représentants de l’ensemble des classes 

,impaire [i.e. /(y(id, €))=e" f (y)|, vérifiant (A,,), de couple associé unique fonction / sur Ë, 

J.-L. WALDSPURGER 

1,/F,(n), on peut construire une 

Il faut voir à quelles conditions /€%#,. Ces conditions sont que, pour (f5 S. 
aepl,,cel, 

l* pour tout neZ,, f(nt'(a))=/'(a); 
2° pour tout neZ,, f(nt"(e))=f"(e): 

3" pour tout aeZ;, f (d(«)t‘(a))=y(x) p (w) /"(a); 

4' pour tout ae Z *. f(d(a)r"(e))=T(a)uta) f "te) 
On calcule les matrices en question : 

si nepz, 
! 

nt(a)= 

cœrr 
1 ; 

nt'(c)=T"(e(l+n c')”)[( +On ( 

(donc ce Z, ) 

, “ , 
sinez/, 

nt'(a)= 

ssi1+nceZ, 

sil+nceéz, 

tT'(a+n), 

_ 1 [ 
(a+n)” ), (a+n. a+n):|q 

n)fi),ku+nchl+nû], 
(l+nce 

( 

,, r =1l C I ‘ 
nt'(c)=r(1+nce)e ) 0 f 

d(x)Tt'(a) 

d(x)t" 

Les conditions 1’ à 4' sont équivalentes à : 

l srmepZ,. J'(a+n)=/'(a): 
2" sineZ;, % '(a+n) 

T’fll+nceîàxd( +nc)yl+ne)l- 
— 

4" si 1+m$Â… Xo ‘e)yle) F (O+nc) 

S" 2ol(4)Y(0) f'(aa?)=7(w) u (o) f'(a): 
6" 46 '(a)ÿla) f"(ca7?)= 
Supposons ces conditions vérifiées. Alors : 

1” pour n= —a, donne /'(a)= 

5” avec a=0., donne /'(0)=0, ou y, (x)= 

6” donne 3°; 

4" avec ceZ; etn=—c , donne 4°: 

37 avec céZ,etc#0,etn=c ‘(o " 

—c, %) J (ex)=( 
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(c)=T (c 

7(x)p(o) f" (e). 

y(x) " 

=Tt'(ac*)d(x7"), 

a”*)d(æ). 

‘w+n)a+n,—lw“«w+nrw=j%m; 
c, 1+nc)f"(e(l+ne) ‘)=/"(e); 

ey=f"(e 

f °(0), d'où 1°; 

H(œ) pour tout xe Z" d’où 2°; p> 

— 1), donne : 

X0(Œîl)]…(c]a
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mais (—1, x) ÿ(x) ! =v(x), d’où 5°. 

On vérife réciproquement que les conditions 1° à 5° impliquent les conditions 1 

à6". O 

3. Supposons p#2, nzsup(l, n(x4)) [et toujours %( — 1)]. Les conditions du )= 

lemme 20 se simplifient : si anp, y(o)=1, et sir,(x—1)=1, ( x)= 1 pour toui c. On 

définit les fonctions suivantes sur D, impaires, et ver1fiant (A,,). par leur couple associé : 

F'[n, 1](' }=1  pour tout aepZ/,, 

Fq[n, 1] F”[n 1}(c)=xo(e ") si_ceZ,, 

F"[n, 1]( )=0 si _ cepzZ,. 

F'[n, p"](a)=0  pour tout a. 

F[n, p"} 4 F"'[n, p”](c)=0 s1 t,(c)<n, 

F [n, p"](p")=1. 

Pour ceQ,, 1$v,(c)<n—lt,v,(e)Sn-n(yxo): p> 

F'[n, c|(a)=0  pour tourt a, 

F [n, €) F''[n, J(ca*)=pyo(o ") si xeZl,. 

F'’[n, c](c'}=0, si c' n’est pas de la forme c‘=cw”. 

Ces fonctions F" et F"" sont bien invariantes par p" Z,. Remarquons qu'à l'exception de 

F {[n, p”], les fonctions ainsi définies sont en fait indépendantes de n. Soit 1(n) la réunion de 

{1, p" } et d’un système de représentants de U p'Z, /Æ;7, 1 <h<n— t. La valuation r, se 

définit naturellement sur 1(n), à valeurs dans | l .. n} , 

PROPOSITION 9. — Soit n=sup(l, n(%y)) 

() 4,(01) # {0} si et seulement si næn(yuxo)+n(u7*%o) 

(ii) sinæn(uxo)+n(p " %o), 8,(n) admet pour base l'ensemble des fonctions F [n, c], pour 

ceUn) tel que n(u7* %o)Étple)Sn—nuxo)- 
Démonstration. — Soit f une fonction sur F. impaire et vérifiant (A,). On définit les 

fonctions suivantes vérifiant les mêmes conditions : 

(qJ}=f, 

q. f 4 (a, fY'te)=/"(c) si_v,(c)=0 

(QI.])H(C)=O Sl Ip(c)>0‘ 

dy Î (gy f)'{c)}=0 _ si v,(c)<n, 

et pour cel(n), cé{1, p” } : 

(q. f)' =0. 

q. J (qe f)(ca?)=}"(ca") si aeZ,. 

(q. f\'(c)=0 si c' n’est pas de la forme c‘=ca”. 
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Le lemme 20 monire que / €4, (n) si et seulement si q. f €#,(n) pour tout ce I (n). Soit 

cel(n), supposons q, f #0, et considérons les conditions du lemme 20. 

(a) Sic=1,gq f e4,(n)—F[n. 1]€-4,(n) et q, f est proportionnel à F [n. 1]; 

HFfn.1]e-4,(n) « 2° est vérifiée. 

> n(u”*%)=0., 

<> n(p % )Sr,le)én-n}}o), 

[car si n(u'70)=0,n—n(uxy)=n—n(yÿ)æn—n(ya)=01. 

(b) Sic=p", 4 fe#4,(n)=F[n. p"|€ #,(n}et q, f est proportionnel à F [n. p*] : 

Eln.p"]|e#,(n) « } est vérifiée. 

< n{uy,}=0. 

— ”…ÎlX(;)ÊÏ‘p(C)Ên‘_Ü(HXU)- 

(c) Si cé{1, p”; , posons h=4, J : 

1° h'{cœ)=h'"{(c) pour v,(x-l)=n—v,(e), 

heR,(n) 2° h'(ca*)=uxo(oe ")h"(c) - pour aeZ, 
p> 

3U hN(('Œ)=X()(Œ_I)hH((‘) p0ur v (Œ_l)ê1p(()a p 

(la condition 1° traduit l'invariance de h" par p" Z, les conditions 2” et 3° soni les conditions 

3° et 5° du lemme 20). Supposons ces conditions vérifiées. Soit aeZ,, t,(o—1)=r,(c). 
Ax sc #als nc VUN3 RAAITT VÉ S Alorsv,(o* —1)=v,(c). Les relations 2° pour œet 3° pour «“ impliquent u 7" %p («)=1. Done P ="p : 4X , 

n(u"1x0)gvp(c). De même si v,(4—1)=n—v,(c), les relations 2° pour x et !" pour a” 

impliquent u%, (0)=1. Donc n (ux,) €n—rv,(e). De plus, il est clair que h est proportionnelle 

à F [n, c]. Réciproquement, si n(p -" %o)Év,(c)Sh—n(uxo), la fonction h = F [n, c] vérifie les 

conditions 1°, 2°, 3°. Ces résultats impliquent la proposition. C 

Soit F [0] la fonction impaire sur , égale à ! sur T. 

LEMME 21. — Supposons n{x4)=0 : 

G) 4,(0)# {0} si et seulement si u est non ramifié; 

(i1) si u est non ramifié, , (0) est de dimension t, engendré par F [0]. 

C’est immédiat. (O 

4. Supposons p#2, n=sup(n(Xo), R(Uxo)+n(p ”" xo)). 

PROPOSITION 10. — (i) Si n(x,)=n(pu)=0 ; 

T,F[0]=p7(p)((p)+p(p”")) F[0} 
(ii} si n(p7"44)=0,et nz1 : 

T,Ff{n, 1]=py(p)u(p"")F[n, 1]; 

(ii) si n(yx0)=0, n" 20)#0, et n=n(yxo)+n(p * %o) - 
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T, Ffn, p*1=p7(p)h(p)F[n, p" 

(iv}) sé n(ugo)=n(u""%0)=0, n(%0)#0, et n=1 : 

T,F[1, pl=py(p)p(p)F[1, pl+(p— 1 F[1, 1. 

Démonstration. — C'’est un simple calcul. Dans le cas (1), ÎPF[O]GË“(O), donc 

T,F{0]=xF[0], pour un xe C. Appliquons cette égalité au point | : x=T,F{0] (1). Or : 

T,Ff0]1)=1 5 FlOJud(p)jH1 N Cp, —u)F[0Jeup” " 1+F[0](d(p"*)) 
”E/,JIPJÆ,: ll€iË},,‘"j?zÊ,,]" 

=[5 y(p)ulphlpl1+H[E(p. —w)1+7(p "dptp p ‘1. 

car F[O0]e%,, d'ou : _> 

x=py(p)(H(p)+ptp . 

Supposons  n(u ‘%)=0, n{ux)>0. On peut supposer  n=n(uxa), car 

F[n, 1]=F{n(ux«), 1]. Alors T;, F{n, 1]=x F [n, 1] pour un xe C (prop. 9). Au point T'(0), 

on obtient : 

x=T;F[n. W(c‘(0)= H / Ffn, I](r'(O)ud(p)). 
uez,ipë, 

Pour t,(u)<2, on a l'égalite : 

1 p =1 
f(0)gd(p)={(‘”‘0 pp1u),(u,Pu)]r"(qu_l). 

Comme F[n, 1](t"(c))=0 si v,(c)>0, et F[n, 1]e %, It reste le terme en u= p" : 

x=7(p)pl(p"p "Fn H()=py(p)p(p”"). 

Si ntu-" x…)=n(ux…)=0, on peut supposer n=1. On a une relation : 

T,Ffi, 1]=xF[1, +rF[t, pl. 

En calculant cette égalité aux points t'(0) et t(0)=1, on obtient : 

x=py(p)p(p ! »y=0 

Si_ n(px0)=0, n(u * %)>0, n=n(yxo)+n(u Y}} on a une … relation 

'Î}, F[n, p"}=xF{n, p"]. Appliquée au point 1, elle donne x=py(p)p(p). 

Si n{ux,)=n(u "%o)=0, n(%o)#0, on à une relation : 

TL F[L, p}=xF[1, Y+yFll, pl. 
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En spécialisant cette égalité aux points | et T'(0), on obtient : 

y=py(p)u(ph. 

x= >  F[L, plit'(O)ud(p)), 
77 uezZ,ip'£, 

x= Yt pupTtpu Hptpas H \pus VE[L p]C(p*u")), 

Si ueZ;, (u, pu)y(pu-!)=y(p), F[H, pl(t"(p*u7‘))=1. Il reste le facteur u (u"). Or 

n(u)=n(x0)>0. La somme sur les ue Z ;, est donc nulle. Si u=p*, F[1. pl(t"(p?u"‘))=0. 

Enfin siu=pu',avecu'eZ ; ,(u, pu)y(pu |y=(p, u'), F[1, p](t'(p*u “1))=1.Commey|z> 

est quadratique non trivial, u(pu !")=p(u" ')=(p.u'). Le terme de la somme 

correspondant à u est égal à 1l,et x=p—-1. 

On note ? [n, c], resp. t [0], l'image dans T, , par l’application / — t, , de F [n, c], resp. F [0], 

quand ces fonctions sont définies. 
H 

LEMME 22. — Supposons n(%,)=n(p)=0, soit ae Q. On a les égalités : 

0 si_r,(a)<0, 

T,t{0](ay= < prlp)lutp) “ f0}tap*)+(p, p * lojuo] - sû v,(a)=0. 

pytphlutpy " {{[O}(ap } +utp)h[Ojtap “)] st v,(a)>0. 

Demonstration. — On a les égalités : 

T,t{0](a)= % p,(ud(p))t[0](a) 
uE Z',/plà 

+ E (p, —wp,(up")r[0](a)+p,(d(p")) r[O](a) 
Welz , pé,t% 

= S btau)ytp)\plutp"")t[0](ap*) 

+ Z —u)b(aup”")t{0](a)+v(p)|p ‘|u(p)e[0](ap”*), 

d'après le lemme 19. On calcule cette dernière expression grâce au lemme 7, ii, et aux 

formules du I1, 6. 7 

S. On conserve les mêmes hypothèses. Comme p ‘ %,(—1)=1, il existe deux caractères 

vs Va de z;: lls que Vi=VÉ=H Xolrx (on @ V2=V,X2;lz5} On pose 
l'Gr)=1(n)— {1, p” } (VI, 3). ‘ 

LEMME 23. — Soient n=sup(l, n(%o), A(UX0) +A(UT * X0)), f EB,(n), aeQ;. On a 
l’égalité : 
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ty(a)=p(=1)f'(O)ear(Z,. 4) [ 
+| X A=1/p)76&-0pl-01O5 In sa0 H en _…»—1)]] 

celtn) 

+{ É (1—1/p)9(=p")p(=p")x J"(p"n x. —ap“)]- 
h=nH 

Démonstration. — On à : 

t,(a)= J J (ub)w(-ab)db. 
G, 

Si beZ, ! 

f(ub)=}(w)=/(d(=1)t(0))=y(
=1)p(=1)/"0)=p(=1)/"(0). 

SibéZ,: 

((b 1 pl = c1 =1 14 /" (Hl 
f(MË)=1(( f D)=766516 u6569165 

Si b=c ‘ a°, avec cel'(n), xeZ,;,, on a (lemme 20) : 

JUb)=pnot) fUl U-h ‘)=7(6-0, 

d'ou : 

J (wb)=4(=c)jetpt=-On " ot) J (e). 

Si b=p""a, avec hzn, oeZ;,ona : 

PUb Y= p U-D =T (-PIE pl 0)= T- PIO" 0. 
El : 

focby=4(=-2")|p"[p(=p" p" 1p00) 10P" 

Alors t,(a)=S, +S: +S;, avec : 

S,= | H6-=1)f"(0)w(-ab)db, 

S,= z 52 (e), 5S,= î, S3(PhL 
cel'in} hn 

où : 

S2(e)= J celpt-O fU * xol) W (=ac7* a?)dh, 
b=c''avez ” 

H— - , H — — 

S—°>(P)—LP L H- PHIpH e (=59 4 VR p d = ap7 " a) db. 

On calcule : 

S, =u(—1)/"'(0)car(Z,, a). 
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pour cel'(n) : 

ju 

- | , 
Sz(f)=(l—1/p)‘-/(—C')u(—(-')]"'(6)îJ p'alo)W(=ac " a3)d" æ 

Z 

Or : 

1 | —1 =1 4244* J n 'polo)pt=ae ‘aP)d* 
2 J2* 

=lÿ (v, (a*)+v. (* w(=ac " a°)d” , 
Z, 

=ÈÏ car(Zp x)(v, (x)+v. (o))W(=ac""a°)d" u. 

Pour xe Z, —î;2, v, (4)+v, (x)=0. L’expression ci-dessus est égale à : 

âj (v, (x)+v, ()) wl ac ‘ 2)d“o&=â[n(v,, —ac ‘)+n(v,, —ac , 

&x 

d’ouù : 

S,(c)=(1=1/p)yl-c)put-e)/ [n —ac‘)+n(va, —ac . 

Enfin, pour hæn : 

fj" 

S3(p")=(l“î/p)Ÿ(—p")u(—p")]"(p")J n'xy(ow(-ap "w)d" , 
ËX 

p 

=(1=1/p)4{=p"pl=r" (Pn "x —-ap"). O 

LEMME 24. — Soit ae Q ;,. On a les égalités : 

(Gi) si n(ga)=n(_)= 

1+(p,a)p(p)p ‘* si v,(a 
— 

! ) 

I[°““)_{ 1—p(ph)p } si e,(a)=1; 

(ll) ‘Si ”(H_1X(>)=Oa el ÏIêSUp(1, n(XU)) ‘ 

t[n, 1](a)=p(-1)car(Z,, a): 

(iii) si n(uxo)=0, n(u " %0)#0, et n=n(uxo) +n(H * Xo) : 

4(p") * p""2e(u""x,, 1/2)(p", a)p(a) 

ps 111 O [ 
y(p") * p""*(p", p)yl=p)elu" "%" 1/2)(p" , a)p(a), 

si_v,(a)=1; 
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(iv) si A(UX0)=P(H " Xo)=0, n(%0)#0 : 

—p ‘y(-p)p(-p) si v,(a)=0, . _ _ | , 
({1, plla) {p"‘1y(—p)p(——p)[p—l+H(P)Ph2(P»a)] si_v,(a)=1. 

Démonstration. — On applique le lemme 23 et les formules du I, 7. Pour (i), on prend 

n=l1. On a F'[0](0)=F"{0](p}=1, u(+1)=1. Si v,(a)=0, seul le terme h=1 intervient 

(dans la somme de h=1 à œ). Si v,(a)=1, seul le terme h=2 intervient. Pour (i1), 

F'[n, 1}(0)=1 et les autres termes sont nuls. Pour (ii), F"[n, p"](0)=0, F" [n, p"}(c)=0, s1 

cel'(n), F[n, p"](p")= |, p* est ramifié, done n(u”‘ %, )=n pour tout h.Sir, (a)=0, seul le 

terme h=n intervient, d’où : 

t{n, p'](a)=(1—1/p}y(-p")u(=P"n(#" "%> —ap”") 

—I 
=(1—1/p)7(p"p(p"n#""x,., p7")(p", a)p(a) 

Y(p" * p""?e(u""xp, 1/2)(p", a)pla). 

Si v,(a)= 1. seul le terme h=n+1 intervient, d'ouù : 

! 
t{n. p"](a)=( —l_,»-“p]?{—p“' Oput-p" "n x. —ap ". 

=(1=1/phyt=-p" "}(p"" 1 =p"Vptp" nl "% p "N(p""".a)uta) 

=ÿ(p"} p" (p"p)yl=-plelu "x,e. 1/2)(p""", a)pla). 

Pour (iv). u |;x est quadratique non trivial. Si v,(«)=0, seul le terme h=1 intervient. SI 

v,(a)=1, les deux termes h=1 euh=2 interviennent. ( 

Soit J un système de représentants du quotient © }/Z,,. Pour ve@,, on défmit y[v] 

comme en V, 4. 

LEMME 25. — Soit næsup(1, n(%o), N(WXo)+A(u * Xo)) - 

(i) si n(pxo)>0, n(u ‘ %o)>0, l'espace engendré par les fonctions t|n, c|, pour cei(n). 

n(u ‘ %)Ét,(c)Sn—n(uxo), est égal à l'espace engendré par les fonctions y [v] pour veJ, 

0Ê1‘,](V)Ê”—”…—l Xo)= n (UXo); 

(ii) si A(uxo)=0, n(p7*%0)>0, l’espace engendré par les fonctions t{n, c}, pour ce l(n), 

n(u " %)Érv,(c)En, est égal à l’espace engendré par t[n, p'î] et par les fonctions y {v] pour 

veJ, O<r,(v)<n-nlp ‘xo)=1, où n=n(p""xo) 
(iii) sû n(H ‘Xo)=0, l'espace engendré par les fonctions t[n.c|, pour celln), 

0O<v,(c)<Sinf(n—n(uxo), n—1), est égal à l'espace engendré par t[1, 1] et par les fonctions 

y[v], pour veJ, O<v,(v)Sn—1-sup{l, n(ux0)}). 

Démonstration. — Supposons n(u'%)>0, soient heN tel que 1<h<n—l, 

n(u " %)£h£n—n(uxo), et cel'(n) tel que v,(c)=h. Utilisons le lemme 23. On a 

n(v,)=n{v,)=n(u""x4}. Donc (I1, 7) t[n, c] est à support dans p" "* #Z *, et vérifie 

l’égalité : 

t[n, c}(aa*)=yxo ‘ (x) t[n, c](a). 
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* 

pour tous ae Q,,xe Z, . Une telle fonction appartient à l’espace engendré par les fonctions 

Y [v] pour veJ, v,(v)=h—n(u" " % ). En comparant leurs dimensions, on voit que l’espace 

engendré par les fonctions t[n, c], cel'(n), v,(c)=h, est égal à l’espace engendré par les 

fonctions y [v], veJ,v,(v)=h—n(pu""x). Onen déduit (i). Par consiruction, dans le cas (ii), 

t[n, p"] est combinaison linéaire de t[n, p’Î] et de fonctions t[n,c], pour 

n(u”"%o)<r,(c)Sn—1. On en déduit (ii). 

Supposons n{u”'%4)=0. D'après le lemme 24, 1i, l’espace engendré par t[1, 1] et les 

fonctions y [v], veJ,0$r,(v)Sn—1-sup(l, n{uxo)), est l'ensemble des fonctions à sur Q ; 

telles que : 

t(a)=0 s1 v,(a)<0, 

t(au“)=t(a) ss aeO,, xeZ,. 

t(a) est constant pour r,(a)æn—sup(l, n(uXo)). 

La fonction t[1!, 1} appartient à cet espace. Soit cel'(n), 1<r,(c)Sn-—n(ux). Le 

lemme 23 et les formules du H, 7, montrent que ? [n, c] appartient à cet espace [ici v, =1, 

V>=Xplzx,h(v,)=0,n(v,)= 1]. En comparant les dimensions des espaces en question, on en 

déduit (i1). 

6. On conserve les mêmes hypothèses. Si u° # |.|, on pose p=T,. Sip?=|.|.p=0,. Soit 
H(p) un système de représentants du quotient Q, (Î))/ZË2 (IV., 4). On définit dans les cas 

suivants un entier n et des ensembles U (e) de fonctions sur Q » - Toutes ces fonctions sont à 

support dans Z,. 

(1) Si n(uxo)>0, n(u ‘ %a)>0, on pose ñ=n(ux…)+n(p"“x()), et pour e>n : 

U(e)= {y[v]: veJ(p), c,(v)=n-n}; 

- (2) (a) si n(ux4)=0, n(u-'%o)>0, on pose Îi=n(u”x…). On définit !, par : 

e(u ‘ y ,û, 1/2)(;)'Ï ayulali{—p(p*}X}"" s… t,(a)=0. 

X. 

S t lap?yxh= 4 (p”, p)70—pletu""x,i1, 1/2) 
h=0 - 

x(p""",a)pla(l=p(p)X} " si v,(a)=1. 

Pour eæn, on pose : 

(H si e=n, 
U(£))={ '{‘{[V];VEJ, l‘p(v)=e_ñ_l} Si €>ñ, 

(2) (b) sin(uxo)>O,n(u ‘*%4)=0, on pose n=n(u%o). t =car(Zfl,elpoureërî, U (e)est 

défini comme en (a); 

(3) si u° # |.|, n(%,)=n{u)=0, on pose n=0. On définit (, et à, par : 
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(U+(p, a)plp)p ‘)(1—Cp, a)p(p)p ‘ ?X) 

x(1=(pu(p*)+1)X+p(p°)X*) " si v,(a)=0. 

  

X rotaptyxe= 
( ((=p(p3)p JU —(u(p)+)X+p(p°)X3Y" si r,(a)=1: 

t, =car(Z,). 

Pour ez0, on pose : 

{to} si e=0, 

(H } si e=l, U(e)= 

si ez2: {Y[V]â vel. L.‘p(v):€_2}_ 

(4) si p?=|.|, n(%o)=n(u)=0, on pose n=1. On définit t, par : 

Si Fp(a)=0, 2h B__ Z {, (ap")X"= (1+p"1)(1_u(})2)x)—1 si 1*p(a)=L 
k=0 

{(1—(p, a)ptp)p‘)U=yu(p")Xx}" 

Pour ez 1, on pose : 

Ute)= {n} S e=l 
S {Y[V]‘ VEJ(ñ)- l‘,,(V)=€—2} Sl {)ë2; 

(5) (a) sip?#|.|.n(yxo)=n(pu "x0)=0.n(%0)>0, et u(p)#u(p”"), on pose n=1. On 

définit ?, et t, par : 

{1 =Car(Zp)a 

(1—u(p")X} si v,(a)=0, 

> tolap*")x"*= 4 (1=(p, a)utp)p*”) 
H- 00 

‘ x(1—(p, a)plp"")p" } "U =p(p°)X} " si v,(a)=l. 

= Pour ez |, on pose : 

sI e=l, 

—
—
 t 

U(e)= ? [ 

° {{“/[V];veJ,z‘p(V)=e—2}- si ez2: 

(5) (b) sip?#|.|, n(uo)=n(} "%0)=0, n(x0)>0, et u(p)=u(p '), on pose n=1, on 
définit ?, et t, par : 

t, =car(Z,), 

0 s1 v,(a)=0, 
Ï3(Ü)={ —l 1;2 

(=1/p)  (+ulp)p“(p, a)) 

Ï_3_ (ap2)=l‘3 (CÏ)+Ï1 ((1) Si l"p(a)_2_0' 

sI r,(a)=1, 
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On définit U(e) comme en (a): 

(6) si u°=|.|, n(uxo)=nu ‘%4)=0, n(%)>0, on pose n= 1. on définit t comme 

en 5 (a), et pour e= | : 

2 Ue)= t si e=l, 

« l {vlv}: veJ(p), r,(v)=e-2} si ez22. 

On note U(e) l'espace engendré par les éléments de U(e). Si p’=|.|, on pose 

Ty(n)=T,(n) A T} (VI, 1, 2). 

PROPOSITION 11. — Supposons p#Æ2, u(— 1)=%0(—1), et soit neN : 

(i) si p* # |.|, l'espace T, (n) est non nul si et seulement si næn. Sinæn, on a l’égalité : 

T,(n)}=œUle), n£esn 

(ii) si u?=|.|, les mêmes assertions sont vraies pour l'espace TÎl(n). 

Démonstration. — Supposons u*#|.|. La proposition est un corollaire des 

propositions 9, 10, et des lemmes 7, 21, 22, 24, 25. Indiquons quelques formules : 

— dans le cas 2, à (resp. b), 1, est proportionnel à t[n, p"] (resp. t [n, 1]) (les formules de 

récurrence du lemme 7, 1ii, et de la proposition 10 conduisent aux formules de l'énoncé): 

— dans le cas 3, t, est proportionnel à t[0], et t, à # [1, 1]: 

— dans le cas 5, a, on calcule t, et t. en diagonalisant l’opérateur T,, dans T,(1) 

(prop. 10). On oblient : 

t, =p(—1)r[1, 11. 

— - | / 

t =put= D ep EPITEUR Q pl ETE — [ +Il. _ L , 
p—H(p°) ([[ JU]+p“-{(p)(p,1(p)wu(p'))I[l’ l]) 
    

— dans le cas 5, b, T , n’est plus diagonalisable dans T, (1), mais unipotent. On à choisi : 

° Î1=H(—1)Ï[l,]], 

15 =(1=1/p) * 7p)ulp)ell pl+p6=D6p =1 ". 

Supposons u = |.|* * x:, avec e Q ; . Le même raisonnement permet de calculer F, (n). 1l 
reste à déterminer quelles sont les fonctions de T,(n) s'annulant sur ë®;2. C’est facile. 

Indiquons les formules : 

— dans le cas 4, t,= — pt[0}+u(—1)(p+1)e[1, 11 

— dans le cas 6, :, est le même qu'’en 5, a. 

Remarquons que l'expression 1 —( p, a)pu{p)p' ” s’annule en a=& u*. En effet : 

[—(p, Eur)p(p)p*7=1-(p, &) p "*2:(p)p°°=0. C 

7. On revieni à la situation du VI, 2, et on suppose désormais p=2. Soitn=sup(2, n(%o)). 

On définit les fonctions suivantes sur D, impaires, et vérifiant (A,), par leur couple associé : 
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F'[n. 1](a)=1  pour tout ae2Z,, 

Fqn. 1} 4 F [n, Mte)=vle)xole " si va(c)=0, 
F'[n, }}(ec)= si_v,(c)>0: 

s F'[n, 2" "](a)=0  pour toui a. 

‘’[n, 2* ‘J(e)=0 si _ v,(c)#n—1., 

[ ] sl tv,(c)=n-—1; 

, 1)=0 pour tout 4, 

F'[n, 2”]( )= si _ v,(c)<n, 

F‘[n, 2"](e)=1 s1 v,(c)æn. —
—
 

T t2
 

Pour ce O,, 3€vs(c)Sn—3,v,(c)Sn- 1—n(pxo) 

F'[n. c]|(a)=0  pour tout a, 

F [n. c] F" [n, c](ca )—ux…( 1) si aeZs, 

 F[n. cJ(c)=0 _ si c“ West pas de la forme C=c 

Sinæzl+supl2. n{%o X} : 

‘ F'[n, 2]( )=0 pour tour «, 

F{n, 2] - H [n. 2](e s1 v,(e)#1. 

( F'"[n. 2( 2cx)=x… (x ")ÿ(a) si veZ;. 

Sin2=2+sup(2, n(ya}}, et r>(e)=2 

s F'[n. c](a)=0  pour tout à, 

F[n, c] F[n, J{cu)=x0(e " ") s1 oel+4/,, 

] F" [n, c](c)=0 si c n’est pas de la forme c‘=cœ. 

Sinæ5.v,(c)=n—2: 

F’[n, c|(a}=0  pour tout à, 

F {n, c] F'[n, eJ(ex)=1 sà xel+42,, 

F'‘[n, c](e")=0 si c’ n'est pas de la forme c'=ca. 

Ces fonctions F' et F" sont bien invariantes par 2” Z,. On pose : 

_ f 2 _—_1 2 30 
l(2)—-ll. 2.2 }, l(3)-l 1, 2,2.,2 j‘ 

et pour n> 4. on note 1(n) la réunion des ensembles suivants : 

° ll 15 2_ 2u- l.. 2n} ; 

e un système de représentants de (2?73/1+4Z,)U(2°7*Z5/1+423); 
e un système de représentants de v 2” 75 /Z2F.3<m<n-—3. 
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PROPOSITION 12. — Soit n=sup(2, n(%o)) 

1° supposons n(pxo)>0, n(u-*%0)>0. Si n<n(uxo)+n(u ‘ xo)+2, B, (n)= 10} Si 

n>n(uxo)+n(p""x0)+2. #, (n) admet pour base l’ensemble des fonctions F [n, c], ce l(n), 

n(u " %0)+1<v,(c)$n—1—n{uxo) 
2° supposons n(uxo)>0.n(p-"%0)=0.Sin<n(pxo)+1,3,(n)= { 0 ] .Sinæzn(uxo)+1, 

& ,(n) admet pour base l'ensemble des fonctions : 

F{[n,c|, cel(n), O<v,(e)Sn—1—n(}xo}; 

3° supposons n(ux,)=0. n(u ‘%)>0. Si n<n(u "%)+1, 4,(n)= {0} Si 

næzn({u ‘%o)+1, #,(n) admet pour base l'ensemble des fonctions : 

Ffn,c], celf(n), = n(UX)+1$v(c)én; 

4° supposons n(UX0)=A(u" * %0)=0,n (% ) E2. Alors B, (n) admet pour base l'ensemble des 

Jonctions : 

F'[2, |], F [2, 2°] si_n=2, 

F[3, , F [3, 2°1. F[3, 2°] si_n=3, 

F [n, cl. cel(n) si _ næ4; 

5° supposons n(yxo)=n(u "x0)=0, n(x,)=3. Alors #,(2)= {0} et sinæ3, #,(n) 

admet pour base l'ensemble des fonctions : 

F [3. 11, F[3. 2], F [3, 2°] si _n=3, 

F[4.11, F [4. 2], F [4, 2°1, F [4, 2°] si _ n=4, 

F[n, e], cel(n) si _ nz5. 

Démonstration. — Soit f une fonction sur l’, impaire et vérifiant (A,). On définit les 

fonctions suivantes vérifiant les mêmes conditions : 

; 7 #1 

(QI f) _Î , 

q f 4 (q, 1} '(e)=1"(c) sI v,(c)=0, 

(q, f)"(c)=0 si v,(c)>0; 

pour cel(n),c=#1. 

S (qe f =0, . 

dJ L (q J (ex)={f"(cu) s1 aeZ;,v,(a=1)zinf(3, v,(c), n=vs(e})), 

l (g. 1(c }=0 si c” n’est pas de la forme c'=ca. 

Le lemme 20 montre que / € #,(n) si et seulement si q, f €#,{n) pour tout cel(n). Soit 

cel(n), supposons / =d4, f#0; 

1° sic=1, fe4, (n) si et seulement si F [n, 1]e 4, (n) et / est proportionnelle à F [n, 1] 

(lemme 20, 1,4). Mais F[n, 1]€ 4,, (n) si et seulement si n(ux, ‘)=0 (lemme 20, 2): 
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2° si c=2, supposons f €&,(n). Alors, pour e Z, , v,(a=1)2n=1: 

f'(e)=1"(ea)=(e, #)7(4)x0 * (a) f" (e) 

(lemme 20,5), d’où %, %> (x)=y(x). Sin=2, c'est vrai pour tout xe /3 , ce qui est impossible. 

Donc n23. et y%0%;(x)=1 pour v.(o-l)=n—1, Le. n=l1+n(%oX2), donc 

n2>1+sup(2, n(%o X2)). Alors f est proportionnelle à F [n, 2} (lemme 20,5). Pour € / ;,on 

à : 

HXU(ŒA1).f‘“(5)=jw(c ŒZ)=X(Î ! (ŒZ).ÎW(C) 

(lemme 20, 3, 5), donc u * 70 (0)=1, et ntu * %,)=0. Réciproquement si n(u ”" %,)=0 et 

n2z1+sup(2, n(%o X2}). la fonction F [n, 2] vérifie les conditions 3 et 5 du lemme 20: 

3° siv,(c)>2, la condition $ du lemme 20 se simplifie : (c, x*)y(x)=1 sir,(o—1)=r;(e). 

La fonction f appartient à %, (n) si et seulement si, pour xezs : 

(a) f"(cx)=f"(e), siv,(a-1)=n-e(c); 

(b) f"(ca*)=uole }f"(e) 

(e) J (ex)=7o (x )f"(e), si v,(o—1)=rv.(e). 

Je dis que ces conditions sont équivalentes aux conditions suivantes : 

(a')n(u%0)Ésup(0, n=v,{c)=}: 

(b')n(p7"%0)éra(e)=1, 

(c)siv,(c)=2, n(%y)Ssup(2, n—2), 
(d') f est proportionnelle à F [n, c]. 

Eneflet,soitxeZ;.Sir,(a—t)=n—r;(c)=1,onav,(a*—1)=æn—v;(c), alors (a) pris en u” 

et (b) pris en & impliquent uxo(& !)=1. On en déduit (a’). Si r,(à—1)=r,(c)=1, On à 

r,(4*—1)=v,(c), alors (c) pris en ” et (b) pris en x impliquent H" %o(x)=1. On en déduit 

(b”). Siv,(a—1)=sup(r, (c), n=v, (c))(a) et (c) impliquent que %( (x)=1. On en déduit (c’). 

Enfin (d') est claire par construction. Réciproquement, supposons (a’), (h°), (c’) vérifiées, et 

posons /=F{[n, c]: 

— sin—v,(c)<inf(3, v, (c)). f ‘ est définie par la relation (a)(par construction de F [n, c}). 

Pour vérifier (b) et (c), il faut montrer que n(pux4)=0, n(%4) Étva (c). Or, d'après (a’) : 

n(u7o) Ésup(0, n-vz(c)-1)<sup(0,3—1)=2. 

De plus ux, (— 1)= 1. Donc n(ux4)=0. Alorsyp ! |a2 =%olzx,etn(p " %o)=n(x6).Si X5 est 

ramifié, on a d’après (b”) : 

n(xo)=n(x6)+1=n(u""%0)+1Sr2(e}; 

si 73 est non ramifié et v. (c)=3 : 

n(%o) 63 Sva(c); 

et si %3 est non ramifié et v,(c)=2, on a d’aprés (c’) : 

n(3%4) Ésup(2, n—v,(e))Ssup(2, inf (3, v,(c)))=2=rva(e} 
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— si3<inf(n—v,(c), v,(c)),f " est définie par la relation (b). Pour vérifier (a) [resp. (c)], 11 

faut montrer que si v, (4* —1)2 n —v, (c) [resp. v, (4* — 1)=v, (c)], on a l’égalité uxp (o7!)=1 
[resp. Hx (4 ")=x0(077). Or n—v,(c)Z4, v,(c)24. A multiplication par —1 prés, 
inessentielle  puisque uxo(—1)=1, la  condition v,(4°—1)=n—v,(c) [resp. 

v,(a*—1)=r,(c)] équivaut à v,(x—1)=n—v,(c)— 1 [resp.v,(0—1)=r,(c}=1], Alors{a)et 

(c) résulient de (a’) et (b°); [ 

— siv,(c)<3<n—v;(c), f" est définie par la relation (c). Pour vérifier (a) et (b), 1l faut 

montrer que n{7,)<n—e(e), et n(p " %4)=0. Soit xeZ;, v,(a—1)=n—r;(c). Comme 

n—v,(c)=3, il existe B tel que r,(B—1)Zn—v.(e)—1, et B*=x. Alors : 

Hxo({B)=1, d'après (a’}: 

H * %o(B)=1, d'après (b') et v,(c)Sn—r.(e), 

done _ %o(4)=%0(B")=1, d'où n(y,)£n—v,(e). L'hypothèse (h') 1implique 

n(u ‘ %0)Sr,(e)=1$2, donc n(u" " x0)=0 puisque ux,(—1}=1. 
Il résulte de cette étude que , (n) admet pour base l'ensemble des fonctions F [n, c] pour 

ce1(n), telles que les conditions suivantes soient vérifiées : 

1° sic=1,n(u ‘%)=0; 

2° sic=2,n{u""x4)=0,et n=1+sup(2, n(%o X>)}: 

3° les conditions («’), (h”), (c"), s1r,(c)=2 

[remarquons que si n(x2)#1, la condition 2° s'écrit n{p"'%0)=0 et n=2+n(y6)]. En 

spécifiant ces conditions dans les différents cas possibles, on obtient la proposition. [ 

8. On conserve les mêmes hypothèses. Soit ñ le plus petit entier n=sup(2, n(%,)) tel que 

Æ,(n)#{0}. 

PROPOSITION 13. — Supposons n=n : 

(1) si A(uxo)>0 et n(u” * %o)=0. 

T; F{n, 11=2ÿ(2)p‘(2)F[n. 1}: 

(ii) si A(uxy}=0 et n(u " %0)>0 : 

T; F[n, 2°]=27(2)p(2)F [n, 2" 

—
—
 

Sn
 

—
 

e
 

—
 

—
0
 

—
"
 

(iv) si n(pxo)=r(u" " Xo)=0, et n(go)=3: 

T,FB, 1]=2ÿ@)p7'@Q@)F[3, ! 
T; F[3, 21=F[3, ; 

TSF[3,27=2ÿ(2)p(2)F[3, 21+7)p(O) (U +ip(=1)F[B, 2]. 
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Démonstration. — Les deux premières assertions se déemontrent comme dans le cas p#2 

(prop. 10). Pour (ili), on a des égalités : 

T; F[2, 1]=xF[2, 1]+y F [2, 2°], 

T; F[2, 2°)=x"F[2, 1]+y" F[2, 2°]. 

La première égalité, prise en t’(0) puis en 1=1""(0) donne (comme dans le cas p#2}, 

x=2y(2)p7'@,  »=0. 

La deuxième égalité, prise en 1 puis en T‘(0), donne : 

r=24(2)p(2), 

x= 5 F[,2’](r'(0)ud(2)) 
uezd.j4d, 

_ , ff2u "* —4u V 4- 
.=î(u,2u)l*[2, 2“](( 0 21u)T (4 u 1)). 

u 

=S(u, Qu)yQu'")p@u7')|2u'|F[2, 2°](t"(Gu ". 
l 

Par définition de F"'[2, 27], seuls les termes avec r, (u}=0 interviennent : 

x'= S (u, Qu)yQu'‘jpQu'‘)[21 
u= xl 

=2"u(2)7@){1+(=1, —1)ÿ(=1)put=1)}=2""p@)y@)d+ip(=1)) 

(IT, 6). Dans le cas (iv), on a des égalités (prop. 12) : 

(12) T, F[3, 1]=xF[3, + 1 F[3, 21+=F[3, 27], 

(13) îg F[3.2}=x F[3,1]+y" F[3, 21+="F[3, 2°]. 

(14) T, F[3, 23}=x" F [3, 1]+1 " F[3, 21+="F[3, 2°. 

L'égalité (12) prise en t’(0), en 1. et en T'’(2), donne : 

=27@)p '@), ta l Æ
 

y= $ FB1]("@)udQ)), 
vez,J42. 

On a : 

2 2 =1 =1 

r”(2)g_rd(2)={( ( uäl) (2u2+1;Î2_1),(2L1+15 —1)}“(8(2u+1)—‘ 

Comme F[3, 11 (="(8@u+1) '))=0, pour tout u.r =0. 

L'égalité (13) en 7’(0}) donne : 
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x= Y F[,2](r(0)ud(2)), 
wesz,J47, 

x'=Y(u, 2u)yQu"juQu'‘)2u ‘|F"[3, 2](gu *. 
I 

Par définition de F"" [3, 2], seul le terme # =2 intervient, et x'= 1. Prise en 1” (2), l'égalité(13) 
donne : 

y => F[3, 2](x"(2)ud(2) 

=) @u+1. —1)Îf(2(2u+1)_1)}1(2(2u+1)”)]2(21:+1)”JF”[3. 21(8(2u+1)7") 

=0. 

Prise en 1, l’égalité (13) donne z'=0. 

L’égalité (14) en t’(0) donne x" =0, car F"'{3, 2*](4u” ‘)=0 pour O<r, (u) £2. Prise en 

t"(2), elle donne : 

y°=SQu+1, =1)y@Qu+1}") 
it 

x u(2@Qu+1) ")|2Qu+1) "|F"[3, 2°](8@u+1)7"). 

On a F‘[3, 2°)(8@u+1)"')=1 pour tout u. En posant t=2u+1, on a : 

»°=12|p@2)7@2) H ( —2)ÿ()pr, 
tezX ;1487, 

Comme n(u)=n(xy)=3, on a n({uy_,)<2, d’où : 

»°=p(2)y@) F (t —2)ÿ(1)p(t) 
t=+! 

=HO)V)U 4015 —2)76=Dp(=1)=p@)yO)U +ip(=1), 

Enfin l’égalité (14) prise en 1 donne z'=2ÿ(2)pu(2). O 

9. On conserve les mêmes hypothèses. Comme u‘ %0(—1)=1, il existe quatre caracières 

v,, {=1...4, de Z; tels que vP=H""%o|zx. Soit l’ un système de représentants de 
U2°7,/2),h=1...œ. 

LEMME 26. — Soient n>n, fe%# (n), ae Q. On a l’égalité : 

4 - n [ ] 
t,(a)=y(=1)p(=1)4"(0}) car (Z>,a)+ 2 27" “/(—C')M(—c'),f”((‘)4 > n(v, —ae”"). 

cel i=1 

Démonstration. — Elle est essentiellement identique à celle du lemme 23. On ne sépare plus 
les cas v(b)< —net —n+1<r(b)<—1. C 

LEMME 27. — Soient cel', ae Q3. On à les égalités : 

(1) si n(ux0)=0 : 
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1 4 

$ 2 "7(-cuju(-cu), E ntv, —ac w ") 
e 4% 17 x2 4 i=1 

2 2 

—2525 (—j (— HIU HIN es —ac V ÆU —HN X 467N 

(1) si n(uxo)=0, ; 4 
27!y(-eu)p(-cu)- z n(v, —ac ‘u ‘) 

( H4F5174%2 4 

— =237(-)p(-OME es cuc V+nde 4 6 —ae CN 

(iii) si n(p7*%0)=0, 

_1 = - 1 # 
$ 2" 4(-2u)pu(=2u)xox(u "Nyl)s X nlv, —a 2 u” ) 

EZÎ ,‘"‘Z2x2 
4 i=l 

=2>"y(=2)p{-=2)n(1,a2""). 

Démonstration. — Pour (i), on a les égalités : 

- - - - ] 
y(-cu)=y(=e)x. L.(U)Y(u)=‘/(—c)î[(1 +) x (u)+O=H)x_()], 

p(—eu)=p(=c}hu(u). 

niv, —acT'u ‘)=vitu)n(y, —ae *. 

I, 6 et 7). Le membre de gauche est égal à : 

p Iy(-0)pt-e), N nvs —ac OIHHVx cHD vokx cOO 

Remarquons que les caractères v;UX., TESP. V;HX-c décrivent tous les caractères 

quadratiques de Z*, quand i=1...4. En effet (v,ux.)"=p "XoH"=4xo (sur Z;), et 

1(Ux 0)=0. Les sommes en u sont nulles si vx #1 (resp. v,ux_,#1) et valent 4 si 

V;HX,=1 (resp. v;uy_,=1). Pour v;=u ‘ % le terme entre crochet vaut 4(1+1). Pour 

v;=} ‘y_,, ce terme vaut 4(1—i). Pour les autres v,, ce terme est nul. D’ou l'assertion. 

Pour (1i),on a l”égalitéÿ(fC'L:)=Îy(— c}} u),.caruel+47,,et y(u})= 1. Le membre de 

gauche vaut : 

271 (-O)p =4 N N —0C N VR AN 

On somme cette fois sur ue 1 +4 /,. La somme en u vaut 2 sin(v, uy _ ) S2,.16.V/;5H L-c 

ou v;,=p " %, et O sinon, d’ou l'assertion. 

Pour (ili), on a les égalités : 

ÿ(-2u)x2(u7")7(u)=y(=2). 

pe-2u)yolu” 1)=p(-2). 
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Le membre de gauche vaut : 

- 1 £ 
2_‘Y(—2)H(—2)3 S nl a2°1)O v =4)). 

i=l u 

La somme en u vaut 4 si v,=1, O sinon (ici v?=# "%l 73 =1), d’où l’assertion. Q 

10. On conserve les mêmes hypothèses. On note ? [n, c} l'image dans T, de F[n, c] quand 

cette fonction existe. On définit p, J, Kp), T} (n) comme dans le cas p#2 (VI, 5, 6). 

Pour ve Q}, on définit la fonction y [v] comme en V, 4. On pose : 

,Ç 1 Y1]= ;( +71SY). 

Si ce . on délinit les fonctions sur Q. y {e} et ° [e] : 

ï”[e]=car(2"Zî ). 

l si _ v,(a)=e et (a. —1)=—7al=1}. ou st r,la)=e+1. 
y* [e}(a)= { 

0. sInon. 

On a déjà défini l’entier n (VI, 8). On définit dans les cas suivants des ensembles U (e) de 

fonctions sur Q. Touies ces fonctions sont à support dans Z. 

(1) Si n(uXo)>0, n(u7* %9)>0, on a n=n(uxo)+n(H ‘ %o)+2. Pour e=n, on pose : 

U(e)= {y[v]: veJ(p), ca(v)=n—n;. 

(7) (a) Si n(ux0)=0, n{u-"%4)>0, on a n=n(u"!y4)+1. On définit t, par : 

(n" 1/2)1(2", «) 

x p(a)y(a.a(py5)(1—p(23)X) " si r,(a)=0, 
; f 722h Xh= _ 

Ë… ( [ ) e(u7* x. 1/2)(2”**, a) 

x u(a)yla.d(ux ON —p(27)X) " si _ v,(a)=1. 

[roir le lemme 1 pour la définition de à (u)]. 

(b) Si n(uxo)>0, n(u”"* %0)=0, on a n=n(u%o)+ 1. On pose t, =car(Z,). 

Dans les cas à et b, pour ezn, on pose : 

_— 

{t} si e=n, 

{t, v"[0}} i e=n+l U(e)=\ cf -Y"[0}; sl e=n+ î_ 

( (U H V1 si e=n+2, 

n vle-n=-UY 4120" y y 1529 "3N 
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1 n(ux)=n(u " %0)=0. n(y4) <2. u*#|.|, on a n=2. On pose : 

t, =car(Z;), 

éfinit t, par : 

| si p (2)#p ‘(2): 

U- uOIHU Q u1292137 A -HIXI T 

/ si v,(a)=0 et (a, —1)=%a(= }. 

h=0 (1—p(2°)X) si r,(a)=0 et (a, —1)=—%o(=1). 

ou si r,.(a)=1; 

l t,(a)=0 et (a, —1)=%0{=1). 

0 si v,(a)=0 et (à,—1)=—%(=1), ou s1 v,(a)=1, 

ans les cas a et b, pour e=zn, on pose : 

… t> | si _ e=2, 

v°[01} si e=s, 

(lx Dl, ![X… — 1. y[5xo(=191} / si e=4. 

( Y-%l=1}}} s1 e=s, 

CY [H25 S- D y 2S °1, 412 *xl =M y12° * S% = }, 

si eZ6eteesl pair, 

Vle= 3J y[=2 320 (- DL VRF 1. y[=2°1}- 

si e26eteest impair. 

f 
t 

) Sin(uxo)=n(H ‘ %o)=0, n(x…) 2,u= ./"?%., avecËe Q;,onan=2. On définit ? 

me en 8$, a. On pose U(2)= | t… Pour ez 3, on définit U (e) comme dans le cas &, en 

rimant, pour e pair, l’élément y[2°7 *x(=1)} (resp. v[2°*5%o(=1)) si 

—1)e& Q* [resp. 5x (-—1)e& Q1 
0) Si n(uxo)=n(H * %0)=0. n(%0)=3et u?#|.|,on a n=3. On pose t, =car(Z), on 

11 f, par : 

) si p(2)#pu ‘2): 

p(2°3)(1—p(23)X) " si _ v,(a)=0, 

; (1—pu(27)X) " si v(a)=1 et (a. —1)=—x%(=1). 
> t,(a2%")X"= [ 
=0 (1—(2, a)p(2)213)(1—Q, a)pu-*(242! *) "( = p(23)X97", 

si v,(a)=1 et (a —1)=%al=1h. 
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(b) si p(2)=4p ‘(2): 

0 si v.(aJ=0, 
ts(a)= l si v,(a)=1 et (a, —1)= —%o{-1), 

3+(2, a)p(2)2* ? si v,(a)=1 et (—1,a)=x%(—1). 

Dans les cas à et b, pour ezn, on pose : 

( 1 si e=d, 

Y le=3] 42 VHM 712 E SD 

S!  eZ=5eteest impair, 

( le=3] 415205 %ot= D1 Y0 1 y[=2°7 97 }, 

s1 eZ5eteest pair. 

U(e)= 

|* %e avec&eQ},onan=3. On définit t, (11) Sin(p)ü,)=n(pÿl X0)=0,h(X%0)=3,1u =} 

comme en 10, à. On pose U(3)= { t>, :{“[0] } . Pour ez 4, on définit U (e) comme en 10, en 

supprimant, pour e impair, l'élément y[2°-*%0(—1)] (resp. y[2°*Syo(=1)}) si 

2X()(_1)EÊÜËZ [resp. 2.5 X(}(_l)EË:@ÊE]- 

On note U (e) l'espace engendré par les éléments de U (e). 

PROPOSITION 14. — Supposons p=2.u(—1}=x0(—1), et soit neN : 

(i) si u°#|.|, l'espace T,(n) est non nul si et seulement sinZn. Sin=n, on u l’égalité : 

T“(H)=®Û (e). n<e<n: 

(ii) si u* =|.|, les mêmes assertions sont vraies pour l’espace TÎl (n). 

Démonstration. — L'assertion concernant la nullité de T, (n) résulte de la définition de ñ. 

On traite successivement les différents cas possibles. 

Cas 1. — Supposons p* #|.|. Soient nzn, heN, n(u-*y0)+1<hSn—1—n(uxo), et 

cel(n), r(c)=h. On a n(u'%o)>0, n(HX0)>0, donc n(u7*X0)22, n(uxo)=2, et 

3<h<n—3. Par définition de F [n, c] et d’après le lemme 26, pour ae Q;, on a l’égalité : 

4 

t[n, J(a)=2 *y(-cout-c) D nlv —ae ‘), 
t=l 

On a n(v,)=n(u7*x4)+1. La fonction t[n, c} est à support dans 2°7"# %-" Z% (I1,7), et 

vérifie : 

t{n, c|(aa*)=pxo ‘ () t[n, c](a), 

pour tous ae Q} , xe Z; . Une telle fonction appartient à l’espace engeéndré par les fonctions 

y[v]pourvel,r,(v)=h=n(u % 4)— 1. En comparant leurs dimensions (égales ç} 4), on voit 

TOME 60 — 1981 — N°4



FORMEFS MODUT AIRFS DE POIDS DEMI-ENTIER 437 

que l’espace engendré par les fonctions  [n, c], c€ 1(n), v, (c)=h, est égal à l’espace engendré 

par les fonctions y[v], veJ, v,(v)=h-nly" y4)+1. La proposition 12, 1 démontre 

l’assertion (i). Si p={.|"?x., on caleule de même T,{n). Il reste à déterminer les fonctions 

te T,(n) telles que t(a)=0 si ae&©;*, ce qui est immédiat. 

Cas 7, à. — On a n(uxo)=0, n(u”*x0)>0. Cela implique p°|;x #1, donc u” #|.j, et 

n(u)24. Pourn=n, T,(n) est engendré par ([n, 2”] ( prop. 12, 3). Calculons t [n, 2"} (a). On 

considère la formule du lemme 26. On a n(v,)=n(u "%4)+1=n=n. 

— Si v,(a)=0, seuls les termes pour v,(c)=n interviennent. Par le lemme 27, à : 

t[n, 2"1(a)=2"*4@")p@I[(U —IN "% 42 HUN X0 427N 

D'après le lemme |, 3 : 

-l 
n(H xn 2°")=x. , (=alp "xN" 4as 2°)=% p (al(p m* xrs 27”), 
d'où : 

t{n, 2"](a) =2 *y(2")pu@")uxola)ntn "%> 2°"9(UHD)AHAH)X- , (a.a(pux>))] 

=2>"23(2)7'e(u * 4a, 1/2) u3> (a) 7 (a. à (ux2)), 

(IT, 6, 7). d'où, avec nos définitions : 

t[n, 2"J(a)=2-"*y(2") " t, (a). 

— Si r,(a)= 1. seuls les termes pour v,(c)=n+1 interviennent. Par le même caleul : 

t[n, 2°](a)=2"°7(2"" p @" (O =INW %—, 025" °) 

+(1+i)mn(u-"y_<..a27"""1 

=2 y" p" uy da/2in u22 M-N 

; #U #1 (a àc 
=2""?y y(2")" (HM1X2«+1, 1/2)pux---0a) y (a.a(jus…1}) 

__2 n/2 (2n)—1 t1(d) 

La proposition 13, 11, et le lemme 7 montrent que : 

t[n, 2"]=27"27(2")7" 

donc T ,(h)= U (ñ). Soit maintenant n = #. En considérant la définition des espaces U (e), on 

voit que QU (e), n<e<n, n’est autre que l’espace E des fonctions t’ sur QX de la forme 

{°=t, t, où t appartient à l’espace E des fonctions sur Q3 telles que, pour ae Q;, xe Z3 : 

(1) t(a)=0, s1 v,(a)<0; 

(ii) ((aa*)=r(a); 
(iii) r(ao<)—t(a) iv,(a)=n—n—2,xe1l+4/7,; 

(iv) t(au)=t(a), si v,(a)=n-n—1; 

(v) T(a )est constant pour t, (a )z=n—n. 
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Montrons que T,{n)c E”. Soit cel(n), n<v,(c)<n. On peut écrire {[n, c]=t, t, où t 

vérifle (1) (remarquons que à, ne s'annule en aucun point de Z,). D'après le lemme 7, I1, t [n, c] 
el /, se transforment par le même caractère de Z}*, donc r vérifie (ii). Supposons v, (c)<n. 

Alors (lemme 26) t[n, c] et / sont à support dans c2”" Z;. En particulier, t vérifie (v). Si 
t,(c)Sn-—3, t vérifie (ii1) et (iv) car # (a)=0 pour les valeurs de à en question. Siv, (c)=n — 2,1 

.vérifie (iv) pour la même raison. Sir,(4)=n—n—2etxœe1+47,, on a (lemmes 26 et 27, ii) : 

t[n, (ax)=2>*y(-c)put-o)nu x. —axc )+n(u-‘x_. —auc”‘) 

=Hxc(o)t[n, c](a) 
— 

(I 7,et%_, (x)= 1). La fonction / [n, 2" se transforme par la même formule (lemmes 26 et 27, 
i). Comme ?, est proportionnel à # [n, 27], t vérifie (iv). Si v,(c)=n-— 1, la condition (iii) est 
triviale. Pour r,(a)=n—n— 1, le lemme 26 montre que t[n, c](a) et t [n, 2* (a) s’expriment 

par la même formule, i.e. #[n. c](a)=t[n, 2"](a). Donc : vérifie (iv). Si r> (c)<n, on a donc 
t[n, JeE’. Comme ‘[n, 2"] est combinaison linéaire de t[n, 27] et de fonctions t [n, cl, 
n$v,(c)én-l,t[n, 2"je E”. Donc(prop, 12.3) T, (r) € E”. En comparant leurs dimensions, 

on obtient l’égalité T,(n)=E- 

Cas 7, b. — On a n(uy4)>0, n{u-"%4)=0, donc u*#|.|. Pour n=n. T,(n) est engendré 

par t[n. 1] (prop. 12.2)et r {n, 11=7(=1}u(=1)r, (lemme 26), donc T,(n)=U (ñ). Sin27, 
on voit que l'espace QU (e). N <e£n, n'est autre que l’espace E défini ci-dessus. Soit ce I(n), 
O<r,(c)<n-n. Sic=1, on vient de montrer que ! [n, c] e E. Si v,(c)= 1, t{n, c] vérifie (i) et 

(i1) ((emme 7). Le lemme 26 montre que ?[n, c] est combinaison linéaire de fonctions : 

a-—>n(v, —ac *), 

OÙù V, est un caractère quadratique de Z3 . On vérifie facilement qu’une telle fonction vérifie 

(üit), (iv), (v). Done ? [n, cJe E.et T,{n)&E(prop. 12.2}. On obtient l'égalité de ces espaces en 

comparant leurs dimensions. 

Cas 8. — Pour n=n=2, T,(n) est engendré par t[2, 1] et 1[2, 2°] (prop. 12, 4). On a 

t[2, 1]=y(—1)u(—1)1, (lemme 26). Calculons r[2, 2°](a). Remarquons d’abord que, 

puisque n(u)<2,onayu|yx=loux_, zz - En examinant les deux cas possibles, on vérifie 

que : 

(15) (l+ôDnh "x a)+(1=H)n(u "% a) 

=(1+ip6=1)n(g. a)+(l-ipu{=1))n(4_. 4), 

pour a, ce Q;. Alors (lemmes 26, 27, i) : 

€ 

t[2, 2°](a)= » 2°°7@")p(2"*?) 
h=0 

x [1 —ip{=1)n06, a2°"77) 41 +ip(=+)n(xn… a 27"77 

— sir,(a)=0, il reste pour h=0 le terme contenant n (x_,, 4 27*), et les termes en h =1 : 
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t[2. 2°1(a)=2"*p(23)[O+ipt=1)n- ,, a2°*)+y(2)p(2) 

x fl +ip(=+)nty. 4273)+ (1+ipt=)imix >. 42 *N 

=2"?p(2)(1=ipet=1hpt=1)x , (d)[1+x>(à)p(2)27" ” 

x(1+7 , ta)pt=1))] 

(H, 7). St %_ , (a)=p(—1), on obtient : 

t[2, 2°](ay=2 * p(23)( =ip(=1)(+%2(a)p(2)2"3). 

Si %_ , (a)= —yu(—1), on obtient : 

C 12 PJa)= —27*p@)1=ip(=1) 
— si v,(a)=1, il reste le terme pour h=0 contenant n (1, a 27?), d’où (II, 7) : 

t[2, 2°](a)= —2 *p23)(=ip(=1)). 

Dans le cas à, i.e. p(2)#n"'(2), on peut diagonaliser T, dans T,(2). Posons : 

5 =(1-ip{=1)7'@-—p(4)) [4 —p@)e[2, 27+O+ip6=1))eP2, 11 

Grâce à la proposition 13, on vérifie que T;t,=2y(2)p(2)r,. Les formules ci-dessus 

permetient de calculer t* (a) pour v,(a)=0 ou 1. On obtient t3( )…—r (a). Donc t,=t. 

Comme T,(2) est engendré par 1[2, 1} et (3, on a l'égalité T,(2)=U(2). 

Dans le cas b, i.e. u (2)=u"'(2). T* est unipotent dans T,{2). Posons : 

=4(1—iu(=1))7"e[2, 2°}+ip(=4)1P2, 1. 

On vérifie que ”Î3 r_’2—-æ2“?(2)u(2))(!'2 +t,), puis que t5=1,. Alors T,(2)=U(2). 

Soit n2 3, n impair. Soit F l’espace des fonctions / sur Q3 telles que pour ae Q; eixeZ; 

(1) 1(a)=0, siv,(a)<0; 

(ii) t(aa*)=1(a); 
(iii) r(ax)=t(a), s1 t,(a)=n—4 

(iv) ! (a) est constant pour v.(a)æn—3. 

Soit F, l'espace engendre par F,1, et ï° [h — 3]. On vérifie facilement que l’espace QU (e). 

2<e<n, est inclus dans F,. En comparant leurs dimensions, on obtient l’égalité : 

F, = ŒU (e), 2<exn. 

Il faut montrer que T,(n)=F,. Calcuions d'abord t{n, 2°° !1. On a (lemmes 26 et 27, 1) : 

t[n, 2" ‘J(a)=2-*y(2""")u(2""") 

x [(U +IN X 205 A2TIAU S D(R Jc a21 7 
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Comme n est impair, ÿ(2*7!)=1, y, — =1, d'où (égalité 15) : 

t{n, 2" ‘J(a)=2"*pu@" U+ipt=-)n-,,a2° "J+A=ip(=)n(,a2"""], 

1—iu(—1) s1 v,(a)æn—1, 

—{1—iu({=1)) si t,(a)=n—2, 

H(=1)x-,(a)(l=ip(=1) s1 v,(a)=n—3, 

0, si_ t,(a)én—4. 

4pu(2'°"")e[n. 2* J(a)= 

Posons : 

t=4p(2' ")(1-iu(—1} ‘e[n, 2"*1]—t1+2"_‘/0[n—3]. 

Alors : 

r(a) 0 si _ t,(àa)>n—4, our,(a)<0, 
= 

—l ss O0<r,(a)<n—4, 

donc teF, et # [n, 2” ‘JeF,. La fonction r [n, 2”] est par construction combinaison linéaire 

de t[2, 2*} et des fonctions t[n, c], 2<v,(c)<n—1. Pour n=3, cela démontre l’inclusion 

T,(n)=F, (prop. 12, 4). Pour n=5, soit cel(n), l $v,(c)Sn—2. Il reste à montrer que 

I[n c]e F,. La fonction t[n, c] vérifie en tout cas les conditions (i) et (ii) de la définition de F. 

S1 v (c )<n— }, t[n, c] est combinaison linéaire de fonctions : 

—l 
a'_’n(Vi» ac ), 

pour v; = | (lemme 26). Ces fonctions vérifient (iii) et (iv}, donc t[n. cJe F. Siv.(c)=n—2, 

d’après la définition de # [n, c] et les lemmes 26 et 27, 11, t[n, c| est combinaison linéaire des 

fonctions : 

asnlu "z ac V asnu X deT , 

-l 1 Or v,(c)est impair. n(u7*%,)=n(p""y_.)=3. Ces fonctions sont à support dans 2"-° Z;, 

elles vérifient trivialement (iii) et (iv). Donc ? [n, cJe F. On a donc l'inclusion T,{n)=F,. On 

_ obtient l'égalité de ces espaces en comparant leurs dimensions. 

Soit maintenant n24. n pair. Soit F" l'espace des fonctions t sur Q3 telles que pour ae Q; 

et veZ; 

(1) t(a)=0, si v,(a)<0; 

) t(ao*)=t(a): 
1) t(ax)=r(a),siv,(a)=n—5,0e1l+42;; 

(iv) f(a0)=1(a),sia= —2"-*y4(=1). xe1+4Z,; 

) t(ao)=!(a), s1v,(a)=n—3; 

(v1) t(a) est consiant pour v,(a)=n—2. 

Soit F, l’espace engendré par F" et t,. On vérifie encore que 
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el il faut montrer que T,(n)=F. Soit ce1(n). La fonction t[n, c] vérifie en tout cas (1) et (11). 

Si 1l <v,(c)<n—3, t[n, c} est combinaison linéaire de fonctions : 

aHn(vi') aC"1)a 

pour v? =1 (lemme 26). Ces fonctions vérifient les conditions (iii) à (vi), et f[n, cJe F". Si 

v,(c)=n—2, t[n, c| est combinaison linéaire des fonctions : 

a—>n(h "x ae }, a-—n(u-"x_.ac"") 

(lemmes 26 et 27, 1i). Or v, (c) est pair, n(u * y,)<2,n(u-"x_,)<2. Ces fonctions vérifient 
les conditions (iii) à (vi), et t[n, c]e F". Si v,(c)=n—1 : 

t[n, 2" ‘](a)=2"*y@"")p@""") 

<[ +I)n( %_> a2° HUS HN* a 2* 1N 
(lemmes 26 et 27, 1) : 

t[n, 2" J(a)=2>37@"""}p@" ") 

( +ip0=Mn(e-2, a2°57) 401 =<ip(=-M)n(a, a2°7")] 

x 

(égalité 15, et parité de n}. Donc t[n, 2" ‘]est à support dans 2" -* Z, et vérifie (iii ), (v), (vi). 

SI t,(àa)=n—4, d'après H, 7 : 

t[n, 2" "Ja)=2°524(2"")p 2" JU =ip =M x2(a)({+p(=Dx-.(a). 

Si ae—xo(=1)2"*(1+473), X1 (a}=—%o(=1)=—H}(-1), done t[n, 2" ‘] (a)=0. 
Donc t[n, 2"7 ‘] vérifie (iv) et appartient à F'. Comme toujours, t[n, 2"] est combinaison 

linéaire de #[2, 2°] et de fonctions t[n, c], 2<v,(c)<n—1. On obtient T,(n)SF,. puis 

l’égalité. 

Cas 9. — Onayp=|.|"? %, Les calculs du cas 8, a, déterminent T (r). On doit chercher les 

fonctions de l’espace ŒU (e), 2<e<n, décrit au 8, a, qui s’annulent sur € Q. Le nombre 

v (&) est pair car n(u) <2. Je dis que à, ETÎl (2). En effet, soit ae & Q3*. Alors : 

(û, _'1)=(&3 Ë1)=Xfi(_l)=X0(_l)a 

(2,a)=(, 6)=x.(2)=u2) 2" ". 

H(4)=2"", 

er t,(a)=0 d’'après sa formule de définition. Pour n>2, on détermine facilemeni les autres 

fonctions de T} (n),en remarquant quesiae € Q;*,a=2""b,avecbeZ:,bexo(—1)+42, 

[car (b, — 1)=x%o{=1); 
Cas 10. — Pourn=n=3, T,(n)est engendré par t{3, 1], # [3, 2], t [3, 2°] (prop. 12,5). On a 

t[3,1]=y(—1)p(—1)1, (lemme 26). Pour ae Q} : [ 

t[3,2](a)=2"'y(-2)p(-2)n(1, —a/2) 
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(lemmes 26 et 27, iii), ec y(+2}=y(—1), d’où : 

2°!ÿ(=1)p(-2) si r,(a)=1, 

t[3,2}(a)=<4 —2 ‘y{=1)u(=-2) s1 r2(a)=0, 

0 s1 t,(a)<O. 

D'où : 

1[3,21=2 * y(=1)p(=2)(, =27"[0}. 

Comme n(u)=3, on a U=%; ou u=% » sur Z;. En examinant les deux cas possibles, on 

vérifie que : 

C+ne "2 a)+0-+)n(#""x_04) 

=(1Hip(=)N e A)HA =IHN 26 9), 

pour tous à, ceQ©3. Alors (lemmes 26, 27, i) : 

[[3,23]((1)= Z 2—2Ÿ(2h+3)u(2h+3) 

° 

x[0—ip(=-))n02, a2°"3)+(+ip(=-D)n(x->, a2°"7°}, 

— Sit,(a)=0, rous les termes s'annulent, t[3,2*](a)=0; 

— siv,(a)=1, il reste le terme en h=0 contenant n (x- ,, 42 *), et les Lermes en h =1 : 

t[3,23](a)=2 *p(2){U—ip(=1)n_.. a27°) 

+p(2)[U —ip(=-1)n02, 42°*)+( +ip =MN 2.42 

=2"*u(23)({-ip(=1)u(=1)x-, (a) 

x[1+x2(a)p(2)2°**x(1+x_,(a)p(-1)] 

(IL, 7). Si %- , (a)=p(—1), on obueni : 

1[3,25](a)=2"?p(2)(—ip(=1))O +x:(a)p(2)2" *), 

si %_ , (a)= —pu(—1), on obuent : 

1[3,2*](a)= —2 "p(2°)(=ip(=1)). 

Dans le cas à, i.e.u(2)#u '(2), on peur diagonaliser T; dans T,(3). Posons : 

p 4u”1(4)(u(2)—_u‘(2)) 1[3.23] 

“ @—u(4))(1-iu(=1) 

  

T _ urt T1Q 
+21u (-4)(p@)—u (2))[[3’2]+!u (-4) 

11. 
=n >_ptay ( 
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Grâce à la proposition 13, on vérifie que T, # =24(2)pu(2)1;. Les formules ci-dessus 

permettent de caleuler t; («) pour v,(a)=0 ou |. On obuieni 1)(a)=t,(a), donc t,=t>. 

Comme T,(3) est engendré par r[3, 1], {[3,2] et t3, on obuient l’égalité T,(3)=U(3). 

Dans le cas b, i.e. u (2)=p ‘ (2), T; est unipoient dans T,(3). Posons : 

p= c00 0E0 1[3,29)+2ip(=2)1[3,2]+ip 0= Vpe[5, 1. 

On véritie que T} 15 =2Y(2)p@) (3 +1,), puis 15 =1,. Alors T'H(3)=Ü (3). 

Soitn2 4. Sinestimpair, on véritie que ŒU (e), 3<e<n,esi égal à l'espace engendré par ? 

et l'espace F" décrit au cas 8. Si n esi pair, il est égal à l’espace engendré par ?>, y°[n—3] eu 

l'espace F décrit au cas 8. Les mêmes argumenis que dans le cas 8 démontrent l'égalité : 

T,(n)= ŒU (e), 3<e LA
 

H, 

[bien sûr, on a ici n(u)= 3, contrairement au cas 8. Mais, par rapport à ce cas, on à échangé 

les cas n pair ec n impair, et les arguments restent valables]. 

Cas 11. — On déduit les résultats de ceux du cas 10 de la même façon qu’on a déduit les 

résuliais du cas 9 de ceux du cas &.  L] 

VII. — Formule de passage dans le cas de la serie principale 

On se place encore sur un corps local Q, 

1. Soient p une représentation admissible, unitaire, irréductible de ZNG, # son modèle 

de Whittaker relatif au caractère ÿ, v un élément de Q }, p,=p@x,. On utilise les notations et 

définitions de IV. On suppose vérifiées les hypothèses suivantes : 

(H,) 1. Ô\,(p) est irréductible. 

2. H existe un caractère u de Q, tel que p°—\|.|(resp. p*=|.|) et fi\.(p)œ7—t}l {fresp. 

P.(p)-6,|- 
On supposera que |u|e =|.|", avec r=0. La deuxième hypothèse implique p = T (u, p ”*) 

[resp. p-0(u, u !),eu u #|.|1"*x,] [W], prop. 18. On à fixé en IV, , diverses mesures de 

Haar. Fixons les données suivantes : 

|. un élément W°E€ # , non nul: 
— 3 .r - ‘ - - 

(D,) | 2. pour tout € Q, (p,)—@;", un élément Wje # ,, non nul, Invariant par O. 

(sous p,). 

Attention : conirairement à ce que pourrait faire penser la notation, W2: n'est pas le produit 

par x 0 det d’un élément fixe W* de #. 

La donnée 2 détermine des foncuions u(W,, &) pour tour We # (lemme 5). 
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Soit T le modèle T,(ou T{) de la représentation x,(ou 6,) (V1.1). On fixe un 
isomorphisme /, : T,(p) — T. Si / € # (H), on pose : 

([f 1=l 02 (W P. 

I exisie un scalaire } (v)#0, et, si CeQ(p3=-@ ; 

pour toui / € # (H) : 

p °, il existe un scalaire À (v. &) #O, tels que 

J‘ R(g) 1 (x)u(W0) (g)dg =} (v)t[#1v), 
DAG 

Ï R(g) fx Ju(WY, 6) (g)dg =} (v, Ede[ / J(vE), 
ONG 

(assertion 11). On définit les constantes suivantes : 

(a) on munin H de la mesure de Haar dx autoduale pour W et q. Il exisie une 
lonction « : Q, — C 1elle que pour tour / € # {H) : 

j _f'(X)d«\'=J j R(g)/(x_)dg c(&) dé. 
I L, JO XG 

On peur supposer c localement constante en définissant convenablement les mesures d 

(b) soient e © ,,g€ G, tel queg =anh,aveche O. Il exisie une constante  (&) telle que : [ 

dy =à(5)d" adnd_h; 

(c) soit E€eQ , (p,) - Q5 p » ON pose : 

w@ë)=Ï TPRCOICIRRRS OE 
ü, 

(on montre que ceite intégrale converge [G], p. 1, 36). 

Rappelons que si p'est un caracière de D, , on note L (u', s). e (u”. s), sa lonction L et son 

faciteur e. 

0= x 2 
PROPOSITION 15. — Soit e Q (p,)— Q, 

() 0 (6)#0: 
(1i) on à l’égalite : 

Av, EJh 417* =1 = 1/p)126 1x (=2)[c(E)S(EJO E ‘ e (ux,. 1/2) 
x L(ux,, 1/2)L(p *x 1/2) 

La démonstration 0ccupc le paragraphe suivant : 

2. SiteQ, ®P , ON note n:($) la mesure de Z\O 
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LEMME 28. — Soient E, ae Q, : 

(1) on à les égalités : 

re=uttra,  O,=0'' O, 
_ 3 c T S ‘ 

Supposons SéQ, 

{11) on à les égalités 

c(ca*)=m(Eat)m(E) " |x|c(8), 

Supposons €c Q, (p,) =— 9, " 

(ili) il existe une constante b(&a”, &) telle que : 

d(Ea*)=m(E)m(Ea*) ‘JajôlE 

ia” 2 - ë. 

Wi' b(50{ “ vn e 

(iv) pour tous We # , ge G, on u l'égalité 

u(W,. E g)=m(&)m(Eo} " b{ 0. Eju(W,. éo Mg): 

(v) on « Fégalite : 

à (v. Eu*) c u, 5)T Àw, 5) s-r =u ‘y,(a)ja) ‘“h(£a 

Démonstration. — Le (1) est immédiai. Donc p, ( 
  

-)Wzest invariant par O. L'unicité 

d’un tel vecteur implique (iii). Le (i1) résulte de (1) et d’un caleul de changement de variables 

dans les définitions de c (&) et à (&). Posons n =éu”. Pour (iv), soit RE D, 

Alors (lemme 5) : 

tel que W ( A)#0. 

KOF ÉN g)=WEON v 1 J W\(È hg_Cj)d_ h' 
= 70 TU ‘ 

Posons h’=a_" " hxeOz- Alors d h=m(Emn) " d, h : 

W ë)(gæ=rflë)…(n)“WÎ(”&)‘j W ohg)d,h 
- T z<o, TT 

=m (ê)m(n)”W%(ë)'l c(kaJu (W, N)(9). 

et (iv) résulte de (ii1). Pour (v). soit / € (H), f =ry (d(2})/. On a : 

Av, S)e[JI(VE)= “(x Ju(WYE)(9) dg 

Ï R(g) / (4x Ju(WY. E)(g) dy 

oe 

R(x g) fg)u(WY S)(9) dg. 

oxe 
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d’après (i). Posons h=a "" geO]]\\G. On à dg=m{(n)m{&)"" dh : 

À (v, ë)f[J"](VË)=HI(H)”?(ë)_I“Ÿ(Œ)X\-(Œ)l0fll“2Ï - R(h) f (x<, J u (WY.E)(à h) dh 
oe c 

=bin,5)y(x)y, (x)| x 1* ? Ï R(h) f (x J (WYn)On} dh, 
O, S 

d’après (iv), d'où : 

dv, EU [J TvE)=bln. EJAv, MIVl X ( 1[3 E[F J (vm). 

D'auire part (lemme 19) : 

[4 VvE)=p,(dtapr[y106)=7(o)ix|ple) * 1/ 16n) 

d'où (v) par comparaison de ces égalités. 

LEMME 29. — (i) Soir We #. Il existe une unique fonction F(W,) definie sur 

H—{x:gq(x)=0 | localement constante, intégrable sur tout compact de H, telle que pour tout 

J e $ (H), on ait l’égalite : 

H 
J AWI(F)U0)= Ï f(o) F(W)6)dr: 

(ii) si e Q, (p\.)‘—®:2, pour tous We # , ge G, on à l'égalité : 

F(W)lg !x g)=e (E)u(W,, E)(g). 

où e (J=U—1/p) vl" YS E)12817* WHZ2Y5). 
Démonstration. — C’est la proposition 16 de [W], sauf que dans cette proposilion, on 

n'avait pas précisé la valeur de e,(&). Reprenons le raisonnement. Il suffit de considérer le 

cas W,= WS. Soit f € J (H). posons [=j,(WEx{x,0 det))( f )(wc). Par définition : 

1=J ry(w) R(g) f (<1) W3(9)dg 
ZXS 

=ô(#) Ï r…\\(w)‘R(fih)_}“(x; ) Wi(anh)d”adnd-h. 
2% x0,xZX0. T ' 

Posons : 

s= Ï R(h)/ d:h. 
' ZXo, 
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Par invariance de W£ sous O. : 

l=ô(ë)J ry (w) R() . (x}) W:(an)d”adn, 

8x xo, T 

1=5(&)y(v)|v{*? Î j fo)wtvgla”*x;n.5))dy W{(an)d”a dn. 
Q7 xQ, JH c 

En considérant l'intégrale sur Q, comme une limite d’intégrales sur p" Z,, on obuent : 

1=6(&)yv)|v17? J fo)F,(5)dy, 
H 

où : 

00 D Ï Welan)w(vqai "x n,y)}d adn. 
Q; xp "Z, m# 

Par détinition de f : 

l=ô(ê)“/(V)lVi“Î Î fh yh)F,6)d_hdy =J JO)F(WDO)dy, 
zXo. H H 

avec : 

F(WÎ)U*)=5(E:)V(V)IVl“Ï F, (hyh")d_h. 
z 0. 

Pour y =x., on obtient : 

F(WÈ)(x;)=ô(ë)y(v){vl‘*"‘z m(6)F, (x:). 

Calculons F, (x:). On a : 

n 

p” s1 ae—2vé+p" Z, 

Û, sinon, 

m=>> 

F,(e:)= lim P'”Ï We(a)d”a 
ae—2vE +p"Z, - 

= lim p"‘WÈ(:2VÊ)mes(—2vë+p"fZÿ 
m> 

= Wéi(—2v6) lim p" —1/p)* p "|2v6}7! 
m>s 

=(1-1/p) *12v617" Wi(-2v6), 
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el : 

E(Wi)pc.)=5(6)y(v) [1* *mé) (O = 1/p)7*12v6/7! W 2V6) 

D’autre part, par définition (lemme 5) : 

u(Wi, 6)(0)=m(8). 

En comparanti ces deux expressions, on obuient la valeur de e,(6). O 

On à défini une fonction de Bessel J(b, a) (V1, 1). 

LEMME 30. — Soit Ec Q, (p,)=-Q Q** Pour tout e Q, on a l’égalité : 

uxylo)|e| 2 W{(-2 véu)A , 5) 

—(1=1/p"y(v) 7" |4v|"? 181c I(EI " p(o?)T(véa*, v)A(w). 

Démonstration. — Soin à € # (H). Pour ne Q,, posons : 

1(n)=/(W°)C/ )Gen). 

On à : 

l(n)= Ï r (M) f ) F(WDO)dy 
H 

=j j I‘w\-(n)R(9).l'(X:,)F(WÎÏ)(9"-‘«’hg)dyc(b)db
 

D, J0,XS 

=Ï F,(b)Ww{(vn b)db, 
G, 

où : 

F1(b)=c'(b)ÿ R (9) / (x,) FOW 7" <n9) dy. 

D'autre par1: 

Lin)=App, (endel/](v)= (1—1/P)MVÏ t[ f 1(b) Wn b) Hb, v) db 
” 

(lemme 19), 

1(n)=J F,(b) w (vn b) db, 
G, 

où : 

F,(b)=(1—1/p)\vlA)t[/ J(vb)J(vb, v). 

En comparant ces deux expressions de 1(n), on obtient, par transformation de Fourier, 

F,=F, sur Q,. Pour b=£a”. on a (lemme 29) : 

F,(b)=c(b)e \(b)ÿ \_R(g).f(xh)u(WÎa b)(g) dy =c(b)e (b)A0v, bj 1 
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En comparant avec l’expression de F, (b), et compte tenu du taii qu’on peut trouver / tel que 

t[ / ]|(Vb)#0, on obuent : ' 

c(b)e (b)A(v, b)=(1-—1/p}|viAv)J(vb,v). 

Hl suffit maintenant d’uuliser les formules du lemme 29 exprimant e,{b), et du lemme 28 

exprimant à (v, b), W?,eic, en fonction de à (v,€), W;,etc., pour obtenir la formule de 

l'énoncé. 

LEMME 31. — Soit&e Q (p,)— @;2. La jonctiona-+—> p (a3)J(véo*,v)est intégrable sur Q, 

On a l’égalite : 

L H (03)J(véo?, v) do=(151/p) * [Vl" l2<îl”"‘2”{(V)lf1 X (v6) 

xe(ux,, 1/2) Ltpy,, 1/2) L(p-*x,, 1/2) ". 

Démonstration. — Par changement de variable dans la définition de J, on a l’égalnié : 

H(o?)J(véa?, v)=J(v£, va*). 

D’après la démonsiration de [W], lemme 8, cetie toncuion esi intégrable sur @,. Soit | la 

valeur de son intégrale. Alors : 

1= lim j Mvé, va%)do= $ Î v(u)p”"'(u)W(v&u”*) lim Ï V(vo“ u)dod'u. 
p "E, ; p*Î:,X p" ë, m » kez mi—y 

Par détinition du tacieur de Weil : 

lim J V(voZu)da=|2vu|7!*y(vu). 
p 

” /£ m= ; , 

_— 

v{u)ylvu)=y(v)x,l8), 

d'où : 

=y(v)[2v|7!? Xj px J w (vEu)[u|** d'u 
keZ JpE, 

=":’(V)IZCÊ|_I"ZIV|1H1XV(VË.)XJ. Hx,(u)[u|"*W(u)d"u. 
Kez Jp*2X 

Par définiton des foncuons L et € ([T], p. 522 ec 346), on a l’égalité : 

y J ej" P ud d'u =( = 1/p) * e(p,. 172) Ls L2)LGE us 1/2) , 
p£; keZ 

on en déduii l’égalité de l'énoncé. L 
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Incégrons l’égalité du lemme 30 sur Q,. Le membre de droie devient (lemme 31 ) : 

( —1/p}126/"*|v| " *n" y (vEÏe(&) " 5(6) " Av)e (x 1/2) 

x L{uy,, 1/2)L(p " x,,1/2) ". 

[l est non nul. Le membre de gauche devieni : 

À (v, 6) Î y (o)|e|71 2 Wi(H2 véa) d =X (v. HVE [T p 402 vE) O, (E). 
U, P 

En comparant ces deux expressions, on obuen: la proposition 15. 

3. Soient pcomme au |, v, v'deux éléments de Q. Posonsé =v v" * On suppose véritiées 

les hypothèses (H,) et (H,.). 

LEMME 32. — (i) p,(p) - Py(p): 

(ii) ÉeQ; (p,), E eQ, (pv) 

([W], prop. 18,3, lemme 41. Voir aussi les asseruions 8 e 9). L 

Fixons des données (D,). 

nn - - ; — 2 R - ë . ‘ 

LEMME 33. — Supposons que €=v v" " é Q, ”. Lafonction p, (6) W{ x (x © det) appartient à 

#. et est invariante (sous py) par O: . 

Démonstration. — Par consiucuon, # += # @x . d’où la première asserton. Pour 

geG,heO: : 

[p,(&) Wi x (x » det)](gh)= = W{(yhE) x. (decgh), 

D'après le lemme 28, 1, gh cO, donc : 

Wi(gh&)=Wilg6)=p,(6) Wi(g). 

b ; _ . = 

Posons h= (b;‘ a)° On a det h=a"—h* & ‘, qui est une norme de @p(\;ë), donc 

X. (det h)=1. Alors : 

[pV(Ê)W%><(x;_°det)](gh)=[p\.(ë)W%><(x_-_ odet)](g). O 

Supposons que &ë@;2. On peut fixer des données (D,-} (i.e. W° et des élémenis W{) en 

supposant que l’élément W° est le même dans les données (D,) et (D,.) et que : 

W =p,(6) W£x(x; » det). 

PROPOSITION 16. — Sous ces hypothèses, on a l’égalité : 

dv, EOAVOAVS ES) T A(y) 1= 1617 3p OE —2v)e Ux L/2) 

<Lx 1/2)Lp0tmp, 4/2)6(ums 1/2)7* La 7" X0 1/2) * Ls 1/2)7*. 
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Démonstration. — On applique la proposition 15 aux couples (v, €), (V 
el 

rapport des égalités obtenues. Les termes c, à disparaissent grâce aulemme 28, 11. Les lermes 

& disparaissent. En effet : 

, € ‘)et on faii le 

, (ë—1)= J\@ H’XVE_ (Û)lfl l c42 wÎ_Ï' LË)dfl e J\@ HXve (a)|a| 42 wë(ë)X…(a)da, 

d'après notre hypothèése : 

œ (E ")=1E17" 34 16e (8). (H 

Le lemme suivant nous sera utile au IX. 

LEMME 34, — Sous ces hypothèses, pour tous WNe # ° et ge€G, on a l’égalité : 

m&T"Ju(W,, E E" 9)x: (der g)=m(&) u (W,, E" )(9). 

Démonstration. — Soit Le Q, iel que WË(è)%O. Alors (lemme 5) : 

u(W…ê)(ë__lg)=Wë(à)‘Ï WAAhE " g)d:h. 
- zxo. T ‘ 

Posons h’=ËhëëeZ\ü;». On à deh=m(&)m(&""}"" d h" : 

u(W,, 6)(EC9)=W3@) ‘ ml&) m E" j W,0E" h'g)desh', 
T - Z\Oi ! TS 

m ")u (W,, 6) (E7" 9) x: (det g) 

=m(é) Wi 497" Î W.(AE ‘ h'g)x: (det g) de-s h 
ZOz-! TT ‘ 

Or x: (det h')=1, donc : 

De plus : 
  
  

W,(AE ! h' g) % (det g)=W, (AE " h" g) x: (46). 

x:Qé) WE (A)=WS QE" ), 
d’où : 

m(ET*) u (W,. E E 9) x. (det g)=m (&) W£ OE 

><Ï W QE" h g)des h 
z\oâ_-\ - ° 

=m(ju(W,E )g). C 
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VIII. — Definition des termes locaux 

Soient k un enuier impair, k= 3, % un caracière de Dirichlet délini sur Z, telque 7 (- 1)=1. 

_ 1 \ 142 
On pose Â0=l(_) , 

neèw ( 

1. Soii 9 € S}°*, (X *). On noie M, À ,, €c les nombres noiés M (p4 }. À, (Oa }, etc., au H, 

A, }, P, la représentation automorphe de # 4 associée à @,, S l’ensemble des places r de Q 

telles que p,, , ne soit pas de la série principale 1rredu…ble Soit p un nombre premier. On va 
2 

définir un ensemble 0,(9,)= Q, /0, , un entier n , pour toui eeN, un ensemble 

U, (e, @y} de fonctions définies sur Q, 

2. On pose : 

œ, (p,)={veQ, /075°:3 N>1.3 /e€S, , (N.y. © ).3 n21 rels que: 

(1) l'image de n dans O1/Q,7 est v. (ti) a, (J )#0}. 

On donnera plus tard (prop. 19) quelques propriéiés de cec ensemble & (4 ). 

3.(a) Supposons p#2. Pour ôe C, on détinii les lonctions c, [d]. c# {è]. c, [d]. «, [9]. c, [êI, 

[ô] c,|d]. Ce sont des toncuions sur Q;. à valeurs complexes, à support dans Z, 

SI ueZp, (u)=0, on a les relauions : 

x 

$ c9 [8] (up?") X"*=(1—(p. 4), Xe. p (p) p3 X)U=5X4%6 , (p*) X°)7", 
h=t 

$ e* [6] (up*") X*=(1-à° X}", 
h=0 

F 

Z c, [0] (up*") X"=(1—(p, U), Xo. p (P) p*78&)(1-08X }7 
h=0 

x s 

D cp (O] (up*") x"= } *e, [8} p* X=10 XY 
h=0 h=0 

“e, [8] (w)=0. 
21?(1-6 X}" si (p.u),=—P" " %op p *)8, 

0, sInon. 

. 

S eh [ô] (up*") x" = { 
h=0 

SiueZ, v, (u)=1, on a les relations : 

x 

S, c} [6] (up*") X"=(1-6 X+%0 p (p°) X°J7", 
h=0 

c* [5} (up*") X"=8 (1—8° X} ", 
h=0 ! 

> 

E c5 ](up") x"= F e BJ tup?") x'=(1 -3 X} * 
K=0 Ah=0 
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F 

2 c, [6] (up*") X"=(8—(p, 4), Xo p (p) p * (1-6 X}* 
h=0 

“e, [6] (#4)=d (p=1}7", 

$ e fj up x* . (P TSUTIX) * S u== e 095 8, 
h=0 0, sinon. 

Enlin pour we Z,, on à la relation de récurrence : 

HCp [ô] (l'[p2}=ô (HCp [ô] (u)+!(.p [ô] (U)) 

(b) Supposons p=2. Pour ô€C, on définit les foncuions c* [], c5 [8], cy [8], c* [3]. ‘c [ê], 
‘’es [0], *c [d], à support dans Z,. La fonction c*[6] est définie comme dans le cas p#2. 
SiveZ,, v.(u)e} 0,1}, on a les relations : : 

= (5—(2, 4)2%o,2(2)2°‘2)(4—8X)7", 
2, c5 [8](u2?")X"= / sù v,(u)=0 et (u, —1)2=Xo, 2(—1), 

1S l (1(-&X)"", sinon; 

5-*(1+6&X) " si _ v,(u)=0, 

  

c, [8](u22#) xr… J (15OX)T" si v2(u)=1 et (4 =12=-x.2(=1, 
° (ô—'(23u)2X0,2(2)2_1’{2)(1_5X)Î1, 

b
1
8
 

h 

sI v,(u)=1 et (u,—1),=%o 2(—1) 

, Ô, si _ v,(u)=0 et (u,—1),= (—1), es 61)= | 2 27700 
( O, sinon; 

0 si _ v,(u)=0, 

"c [6}(u)= Î s1 v,(u)=1l et, (u, — 1), = — %, 2(—1), 

25—%o, 2(2)(2, 4),2 “?, 

si_v,(u)=1 et (u, —1),=%o 2(—1); 

60s v,(u)=0, (u,—1),=%o,2(=1) 

et (2, u)2=21/2 X0,2(2…1)ôa 

D c5 [8](422#) X"= 4 2V25(1-3X)TE S va(u)=0, (u, —1),=%0 2(—1) 
h=0 

et (2au)z=_21/2X0.2(2_1)5s 

(1+-5X)", sinon; 
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871(1-8X)" si v,(u)=0, 

(1——ôX)Î1 si _ v,(u)=1 et {u, —1), = — Xo.2(—1), 

æ 21/28(1——5X)”1 si _ v,(u)=1 (u,—1),=%Xo.2(—1) 
s 2h h_— 

? 0,2 

p t (2,0),= —2" 40,7(2798, 
0 si _ v,{u)=1l (ua_1)z=Xo,2(_l) 

et (2, u)2=21/21092(2_1)8. 

Enfin pour ue Z;, on a les relations de récurrence : 

cy [8](u2?)=ô(ez [8] (w) + cz [6] («)) 

cz [8](u27)=5("ez [3] (u) +"ez [5] (4}). 

(c) On peut définir naturellement sur Q, /0, ? une « valuation » v, à valeurs dans Z /2 Z. 

Si veQ, /@;2, eeZ, et si v,(v)Ze mod 2, on définit la fonction y [e, v] sur Q, par : 

, 
sS uevQO, e v,lu)=e, 

0. sinon:; 

l cs 
S1 de plus p=2, on détinu : 

y"{e. v1=0/2) (y[e. v}+yle. S v 

et pour ee Z, Y” [e] et y* [e] par : 

sà v.(u)=e, 

“Te)= À v" [e](u)= 
‘ O, sinon: 

“f"[e](u)—{l ss v,(u)=e e (u.—1)»=—%u.2(=-1). ou s! v,(u)=e+1. 

j 
0, smon. 

4. Délimssons mainienant les ensembles U, (e. ®. ), pour ee N. 

(1) Stm,æ1.A,=0, on note :Î,, le plus petit des nombres m, + 2r,(2), m, +2v,(2)+1 cel 

qu'il existe vew,(p,) avec t',,(\f)Eñl,—m,, mod 2. On pose : 

G sI e<rÎ,,, 

U,le. 94)= < 1vle-m,=2r,(2), v]: vew,(9(), r (v)Ze—m, mod 2 . 

si ezn, 

Remarquons que U, (e, $ ) peut être vide même si eëÎn,. 

. : A ; - ; 297 

(2) Sip#2,m,=1.A,#0 ec péS, on pose n,=m,. On choisit B,€C iel que B,=A,. On 

détinic : | 
B s1 e<n,. 

U,te 0}= LHJ 8 e=û, 
.0,.})= 2 

s1 e>h,. 
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(3) S1 p#2.m,=0.e: % , es non ramiilé, on pose n, =m,=0, e 

tc fÆ s1 e=0 

U, (e. 9,)= (c fa]} sn e=l, 

yle—2. vi: ve@jÿ/@jÿï r,(v)=e mod 2 s1 e=2, 

(4) S1p#2,m,=1.%._ , est non ramihié, et peS, on pose n,=m,= R 

G s. e=0, 

_— > [5*1! - _— U, (e. ® }= @ [X sà e=l, 

‘y[e—2, v]; vew,(@«). t,(v)Ze mod 2; s1 eZ2. 

(5) S1 p#2.m,=0 e % . ESt ramilié, on pose ñ’,= 1. e : 

"\ QÏ ss e=0, 

f, … [a'1! _ , 
U, le. @ )= { v eplepl.'e,tœ,l, s8 e=l e u, #% 

.'_ tF , æ _ _ ‘ 

pe,[e,]. c, [o,] ss e=l e u, =0, 

| y[e—2. v]: veQ, /@f. t,(v)=e mod 2 s1 ez2. 

(6) Si p#2, m,=1. %, , €st ramilié, ec peS, on pose n, =1 et 

G s. e=0. 

U, (e. 9u)= PefA]} s. e=l, 

(yle=2. v}; vew,lo,), ©,(v)=e mod 2} si ez2. 

(7) Sip=2.m,21.4; #0,et2€S, on pose n, =m> + 1. On choisit B, € C tel que B3 = À,, on 

définit : 

(0) si _ e<n,, 

(<*[B2]; si e=H,, 

{y"[e=n,—1]} si e=n,+1, 

(v'le=n,—1], yle-n,—2,1]} si e=n,+2, 
U2(€, (p(1)= Ï_ - - - 

tv"le-na— 1} v'le=n,—2, 1], yle=n2—3,2}, yle=n,=3, —21;;, 
si ezn,+3 e e=n, mod2, 

{Y,,[e_'—ñl_l]a YI[€_EZ——2—, 2]3 Y[Ë“ñ2—3, 1]9 Y[Ê““ñ2_‘3, _1] }.1 

si ezn,+3 e e=n,+1 mod2. 
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(8) Si p=2.m, =0 et % 3(u)=1 pour ue 1+4Z,, on pose n,=2 et : 

[0) s1 e<2, 

{ 5 {&a], €> [05] } si e=2 e u, #u,, 

{e> [oa], c5 [0] } si e=2 e u, =0;, 

(v°[e—3]} si e=3, 

(yle=4 —Xo,2(= . yle=4, xo.2(= I, yle=4 5%o.2(= DI, 
sL c=.   

{v°[e—3], yle=—5, —xo.2(= 1} s1 e=5, 

( le=4, —xo.2(= , y'le=5, 21, 

yle=4,%0.2(=D1, vle=4, 5%0.2(=11}, 
s! ez=6, e pair, 

(Ÿ°le=31, yle=5, —xo.2(=1)], yle—6, 2], y[e-6, — 2} 

s1 eé26,e impair. 

(9) S1 p=2,m,=1,%0> (u)-l pour uel +4/7,, ei 2€S, on pose n,=2 e : 

sl e<2, 
U; (e, LP(])={{Ô 

1 c5 [A5] } si _ e=2. 

Pour e= 3, U, (e. @. ) est défini comme dans le cas &, à ceci près qu'on supprime la fonction 

vle—4, Xo.2(=1)] (resp. yle—4, 5%6.2(—1)}) si e est pair et X()_2(—1)Œœp(@()) [resp. 

SXo2(= 1)Œ('Ùp( ol- 

(10) Si p=2, m, =0 et % » est non trivial sur 1 +4Z,, on pose n, =3 e : 

'J
—)
 

}} sà e=3 e % #0,, 

Q sI e<3, 
V'le- ; 

/ le- 31} si e=3 e %,=0;, 

t [e— 3]; sI e=4, 

  
U, )= 
H 0T 4 {y"le=3], y'[e—5, 1], yle—4 2%0.2(= 191 yle-4 10%0.2(=—11}; 

sù e>5, e impair, 

(* Te=31, vle=5, =2%0.2(= 11 yle=6, 1J yle=6, =1} 
\ si eë5, e pair. 

(11) Si p=2, m,=1, % > est non trivial sur 1+4Z,, et 2ES, on pose n, =3 e : 

QS s1 e<3, U (e, qu)= ) [ 16 90) {…m] v°[e=3]} si e=3 
TOME 60 — 1981 — N°4



FORMES MODULAIRES DE POIDS DEMI-ENTIER 457 

our ez 4, Us (e, ; ) est délini comme dans le cas 10, à ceci près qu'on supprime la fonction 

£—4 2%.2(=)](resp.y[e=4, 10%0.2(=1)})si eest impairet2%4.2(-1)é©,(90) [resp. 
)XU_2 ( —l )ËŒJJ(Q<})]- 

Par analogie, pour la place v réelle, on définit une fonction c sur R° : 

y(k7 244 si u>0, 

CJ = 0 sI u<0 

on pose U- (0, 90)={ cz |- 

5. On pose N=| [ p"". Soient A une lonction de N°° dans C (1, 4), et E un entier divisible 
p 

r N. Posonse,=r,(E) pour tout nombre premier p, et e =0. Soit cz =(c, } un élément de 

U, (e,, © ), le produit étant pris sur toutes les places v de Q. Si n2 1, zeC, Imz>0, on 

»se : 

d (ç E.» A ) =Ô (HSC) n c, (H )° 

f (—C-îE’ Ô)(:)= î , (£[-, ê) (,2nin:. 

n noie U(E, Eus À) l'espace engendré par les lonctions / (cr, À) pour ce | | U, (e,. @u). 

IX. — Le théorème 

Soient k % et % comme en VIII. 

1. Soient T un sous-espace irréductible de , P la représentation de # , dans T. On 

ppose que la composante réelle pp est de la série discrète de poids minimal k/2.Si Nest un 

tier divisible par 4, 1el que % soit défini modulo N, on se propose de déterminer l’espace 

2(N, %, T)(HT, B, 4). Soieni V= # "(u, T)(AV, 4), Vo = VOXa. Pet p, les représentations 
nêw 

Æ , dans V et Va. p l'élément de S, ", (x *) associé à V,. On définit les nombres M, 

, &tc. comme en VIII. Pour p premier, on pose , (T)=Q, (ÔI,) (IV, 4). On définit n ,, et 
p” 

ur tout ee N, un ensemble de fonctions U, (e. T), de la même façon qu’en VIII, à ceci près 

‘on remplace &,(() par @,(T) dans chaque définition. On pose N=] [ p”". Pour une 
p 

icuon À : N* — C et un entier E divisible par N, on définit l’ensemble U (E, T, À } par 

alogie avec l’ensemble Ü(E, u. À) de VIII, 5. On pose : 

QX (p)={ reQ*; reQ; (p,) pour toute place v }. 
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THÉORÈME 2. — l° il existe N tel que S, 3 (IN, X. T)#{O} si et seulement si, pour tout p, 

9(pp)=X()_ p(_1); 

2° supposons cette condition vériftée, ainsi que l’hypothèse (H2). H existe une fonction 

AN A Que(P) — € relle que : 

() si tENS n Qc (P), On à l'égalité : 

A‘(P=L(p©x,. 1/2)e(x6 "% 1/2): 

(ii) pour toute fonction À : N — C telle que À restreinte à N°A Qe (P) soit égale à A*, 

pour tout entier N |, on a l’égalite : 

S, (N, x. TJH @U(E,T,A), | NIE|N. 
Soit S, l'ensemble des places p où 13P estsupercuspidale. Si péS,,soity, le caracière de Q, 

tel que p, soit isomorphe à À,, ou 6,,, T,=T,, ou Tfip. Si peS,, on fixe un caracière u, tel 

que u,(--1)=œ (fi,,) et soil T, un modèle de fiP vérifiant les conditions de l’assertion 7, 

rclatives à u,. On îixe un modèle T de Pr, el divers isomorphismes comme en IV, 2, 3, 4. 

Soient tz l’élément de Tp de poids minimal (sous l’action de Tr), Tr(0) la droite de T, 

engendrée par t. Soit N=| | p" un entier divisible par 4. On a défini un sous-espace T ,(n,) 
de T,(V, 1). On pose n; =0. On a alors l'égalité : 

T, 2(N, X)=T"'(® T,(#,)) 

(HI, B. 4), et : 

SJ\ 2(î\:3 _X_? T)=SÎ1(TR Z(Ns XH))' 

Le lemme 15 implique l’assertion 1 du théorème. 

2. On suppose désormais que pour tout p, g(ôp)=xo_p(—l) et que , Vérifie 

l'hyporhèse (H2). S1 pes, (;3,, supercuspidale), on dit que Î),, est du cas 1, on définit 

l’entier Î1P et les ensembles U, (e) comme en V, 4. Si péS,, on a défini au VI le cas (1 à 11) 

dans lequel se trouve la représeniation f)p, ainsi que l'entier ñ,, et les ensembles U, (e). Le 

paragraphe VIII nous fournit une auvre classilication, un entier Ï'ï,,, e des 

ensembles U, (e, T). , 

LEMME 35., — Les deux définitions de la classification et de l'entier rÎP coïncident. Pour tout 

entier e, il existe une bijection de U, (e, T) sur U, (e). 

Démonstration. — Un insiant de réflexion ei les lormules du HI, A, 3, monirent qu’il suffit 

de traiter la classification. Notons i,i=1, ..., 11, les cas définis au VIII, et y les cas détfinis 

ci-dessus ( peS, ) et au VI(péS,) : 

1° Supposons E)},, supercuspidale, donc du cas l,. Alors ([W], prop. 18). Ppu., €st 

supercuspidale ou spéciale. Si py,, est supercuspidale, il est clair que m, = 1 (lemme 2) et 

).,=0, donc pa,, est du cas l,. Si Pu. p" O(Hy, Ha), HH3 " =|-|,, ON a vu dans la 

démonstration de la proposition 7 que, sous l'hypothèse g(Ôp)=xu_ p(=1}, on a 

p,(=1)=p,(—1)= — 1. En particulier n(p,}>0, n(H,)>0, donc m, =1 etA, =0(IH, À, 3), 

et py, y esi du cas l; 
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2° s E)P n'est pas supercuspidale, la proposition 18 de [W] ec les tormules du IH1, A, 3 
montrent lacilement que les classilhications cofnecident. 

On tixe une bijection s; : U,(e. T)— U, (e), préservant l’ordre dans lequel on a écri 
au VIIL ec VI les éléments de ces ensembles. On demande aussi que c € U,(e, T)et s; (c)aient 
mème support dans Q,. Dans le cas où Ëpmïfic…, avec n(Xo. , H,)=n (x…_},,p,, )= 0. on à 
m,=0,etonfixex,=%o, p},t;1 (P),.%,=%o, p(P)H,(p)(III, À, 1). Alors, dans un sens évident, 
S, préserve les valeurs propres des opérateurs de Hecke (convenablement normalisés). 

Comme u%, ‘p(— ])=1, on peut choisir un caracière u, de Q, tel que uf =H,Xo. » On 
définit dans les ditférents cas une fonction C, sur Q, - Elle est à support dans Z, Pour ae7,, 
he N, on pose : 

— cas |l; 

C,(a)=u,(a); 

— cas 2 (a)si n(u,xe p)=0. 

HpXe p (H, (0)Cp", ajelu ‘ %n 1/2) - si v,(a)=0, 

C,lap")=<4 BHxc h(2")(p". phyl=p)p,(a)(p"*", ajelp "%es, 1/2) 

si _ v,(a)=1, 

où n= n, Rappelons qu'on a choisi une racine B, de À; p Pour detinir l'élèment de U, (n, TX 
; | . 

(b) SI ”(Hp XH. p)=0 : 

D\ — RFalu), 
C[J(a)_ Bp , 

— Cas 5 : 

(î(upflq=_{(l+(P»a)uptp)p_l2)upx&L(p“) si r,(a)=0. 
} (l_Hp(p2)p*Ï)H]]X[Î-Îpp

h) 
Si l.p(a)=l; 

— cas 4: 

21 2(1_1/p)H11X(ÎIIJ(p}I) 

, s1 v,(a)=0 e (p,a),=—H(p)p"", 
C,lap“")= [ 13 

0.s t,(a)}=0 e (p,.a),=u(p)p ”. 

(O—p " )n, x h(p"} si v,(a)=1; 

— cas 5: 

C ((Jp”') {U;»X(Î.îu(P") s1 1‘p(a)=05 

(F-(p, ajp,lp)p " "nx h (p"*) °s v,(a)=1; 

— cas 6 : 

H})X(Î.în(ph) Si rf](a)=Os 

0 si t,(a)=1 e (p,a),= '2, C,(ap?") = c, la) (p, à),=H(p)p 

2114 1/p) px p* *) 
si epld)=1 e (p.4),=—6(p)p 1:2. 
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— cas 7:(a)sin({u%a >)=0, 

u20 52" ps (a)(2", a)yala.a(uayo)Jelu * %> 1/2), 

s1 tv,(a)=0, 

B5n xc 5(2")p>(a)(2"*!, a)y.la.a(us%r-1)) 
xe(u - *75-., 1/2) si _ v,(a)=1, 

C,(a2°")= 

où n=n, : 

(b) si n(ps ‘ %e 2)=0. 
C,(a)=B," 

— Cas 8 : 

H% 512 U— a)ju5(292 *" 

C3 (a2°!)= sI v,(a)=0 e ( —1}h=%o 2(=1). 

| HaXo 542") si v,(a)}=0 et (à, —1},=—%a, 2{=1), ouv,(a)=1; 

— cas 9 : 

H, X0 5(25") sù r,(a)=0 e (a, =—1),=—X%.2(=1. 

ou si v,(d)=1; 

— cas 10 : 

Ho X(Î_12 (2h* ; +[73…) 

, si v,(a)=0, ou stv.(a)=1 ec (a, —1),.= —% >(=1). C,(a2°)= ? }+1_ ) ( )_j Xo 2( ) 

Hs X0 5(2**)0=Q, a)p, 221 7)" 

si_ v,(a)=1 ec (a, —1),=%0.2{=1}; 

— cças Îl : 

jF. l.12 X(Î 1_2 (2hfl+{_w(u}) 

si_r,(a)=0 ou siv,(a)={1 e (d, —1)h,= —%a. 2( 1), 

C_) (([22h)= 0 sI U; (U)=lw (fl, _1)2=X(1.2(_1)7 (23 U)Z=HZ(2)2]'29 

DS poache) 
si v,(a4)=1. (a, —1},=7%4 » (+1) ec (2,4),= —pu,(2)2" ". 

LEMME 36. — (1) Pour tous a, 1E Z, 4#0, #0, on a l’'égalité : 

C,(aa?)=p, X. p() C, (a); 
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(1) pour tout ae Q ; (p,) n Z, C,(a)#0; 

(Gn1) pour tous eeN. ceU,(e, T), il existe une constante b telle que : 

s,(c)=b{c.C,). 
! 

En particulier, si U, (0.T)#{0}.etceU,(0, T}s (e)=c.C, C’est un simple caleul. O 

>. Fixons e V, p #0, tel que e(p)= ® W, (IV, 3). Soit ve @* 1el que l'espace des W*- 

ièmes coefficients de Fourier de T soit non nul. Comme p; est de la série discrète de poids 

minimal k/2, on a v>0 ([W], lemme 12). Quitte à multiplier v par un carré. on suppose 

veN”, v=1. On a l’égalité T,(p)=T ([W]. prop. 26, 27, iv, et (h.). On Hixe divers 

isomorphismes comme en IV, 2, $, 4. 

Pour toute place ©, on pose : 

d tv)=L{p,,. 1/2)7". 

S1ÿ€ G,, On vérile que d, (v)u(W, , }(g)= | pour presque toucv. 1l existe un scalaire b(v) #0 

tel que pour tout ge G, : 

Ï p,(ag)d'a=b(v)[|d, (v)u(W, , )(g) 
U* NAX 5 ! 

([W], prop. 12). Pour tour p. il exisie un scalaire }, (v) tel que pour tout 1, e T, (p,) : 

t ()=A 50J pl MW) 

(assertion 11). Pour toute place v ectoui e Q* (p, ,)+©/", on lixe un élément non nul Wi , 

de # , invariant par O_, (sous p,,). Cela définit une fonction u{W, ,, &) sur G, 

(lemme 5). 

Soient v'eN, v°=1, v* l'unique élément de NYn v" Q" veN 1el que v'=v“ u, 

&=v"*v"'. Supposons que pour toute place v. &e ©* (p, ,). Soit © une place 1elle que 

u, l _ ” P … Ë 

CEQ/, u, EQ/ tel que u7 =E, U, =( ) On vérilie que : 
u. —] 

! 

O_,=U,'D,U,. 
- 

Il existe un scalaire m, (&) tel que pour toui He L'(D, \G,) : 

m,(3) Ï P(U, g)dy=J D(g) dg. 
o_, G, D, <.G, 

Pour geG,, on pose : 

uW 6M09)=m, (E) U(W, , )(U, 4). 

Cette lonction est invariante à gauche par O__,. Si maintenani ÉéQ/ , on a déjà défni 
U(W,. … 6). On note m, (€) la mesure de Z, \O…. Pour toute place v, on choisit une 
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constante d, (v, &) telle que d, (v. } u(WC000- &)(1)=1 pour presque tout v. 1l existe une 

constante b(v, &) telle que pour toui ge G, : 

Ï e,(hg)d.h=b{v, &) []d, (v. Qu(W, ,, 8)(9) 
oê_®zA\oë_A ' t 

([W], prop. 12). Pour sour p, il existe une constante à (v, &) relle que pour tout / e$(H,): 

\Ïo__…\q, R(GI XI U(W, p> EM9)dg =4 v, O lis p 9Js p WTW 

Posons : 

et pour Lout p : 

Bp (V)=d},,(V))&,, (V)Cp (V)* B (V‘ ê)=dp (Vv E.a))"p (V. ê)cp (Vê)' 

On pose : 

B(v)=b{v) [|B.(), B(v, &)=b(v. &) | |B, (V 6)- 

! 
r 

On verra au cours de la démonsiration de la proposition suivante que ces produits 

convergent. Rappelons qu'on a défini une fonction c, (VITE 4). 

PROPOSITION 17. — Fixons v comme ci-dessus. Soient E=||p" un entier divisible par &, 

pour tout p.c,eU,(e,, 1} - 

F=s 0T ( @@ s5e,)X 
]"l 

1° soit veN.v21. S’il existe une place v telle que v'é@" (p,). a,(F)=0: 

2° il existe une constante #0 telle que : 

G) a (F)=äBe)T}e, ( ; 

(ii) pour tout V =v"" u*. avec ue N. v* E N*, tel que pour toute placer.v'eQ/ (p,), on à 

l'égalite : 

a(F)=ôB(v, &) [] € (V" 
; 

où &=v"°v7". 

Démonstration. — On pose t=s(F)=" '(R@(® sy (c,))). Le 1 est immédiat : sl 

P 

v'é O (p,), p, n’admet pas de modèle de Whiuaker relaüil au caracière , . À fortiori 

l'espace des ("-ièmes coefficients de Fourier de T est nul, et on applique le lemme 3. 
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Comme € T=T,(p), il existe f € 4 (H, ) telle que { =/,(@)(/) (IV, 3). On peut supposer 

J1=©f.1(1)=©(i,,0/ , (W,))(/,)(IV,asseruon 5). D’après [W], corollaire au lemme 24, 
: 

et nos définitions, on a l'égalité : 

(16) Wiv,1, 1)=bv)[] L — r ()R(9)F,1) d (v)u W )(9)dg 

Nd Nj W 

S1 t = p est finie : 

Ê W =X p SI NN = A IS (6,) (V). 

Soit à, une constante telle que : 

p-p” 
sr (e,)=0,c,E, 

(lemme 36). Alors : 

]\ [J(W[))(.j}))( ) ôpÀ‘p( )Cp(v)('p(v)' 

Si r es réelle, la loncuion o—/, , (W,)(7/,)(0) (pour GES,;) est un élément du modèle de 

Whitraker de py relatil à . C’est l'élément de poids minimal. Donc ([W], lemme 12). il 

existe une constante ô, telle que pour toui xc R 

h e (Wn)(Ja)(d(0))=5p 042 e 77 

En particulier : 

Ju R(We)(f&#) ( )=Ôr e T =ôge T [V |ËË_… 4C's£'@ (v). 

Alors : 

Wiv, 1,1)=b(v)dge T Jvi 73 xd, (v) Ü5p p(VJA (V)C, (v)e, (v). 

Comme le produit (16) converge, que 0,= | et c,(v)=1 pour presque tour p, on obuent : 

WerD=e S VPTPEPTS) HOTTB ON E 

chaque produit étant convergent. Posons : 

ô=|v |};ÿ”‘"=‘*flô,.. 

La formule ci-dessus et le lemme 3 montrent que : 

(F)=ôB(v Nc 
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Considérons (11). On a l’égalité : 

Wv,11)=Wvu72. 1 d{u))=WivE, 1, d(u)). 

- D'après [W], corollaire au lemme 24 : 

WivE, t du))=bw. D{Jd W 51,, 

où : 

[ =J ry 0 (0))R(G)f (x W E(9) dy. 
0,, XG, 

S1 t= p est linie : 

lp:)"p(v— ê) [l\ p “j\'. p (Wp)} (r\lJ‘ (dp (U))_h,)(Vê) 

=>“[} (Vv Ë:) 6p (dp(u))[i\'. P Hj\'. ;J(Wp)(.fp)] (V'ËJ) 

— 'À']J (V‘ E)) ê])(dp(u)) [s‘;;» ((lp)] (Vê) 

=XA,tv. EJy, oo[u|, H, " () s, ke,)(vEu?), 

d'après l'assertuon 7. Donc : 

[ =4, v Edy,l)Ju| u, J à, c, (vEuT)C, (vEu?). 

D'après le lemme 36, 1, et l’égalité v£ u“ =v'. on obuient : 

lp=ôp:‘}p(u) l U ‘p X(i_ 1p(u]À'p(vw E_;) Cp("fi) Cp (\'!!)- 

Si t est la place réelle, on a E>0 car veQ/ (p,). Soient u, ER* tel que u?=E, e 

U,=(u' l).On à : 
u — 

1, =m, (5) Ï ry (d(u)) R(9) f ( J U(W,)(U, 9)dg 
O, <, . ; 

=ÏD, <6 ryld (u)) R(UT 9) f 0< D uW (9)dg 

=_{ r\jf"(dr(u))R(g)jl (u: \,’1) U(W\'. ? )(Q)dC p 

D, G, 

car U,x.U, ‘=u, x. Donc : 

[ =lu, l“J ry(d,(uu,))R(ÿ) f, (<1) u(W,)(9)dg 
D, XG, 

=w 15375 WICO , C N 

=du|u,17**|uu,|"2 exp(=27v u° ui). 
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Comme vu*u?=v",etc;(v'})=jv | !* on obuent : 

; —k;,4a —2n , 
1p=or | v e T u le | Elr L4CR(V')- 

Alors, en remarquani que 'Î/…u)=)@_ p(u)=1,caru>0: 

—2 

W(v.1,1)=e""|v|f 

  

4(I]ô Î]/ u |Ul X(]J LI))Xb \; E HB (V ; (Î]C, (V’)) 

Comme ue 0” 

[F 0lx = 1. 

D'après la délimidon de à et le lemme 3, la tormule ci-dessus monire que : 

a-(F)=àB(v nc e O 

4. Soient ©* (p) l’ensemble des ve © ” tels que l'espace des ("-1èmes coellicients de Fourier 

de 1 soit non nul, S, l'ensemble des places imies p telles que p, soit du cas 1. / et l 1ES 

applications naturelles : 

l: Q’ip }=> | @ ( VQ05 
j)€5 

Ilon.‘ ; @loc. [—l @ /@:2 

pes. 

D'aprés le lemme 6, ! est surjectives On peut choisir un ensemble 

—fv-;2 À “ (R se L p . 
v=ivsi=l...r,=Q (p)AN°, tel que L, sois bijective. Pour tout i=!...r, lixons des 

racines carrées : 

L(pO%., 1/2) ? e(%e "% 1/2)*? 

Pour chaque i=1...r, on peuc elilectuer les consirucuons du 3, pour v=v,. Soii 

EN A Qs (P). e { t. .r } tel que !(v,)=hoe (1), &=1v; ". Posons : 

A'(t)=B(v, & Blv,) 7" Lip@x., 172* ex ‘ %vs 1/2)17. 

Remarquons que par construcuon ec le lemme 36, 1, B(v,)#0. La tormule ci-dessus détinii 
‘ T e - , une fonction À 1 NT A Qe lp) > C. 

- . T _-. ‘ ‘ . , ; 
ASSERTION. — La Jonction À  vérifie l’assertion 2, ii, du théoreme 2. 

Démonstration. — Soit À une lonction comme dans ce théorème. Soiemt E= | | p‘” un entier 
divisible par N. pour out p, c,eU,(e,. T), 

F=SÏ 1\‘ÏÎI(IE (®S:;'((.p)))' 

p 
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Posons c=(c efl U, ( ) (VIID). Je dis que F est proporuionnelle à f (cz, À) (VIM) Il 

suifit de comparer leurs coellicients de Fourier. Soit neN,n= 1. S'il existe une place t telle 

que né Q* (p,), en ceue place c, (n)=0 (VIII, 4), ec a,(ce, A)=0. De même a,(F)=0 

(prop. 17,1). Supposons que ne Qe (p). Remarquons que pour peS,, le support de c, est de 

la forme n, Z;2, pour un n,e Q, (VIII, 4). Soit ; tel que ! (v;) soit égal à l’image de (np)pesz 

dans | Q (E) p)/Q7*, et & la constante dont l’existence est affirmée par la proposition 17 

peS, 

appliquée à v,. S’il existe pe S, tel quenén, Z, ,onac,(n)=0,donca,(ce, À)= 0. De même 

a,(F)=0 d’après la proposition 17, ii. Supposons que pour tout peS,, nen, Z;2. Alors 

MV;)=hoe (N *). Par construction : 

a,(ce, A)=Blv, ° v; ") B(V 7* L(p@X,> 1/2)2 2040 * M> 1/2) 2 TT c, (m). 
v 

D'après la proposiuon 17, 2, n : 

a,(F)=àB(v,. n°v, J } e (n). 
T 

Donc : 

d,(ce, A)=57" Bv,) " L(p@%,> 1/2)"? 200 * Xvp 1/2)? a, (F), 

d’où l’égalite : 

flcp, A)=57! Blv,) !" L(p@%, 1/2) ZElx * X, 1/2)° 7F 

Sou N=[]p"eN. D'après les proposiuons 6, 11, 14, on à l’égalné : 

T,(n,)=@U,(e,).  n,<e,Én, 

[en etiet, si ê], es supercuspidale, l'hypoihèse (H2) implique l'hypochèse (H') de la 

proposiuion 7]. Donc : 

T,(n,)= @s;(U,(e, T. n,<e,Én, 

T(N %)=®@T'(1,(0)D(@s; U, le, IM. | NEIN, 
E P 

S;\3(l\, Xa'—lÿ)=(—Bs—lût—l( ( )O(OS])U (ep3 )))a Î—\IE1Î\-— 

E 

ec d’après le résuliat ci-dessus : 

s0T (T,(0)@(Os; U, le, T))=U(E. T. A), C 
A 

S, PROPOSITION 18. — Soit tENS N Qù-(p). On à l'égalité : 

A'(1°=L(p@x, 1/2) exc ‘xs 1/2). 
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Ceute proposiuon achève la démonstration du chéorème 2. 

Démonstration. — Soit ie{1 ...r} tel que !(v,)=Lje ({), Posons v=v;, €= tv7*. 

Supposons b(v, &)=0. Alors, par définition A'(t)=0. Supposons L(p@x,, 1/2)#0. 

Alors T,(p)# {0 ! ([W], th. 1) et, comme te Qj* (p), T,(p)= T (IV, assertion 8, et théorème 
de multiplicité 1). L’espace des W*-ièmes coefficients de Fourier de T,(p), donc de T, est non 

nul ([W], th. 1). Alors b(v, &) #0 ([W], IV, 2). Contradiction, donc L(p@x,, 1/2)=0. 

Supposons b(v, &) #0. Alors L(p@x,, 1/2)#0 ([W], prop. 26, 27;1i, th. 1), et l’espace des 

|'-ièmes coefficients de Fourier de T est non nul ([W], IV, 2). On se propose d’appliquer la 

proposition 17 aux deux couples (v, t) et (t, v). On fixe e V, p #0, avec e(p)= @ W, (le 

même @ pour les deux couples). Si vest une place de Qet & é Q “?, on fixe deux éléments WE . 

resp. WË,€l 5> hon nuls de #°, ,> Tesp. Ÿ ve, y INariants par O- ,, resp. Oz-1 , Remarquons 

que véS, par définition de v. En particulier p, n’est pas supercuspidale. De plus v n'est pas 

réelle. On suppose comme au VII, 3, que : 

WË'—&I, p pv, v(Ê) WÊ, v x (Xë v° d€t) 

Remarquons que si p est premier et &€ Q **, on a en fait &e Z, ” car v et v& sont sans facteur 

carré. [ 

Soit peS,. On peut trouver un entier e,et c,e U, (e,, T) tel que c, (v) #0 (VIIT, 4). Alors 

c, (vV&)#0. En effet comme peS,, on a Ée Q ; *, donc Ge Z ,, et c, est invariant par Z>.Si 

péS,, il est clair sur les formules du VIII, 4, qu’on peut trouver un entier e, (égal à O pour 

presque tout p), et un élément c,e U, (e,, T) tel que c,(v)#0, c, (v4)#0. Soit : 

F=s ‘oT * ((R@(® s7 (c,)))- 
p 

D’après la proposition 17 appliquée successivement à nos deux couples, il existe deux 

constantes à, 0'#0, telles que : 

a,(F)=oB(v)[]c.w), — a,z(F)=ôB(v, 8) [ €.(vÉ). 

a,<(F)=3'B(v6) [ [e.(v6), — a,(F)=5'B(VE, E" []e,(v)- 

Aucun des termes intervenant dans ces expressions n’est nul. Alors : 

B(v, &)B(v) ! =a,;(F)a,(F)'(]Je.(v)e,(vé) ")=B(VE)B(VE E ". 

On en déduit : ” 

A"(t)?=L(p@x,. 1/2)e(xo *x> 1/2)B(v, E)B(v) * B(VE) B(vé, E 0T" 

Pour toute place v, posons : 

[,=d, (vé, &" )d,(v, 6J* B, (v, E)B,(v) * B, (V6) B, (VE, 6797" 
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Posons : 

I=b(v, E)b(v)7! b(vé) b(vé, E (TT 4504 EJ ds (VÉ, 67 07) 

(on verra au lemme 38 que ce dernier produit converge). Alors : 

(17) A‘(1)?=L(p@x,. 1/2)e 00 * y> 1/2) TCF 1 1o)- 

On va analyser I et I. 

LEMME 37. — Pour toute place v de Q et tout ge G,, On a l’égalité : 

m (EC"JU(W,, 0> EET! 9)Xe, n (det g) =m (S U (W e ». & *)(9). 

Démonstration. — Si E& Q “*, vest finie et v é S. En particulier, p, n’est pas supercuspidale 

et on applique le lemme 34. Si e Q }, soient u,e Q, tel que u? =E : 

u Î u; * 1 
U — v ; UI= v ; 

° (uu _1) ; (uv_l _1) 

uW ,, DEZ 9)=M(EUW,, 0(U 0É 19 

UO es E M(9)=M,(ET VU0W,e, 0(U 69), 

Mais U,=U,&7", W,2 0= Wy, 0> Ct Xg, » (detg)=1, car teQ ”. O 

Par définition : 

LEMME 38. — On a l’égalité : 

1=L(p®%yes 1/2)L(P@X,> 1/2)71. 

Démonstration. — Il existe une constante àd#0 telle que : 

Ï e(ng)b(—n)dn=ô[| W,(9). 
QNA v 

Pour seC, Res assez grand : 

Ï <pv(gg)lals'”zd"a=ôflj W, ,(ag)|a(3 "" d{a 
QX XA * T @* T v 

=ôL(p®xv,s)fl[L(pv,u,s)1Ï Wv.u(gg)lalî”zdïa] 
v p* T 

Pour presque tout v, le terme local du produit infini est égal à 1, ce produit se prolonge 

analytiquement au moins jusqu’au voisinage de s=1/2. Pour s=1/2, on obtient, d’après nos 

définitions : 

Ï p,(ag)d*a=5L(p@x,, 1/2)]1d,V)u(W, 2)(9), 
Q* NAX c v 
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donc b(v)=8L(p@x,, 1/2). De même b(vé)=0L(p@X,e. 1/2). 

On a l'égalité O, =€E OgË%1- Soit v une place de ©. Il est facile de voir que pour tout 

DEL'(Z, \O;1,0) ! 

Ï Œ(h)dgî.ph=mu(ë1)mu(fi)_lÎ 
Zv\0g-rl’t Z, \O. 

P(ERÉ Jdee h 

Comme les mesures d;-. , et d , définissent des mesures globales, le produit : 

m=][m(E)m E" 

zst convergent. Alors : 

cpvg(hg)d&_-lh=mj Ou(EhE-* g)dçh. 
ÏOË',@ZA\OËJ],A OË,ÛZA\OÊ,A 

On a l’égalité : 

P (6hE " 9)=9 (EhE ‘ 9)%:(det g) xz (det h). 

Sihe O; ,, det h est, en toute place v, une norme de l’extension Q, (\/Ë), donc % (deth)=1. 

De plus , est invariant à gauche par &. Donc : 

cpv&,(hg)dg:h=mj E y(h& " g)deh xz (detg). 
Ï0ê1’@zA\oîiçA Oz, O ZA“O:, A 

D'’après nos définitions, cette égalité devient : 

b(VE E OIT TS (VE, E JUWLe, 0 É (9)1=b, DI Td,(v, &) 

<u(W,y00 SE 9)M, ( Im, 6J* Xe, n (det g)]. 

Donc (lemme 37) : 

b(v, E)b(vE, € 97* = 1 [d,(v6, E d le, T 
v 

€ produit étant convergent. On a calculé tous les termes intervenant dans la définition de I. 

Jn obtient l’égalité de l’énoncé. ( 

LEMME 39. — Soit v une place de Q telle que E Q *. On a l’égalité : 

1= 16157 Xe 002 X0 5 (6)E(Xo, o Xves 1/2)2(Xo, v Xvo 1/2)7*. 

Démonstration. — Comme %; ,= , cette égalité se réduit à : 

I, = 1615 "* Xo, » (6)- 

de plus d,(v)=d,(v&), donc, par définition : 

[= 161e 1616 
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SI v est réelle, 

=X (v, EJA , (v) " A (VE) A (vé, E71) * C (vE)7 C,(v) 7, 

si v=p est finie. 

Si v est réelle, l’égalité à démontrer est immédiate (Xy p (6)= 1 car &>0). Supposons v=p. 

Soientu, e Q, tel que u, =&, et f € # (H,). Par le même argument que dans la démonstration 

de la proposition 17 (calcul de I,), on montre que : 

Ï Ç R(9) f c)u(W, p> 6)(9)dg = lu, 1327 4053 X Up) h W p)Eryy (4 (u5)) fI 
Oâ.fl Gp 

Soit J la valeur commune des deux membres. Par définition de À, (v) : 

S=Ju 17374 43 X (U A VDs p9Ïv, P (Wp)[ryu (4 (u,)) F1) 

= fu, 17324 (45)7 y 05 ) A VI Ppd(UNDLES, p 9Î W 2IN W) 

=Jupl 23 (4p) 85* (05) A p °h ON 5) OIV #B, 

(assertion 7). Mais, par définition de J et À, (v, &) : 

J=A,(v, E)Liy, p°Îv, p (W5IOOI(VE). 

Comme v&=vu;, on obtient : 

À, (v, E)=A,(v}lu, | 245 * X,(Up)- 

De même : 

ÀA (vé, E 1)=A,(VE) u5"12 p 2045 , 

d’où : 

A lv, EJAp VI A (VE)A , (vE, 679 1= 1615745 6. 

Or &eZ;", donc (lemme 36, i) : 

C,(v6)* =H, xo, p (6)C,(v}*. 

En regroupant ces deux égalités, on obtient la formule cherchée. 

Soit p un nombre premier tel que âë ©, “2 (Sl v est réelle, on a v>0, v&>0, donc Ee Q *?). 

Par définition de v, péS,, donc ppmn ou ppw6 .PouraeQ; (p p) N Z,, posons : 

J,(a)=p,(a)C,(a) *e(a,xes 1/2)L(ppXas 1/2)L (, ‘ Xas 1/2) * Lpa, ps L/2). 
LEMME 40. — Soit p tel que Eé Q ” : 

(1) il existe une constante à, #0 telle que pour tout ac Q, (5p) avec vp(a)e{0, 1} ,ona 

l’égalité : 

J,(a)=8,%o, p(4)€(Xo, p Xas 1/2}; 
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(1i) on a l’égalité : 

1= 16157 Xe p F2VIT II (V 
(ili) on a l’égalité : 

1= 1615* Xe, p@Y)Xo, p (6)E(Xo. p Xves 1/2)2 X0 Xy> 1/2)7*. 

Démonstration. — On est dans la situation où on peut appliquer la proposition 16 au 
calcul de À, (v, 6)A,(v) * 2 (vE)A, (v&, &7")7". La définition de I, conduit à l’égalité (ii). 
Le (i) et les formules du II, 7, donnent alors (iii). Démontrons (i). On abandonne les 
indices p. Il s’agit d’un calcul cas par cas. Dans les cas 2, 3, 5, 7, 8, 10, on a 

Pa - T(HXas H* Xa); donc : 

L(p,. 1/2)=L(uxes 1/2) L (* Xas 1/2), 

Ha)=p(a)C(a) *e(uxe, 1/2)L(uxas 1/2). 

Cas 2. — Le caractère u* est ramifié, donc n(ux,)>0 et L(uy,, 1/2)=1. Posons 

n=n,=n(y)=n(%e) : 
(a) Supposons n(uxo) =0; 
— si v,(a)=0, %, est non ramifié. On a les égalités : 

C(a) *=u-*(a)eu "x> 1/2)7?, 

8(HXa> 1/2)=xa(P")e(u, 1/2), 

E(Xo Xas 1/2)=%a(P")E(Xo, 1/2), 

E(Xo, 1/2)=e(xopu *, 1/2)=uxo(p"")e(u7*, 1/2) =HXo(P"Ju(=1)e(p, 1/2)7*, 

H(a)=xo(a)"". 
On obtient : 

J(a)=00 Xo(a)E(Xo Xas 1/2), 
où : 

00 =HXo(P")p(=1)e(u, 1/2}?e(p7*x,, 1/2)72. 

— Siv,(a)=1; on écrit a=(ap”‘)p, avec Xap-1 NON ramifié. On a : 

C(a)*=uxo(p)(p, —1p *(aje(u*x,…, 1/2)72, 

E(HXas 1/2)=Xap- (P")e(ux,> 1/2), 

E(XoXas 1/2)=Xap- (P")E(Xo Xp> 1/2), 

E(XoXp: 1/2)=Uxo(P ")e(u "x> 1/2) =uxo(p7")p(=1)(p, —1)e(ux,, 1/2)7*, 

u(ap”*)=x%o(ap""}"". 
On obtient : 

J(a)=0, Xo(2)E(Xo Xa» 1/2), 
ou : 

51 =HXo(P")p(=1)e(ux,, 1/2)e(u 7* %prs, 1/2)77. 
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— Il reste à montrer que d, =5,, i.e. : 

e(u, 1/27e(p7*x,, 1/2)-?=e(ux,, 1/2Pe(p 7* %, 1/2)72. 

Grâce aux formules du II, 7, cette égalité devient : 

e(u, 1/2e(ux,, 1/2)?=e(ux,, 1/2)7e(uxgei, 1/2)°. 

Si n est impair, %, =X> Xy"1 = 1, l’égalité ci-dessus est triviale. Si n est pair, on a n22, i.e, 
n(u)=2, et on applique le lemme 1, 3 : 

e (uX,> 1/2)=x,(-a(n)p"")e(u, 1/2), 
d’où : 

e(ux,, 1/2°=e(p, 1/29. 

{b) Supposons n(u ‘ x%,)=0. On a les égalités : 

C(a)7?=p""x0(p”), 

E(UXa» 1/2)=€(UXo * XoXas 1/2)=HXo (P "Je(XoXas 1/2), 

plap—")=% (ap—"), 
d’où : 

J(a)=8%0 (A)E(Xo Xa » 1/2), 

avec : . 

5=UXo (P ". 

Cas 3. — SL v,(a)=0, , Xo» HXa SONt non ramifiés. On à : 

C(a) *=(1+px,(r)p7V2)7?=(1-u(p")p " *(1=uxa(p)p7"?} 

=(1—p(p*)p7") ? L(uxe. 1/2) ?, 

8(“Xa: 1/2)=8(X0Xa» 1/2)=19 

u(a)=%o(a)=1; 

— siv,(a)=1, on a n(ux,)=1 et : 

C(a) *=(1-p(p*)p7")7?, 

L(uxa, 1/2)=1, 

e (HXas 1/2)=€(hXo " Xo Xar 1/2)=#"" Xo(P)E(Xo Xa> 1/2), 

[ plap”‘)=x%o(ap "). 
Dans les deux cas : 

J(a)=ôX0 (a)8(XO Xa» 1/2):‘ 

avec : 

ô=(1-u(p®)p""}?. 
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Cas 5. — Ici px =Xolzx =Xplzx- Si v,(a)=0, on a n(yux,)=1, et : 

C(a)=L(uxa, 1/2)=1, 
8(“'Xa: 1/2)=8(HX0—1X0X117 1/2)=HÎ1X0(p)S(XOX-Æ‘> 1/2)5 

H(a)=%o (a). 

Si v,(a)=1, ux, est non ramifié : 

Clay *=n""xo(p")(4—uxa(p)p7"2P=p""xo(p*)L(yuxe, 1/2)77, 

E (HXas 1/2)=8(X0Xa: 1/2)=1, 

H(ap ‘)=xo(ap""). 
Dans les deux cas : 

J(a)=ôX0 (a) 3(X0 X.aa 1/2)7 

où 0=u " Xo(p). 
Cas 7. — Le caractère u° est ramifié, donc n(u)>4, n(ux,)24, et L(ux,. 1/2)=1. Posons 

n=n=n(p) : 

(a) Supposons n(uxo)=0; 
— Ssi v,{a)=0, on a n(x,) <2, on peut utiliser le lemme 1, 3 : 

C(a) *=p *(a)(a.a(yx,), —1)e(p7* x> 1/2)7? 

=n *(a)(a.a(uxz), — 1)e(uxy, 1/2)°, 

&(HXa> 1/2)=%a(—a(p)2")e(u, 1/2), 

E(Xo Xar 1/2)=Xa(=2(Xo}2")E(Xo. 1/2), 

E(Xo, 1/2)=Hx0 @ ")u(=1)e(p, 1/2)7", 

H(a)=xo(a) . 

Comme xolzx =H ‘|zx; 0n a a(xo)= —a(u), d’où : 

J(a)=50XO(Ù)S(XOXw 1/2), 

avec : ‘ 

00 =HX0(2")u(—1)(a(ux51), —1)e(p, 1/2)° e (uxa., 1/2)?; 

— siv,(a)=1, on écrit a=(a27")2, avec n(}, ) £2. Alors : 

C(a) * =pxo @)(a.a(uxz5:), —1)e(uxg-, 1/2)°, 

E(UXas 1/2)=%220(—a(HX2)2")€(pux2, 1/2), 

E{XoXas 1/2)=%2a(—A(Xo X2)2") E (Xo X2> 1/2), 

&(Xo X2s 1/2)=#%0(2"")uxa(=)e(uxz, 1/2)7* =nx @7")p(=1)e(ux,, 1/2)7", 

p(a2"")=x(a27"}"", { 
On obtient : 

J(a)=0; Xo(a)E(Xo Xa> 1/2), 
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avec ; . 

8, =pxo(2")p(=1)(a(ux2-1), —1)e(uxz, 1/27 € (uxg0, 1/2)°. 

Il reste à montrer que d, =ô,, i.e. : 

(a(HX2"), _1)8(H= 1/2)28(|—1X2”9 1/2)2=(G(HX2"“)a _1)8(|‘1X29 1/2)28(’“lx2"“3 1/2)2 

Si n est impair, n25, donc la partie entière de (n+1)/2 est =3, 1.e. >n(x,). Alors 

a(ux,)=a(u), et la formule est immédiate. Si n est pair et n=6, on a de même a(ux,)=a(u), 

et, d’après lelemme !, 3,€(ux,, 1/2)? =e(u, 1/2)*, d’où l’égalité ci-dessus. Supposonsn=4. 

Pour ue Z,, %,(1+4u)=#(u2""). On en déduit : 

a(ux2)=a(u)+2, 

(a(uxa), —1)= —(a(u), —!) 
Le lemme 1, 2, montre que : 

e(u, 1/2)=p(=a(u)2*)w(=27* a(w)), 

e(pxa, 1/2)=px2(—[a(u)+2127*) d (=[a(u)+2]27*), 
d’où : 

e(uxa, 1/2)*=e(u, 1/2)*p(4+2a(p)71}* (-273). 

Or (1+2a(u)7!)*e1+2* Z,, donc : 

p(14+2a(p) "* =1. 

De plus p(—273)*=#(—27")= —1, d’où : 

e(ux2, 1/2}*= —e(p, 1/2)*. 

On en déduit l’égalité à démontrer. ; 

(b) Si n(u-*x9)=0, le calcul est analogue à celui du cas 2, b. 

Cas 8. — Si v,(a)=0, et (a, —1)=%o(—1), HX, est non ramifié. Alors : 

C(a) ?=%087"(2°)(1=px2(2)27"2P=xou7'(2")L(uxes 1/2)7, 

8(”Xm 1/2)=5(X0Xa5 1/2)=1: 

H(a)=xo(a); 

— siv,(a)=0, et (a, —1)= —Y,(—1), ou si v, (a)=1, on à n(ux,)=2+vz(a). Alors : 

C(a)=1, 

L(ux,, 1/2)=1, 

e(uXas 1/2)=e(UX0 * XoXas 1/2)=H7" %o (2°°) E e Xas 1/2), | 

p(a2—)=%0 (a2-"), - ; 

Dans les deux cas : 

[ M(a)=3xo(a)E(Xo Xas 1/2), 

TOME 60 — 1981 — N°4



FORMES MODULAIRES DE POIDS DEMI-ENTIER 475 

dvec : 

5=XoH " (2°). 

Cas 10. — Si v,(a)=0, ou v,(a)=1 et (a, —1)=—%o(=1), XoXa est ramifié et 
H(Xo Xa)=3—v,(a). On a : 

C(a) *=%op "(2-"%), 

L(uxa, 1/2)=1, 

E(HXg> 1/2)=p"" X0 (27") E (Xo Xa> 1/2), 

p(a27"9)= % (a27"), 

— siv,(a)=1 et (a, —1)=%9(—1), %o X, €st non ramifié. On a : 

C(a) *=xop "(2°)(=pxa(2)27"°=%op7"(2°)Luxas 1/2)*, 

E(HXas 1/2)=ElXo Xas 1/2)=1, 

u(a2”")=xo(a2""}. 
Dans les deux cas : 

[ J(a)=0%0 (a)E(Xo Xa> 1/2), 
avec : 

5=%oH " (2). 

Cas 4, 6, 9, 11. — Ici p,— 0 (ux,, H-* X,), donc : 

L(p,, 1/2)=L(uxa, 1/2), 

J(a)=p(a)C(a) * e(yxa, 1/2)L(uxg> 1/2)7 LH* Xas 1/2)7". 

Je dis que pour ae Q, (p p) N Z, Cette expression a même valeur que l’expression de J(a) 

dans les cas resp. 3, 5, 8, 10. Notons C (a), C'(a), les fonctions C du cas resp. 4, 6,9, 11,et du 

cas resp. 3, 5, 8, 10. Il s’agit de montrer que : 

C(ay?L(p"*x,, 1/2) ! =C'(a) *. 

Si p-* %, est ramifié, L(u7*x%,, 1/2)=1, et on vérifie sur les formules de définition que 

C(a)=C'(a). Si p*y, est non ramifié, on a u*x,(p)= —p'” [en effet, u?=|.| et 

HXa# |.1"? puisque ae Q * (p,)]. Alors : ; 

L(pu7*Xas 1/2)=(0=p""%a(p)p7"?)7!=27". 

On vérifie sur les formules que C (a)=2!? C’(a). D’où l’égalité désirée. Le calcul dans les cas 
4, 6, 9, 11, est donc le même que celui des cas 3, 5, 8, 10. ( 

Les lemmes 38, 39, 40, et l’égalité 17, montrent que : 

A°(0)°=L(p@%ves 1/2)E(X0 * Xves 1/2)11T1815 7 Xe, e (2 V) X0> (611- 
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Comme &, ve @*, le produit infini est égal à 1. Comme vé=t, on obtient l’égalité de la 

proposition 18. L] 

6. On revient au problème du J. Soient p ES} "1 (X*), V, le sous-espace irréductible de 

À# 0 (x/) associé à Po: V=V0o®%o"; Po et p les représentations de # , dans V, et V. 

LEMME 41. — Soit N un entier tel que 4|N,X est défini modulo N. On a l’égalité : 

Sp/2 (IN, X Po)= zsk/2 (N %> T,(p)). 

sommé sur les ve Q* tels que : 

(1) v>0; 

(ÿ) T,(p)#{0}: 

(iii) pour tout p, O(p,(P,))=%o, pl H- 

Démonstration. — Soit T un sous-espace irréductible de <#/90 tel que # (, T)=V et 

S,2(N,X, T# {0} - Soit ve @* tel que l’espace des ("-ièmes coefficients de Fourier de T 

soit non nul. Alors # (W", T)# {0} ([W], prop. 26), et # (w", T)=V®@x, ([W], V, 4), donc 

T=T,(p)([W], prop. 27, iv, et théorème de multiplicité 1). Comme S, (N,X , T)# {0+, 

on à : 

1° p,(pp) est de la série discrète de poids minimal k/2, donc v>0 ([W], prop. 20); 

2° pour tout p, © (Pp,(p))=%o, (— 1) (th. 2, 1). [ 
Réciproquement #" (, T,(p))=V pour tout ve Q” tel que T,(p)# { 0 } ([W], prop. 29). 

Le lemme résulte alors du corrollaire à la proposition 4. U 

ProPosITION 2 (Flicker). — 1l existe N tel que S,,2(N, X> Po)# {0} si et seulement si 

l’hypothèse (H1) est vérifiée. 

Démonstration. — Soit S l’ensemble des places v telles que p,,, n’est pas de la série 

principale irréductible. Si p é S, 1l existe un caractère u, de Q ; tel que po, p - (,, p> Ha, p), OÙ 

M p=HpXo,p,  Hzp=Hp Xop On à u, p(=1)=H2, (> 1)=H,%o, p(-1), et 

p,-T(u,. H, !). S’il existe N tel que Sy2(N,X , @o)# {0}, il existe veQ” tel que 

Q(B\.(pp))=xo_ p(=1) pour tout p (lemme 41). Pour péS : 

© (p,(p,)=x p(—1)e(p,, p> 1/2) 

(assertion 10). Or p,, , " T(H, Xv. p> Hp ° Xv, p)ELE(Pu, p° 1/2)=u,%v p (— 1)([IL], p. 105). On 

en déduit %o, p(—l)——-up(—l), donc p,, ,(—1)=H3, p(-1)=1. ‘ 

Supposons que pour tout péS, }1,, p(=1)=Ha, p(-1)=1. Soient p;, ,> H2, p des caractères 

de Q ; tels que H p= H, p> HZ , =Hz, - Notons G, le groupe métaplectique revêtement de 

degré 2 de G, # , son algèbre de Hecke. Il existe un sous-espace T irréductible de l’espace 

des formes automorphes paraboliques sur le groupe G, , de caractère central Xo. tel que pour 

tout péS, x, - T(H1, p> H5, p), OÙ R = ®T, est la représentation de # , dans T ([F], th. 5, 3). 

Rappelons que pour p#2, le groupe K,=GLy(Z,) est scindé dans Gp, ce qui permet de 

l’identifier à un sous-groupe de Gp. 
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LEMME 42. — Il existe un entier N divisible par 4, tel que x soit défini modulo N,et teT, 

t#0, tels que : [ 

(1) si pkN, pour tout keK,, JÏp(k)g=£,' 

. . a b - 
(GI1) si p|N, p#2, pour tout k= (C d)er(vp(N)), T,(k)t=%0, p (4 }t; 

(Gii) pour tous ae1+47,, beZ,, ceNZ,, deZ }, on a les égalités : 

01 Pn Nn Rl* %, N 
TE2 0 1 Î—Tt2 c 1 £ £» 0 d _XO 2(C ) 

(iv) pour tout OER : 

Tn (K(0))1=e%#2 ; 

Démonstratian — Les assertions (1) et (iv) sont Immédiates : pour presque tout p, n est de 
classe un, et x, est de la série discrète de poids k/2 ([F], 5, 3). Choisissons pour toute place p 

un modèle de Whittaker T , de Tcp relatif à V, [GPS], et considérons l’espace des fonctions 

a—>t,(a), pour t,€ T. Par des arguments standards, cet espace contient l’espace de 

Schwartz S (Q ;). Soit t E T , tel que !,(a)=car(Z, ; 4). En remplaçant au besoin / , par : 

J Ïtp(gÿ)£pdxadb, 
Zx xz u 

on peut supposer que ! , est invariante par ÏcP(Ë) et T,(a)pour be Z,,aeZ;.SideZ; ,ona 

Lo 2)-00 6 )d__… 
et z(d) appartient au centre de G, . Alors 7 ( ) =%Xo. pl . Posons U,=Z, , sI 

l’égalité : 

p#2, U,=1+47,. L’ensemble : 

a Q Ç 
{(0 d);anp,deZp }, 

est un groupe abélien, contenant : 

a 0 Ç 
{(0 d);anp, delfi}, 

comme sous-groupe d’indice fini, D’après les propriétés de t ,, il est clair par induction qu’il 

existe un caractère n de Z * tel que n° =xâmz x el : 

- /a 0 
tn ‘(d)d‘ad’d+0. L… (0 d) n° (d)d’ad’d# 
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RemplaÇons {, par cette intégrale. Alors pour tous be Z p: YHEU,, deZ; : 

- - 0 R,(b)1,=t,, (â d) =n(d)r, 

Il existe ve Q* tel que n =Xo, pXvzx - On peut supposer v p(v)£0. En remplaçant t p pPar 
1ÊP (v) t,, ON peut supposer N =% pzx. Comme 7t est adm1smble Il existe un entier ñ, tel 

0 

Î 
par p”, t, vérifie la condition (it) ou (it1) de l énoncé. ( 

Î que ? , soit invariant par 7 p ( ) pour tout c tel que v,(c)=n,. En choisissant N divisible Î C 

LEMME 43. — Soient t et N ver1fiant les cond:t:ons du lemme precedent t la restriction de t à ; S <G,. Alors t#0, et tefl,Ç,2(N Xo)- 

Démonstrationn — Comme L#O0, il existe geG, tel que t(g)#0. Comme 
A"=Q"(R; x [1,Z;), il existe ae Q* tel que a‘detg=(d,), où d nERT,d,€ Z* pour : 

0 ‘tout p. Soientu=,/d, , g'l’élément de G, de composante réelle ( 0 u ) , de composante en 
[ 0 \ ; { 

p (0 d ) Il existe ceS, tel que g—acog'. Or t est invariante à gauche par a et se 
transforme sous g' par un scalaire non nul (lemme 42, et g;, est dans le centre de Ë r)- Donc 
t(0)7£0 et t#0. Il est clair que tesä'0 Considérons les conditions (1) à (v) définissant d k2 (N, Xo). Il est clair que ? les vérifie, sauf peut-être (Gii). En p=2, on a p> (d(x)) t =y, ( X)Xo, 2(*)-! t, pour œel+4Z, (lemme 42, iii), et il faut voir que cette ‘relation est vraie pour tout œeZ;. Comme Z}/1+4Z,={+1 }, Il s’agit de prouver l’égalité : 

p2(d,(=1))1=72(=1)x0, 2(—1)1. 
On a d,(—1)=z,(—1), et pour tout v, z,(— 1) est central dans S,. Pour ceS, 

52(d2(—1))î(0)=t(022(—1))=f(22(—1)0) 

=É([Z(—l), (—*15 ——1)2](nZU(—I))CÎ) 
DÆ2 

=(-1=D266([12,(=1))= —P(TT2,6=1))e 
v#2 v#2 

par invariance de t sous S, . Pour p#2 : 

Ppl&,(—1))t=x0, (— 11 
et : 

5R(ZR(_1))Ï=5R(Ë(Ë))t=eikmz Ê 

[T x. ,(+1)=x0,2(—1)%o a(=1), 
p#2 

Mais : 
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Xo,n(—1)=%p(+1)(=1)$7- 12 Z(= 1)@- 172 

eikm‘2=ein/2(_l)(k—l),‘2= _ç2(_ 1)(-1)#-57, 

d’où : 

6(qu(—l))t= '“'ÿ2("1)X0,2(—1)Ë 
v#2 

et : 

62(d2(—1))t(Ü)=Ÿ2(_1)XO,2(_I)Î(Ü)- LJ 

LEMME 44. — Soit f =s-*(t). Alors fESy2(N, X> Po)- 

Démonstration. — Soit S' un ensemble fini de places contenant S, tel que pour péS', t soit 
invariant par K,. Soit péS'. Comme x w1r(p1 p> H, p). Un calcul classique montre que : 

2 

n,[u t+ {p, u) up - t 
uezä,zzp P( ( 0 1 C HE(Z%ZP) *x 0 p 

- (1 01\_ +np(0 p? 1=plu, p (P)+Hz, p(p))t. 

On a les égalités : 

| z,(p), (p, —1),ld,(p), 

    

=[Zp(p): (pa ül)p]dp(p_l)' 
p 

1l 0 

0 n 

Posons : 

= X T,(ud,(p)t+ S (p, —4) R, (up")t+r,(d,(p7")}1. ueZ,,/pllr, !JE(ÎP/[)ÎF]X 

Alors : 

(P = D,X,(2,(p)f'=p(u, , (P)+u> ,(p))t. 

Soit ceS,. Les éléments z,(p) commutent à c&. Par le même argument qu'au lemme 43 : 

R,(z,(p))t'(0)=(-1, p),*([] 2( !)r'(o). 
rzn 

Soit ee{ +1} tel que pee+4Z,. Alors z,(p”‘)=z,(e)z,(e p”"), et ep ‘el+4Z, 
D'après le lemme 42, et puisque z…p" !) est central : 

ñ(IÏ z (p r =( ÜXO r ) Xo. 2(8)"2 (z2 (8)) Xo p(P)Xo. '>(8)7Ï2 (z,(2)) 1 l'Ép t£Æp 

Par ailleurs, u,, ,(p)+H> p(p)=k,=},(Po) (III, A, 3). On obtient ; 

Xo. p(P)Xo. 2 (€) t'(6 7, (£))=p A,!(0). 

Pour ceS,, t(o)=1(6), 1'(o)=T,t(c). Donc : 

Î[)I(GZZ (8))=pXO. p(p_l)X()_2 (8)?Lp Ï(G) 
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Mais IE<%ÏÏJ,2(N, %0), donc Îpre=szÎ}w.2(N, Y0 }, donc : 

ñz (z2 (€)) Tp 1=Y (E)Xo, 2 (8)Îp Ê 

Par réciprocité, Ÿ (e)=7, (p)=Ÿp(p)_l, et finalement : 

— 

TpÏ(Ü)=PX{_).p(PË1)ŸP(P)ÎLP
I(O')_ 

D’après le lemme 4, f €S,,2 (N, X Po)- L 

Donc S, (N, %, 90)# {0}, ce qui démontre la proposition 2. 

ProPOSITION 19. — SupposbnS l’hypothèse (H1) vérifiée. Alors pour tout p : 

() 0,(90) #0 
(ii) si péS, 0,(90)=0;/0," 

(Lii) sÉpo. p VOU. p> Hz p)e1Hy ,( 1)=63, ,(=1)= |,0,(p0)=9, /@;2_‘{ v},oùvest 

tel que u, pXo.p=Xy1 - 15 % 
(iv) si Po. p V O(Hy, p> Ha, p) € Hy, ,( = 1)=H2. p(=1)=—1, œp((P0)={v}‘ où v est défini 

comme au (iii). 

Démonstration. — Comme S, 2 (IN, X, ®0)# { 0} (prop. 2), le (i) est évident par définition. 

D'après le lemme 41, il existe v, € Q* tel que T,,(p)#{0} et 0(p,,(P,))=xe. ,(— 1). Les 

lemmes 6 et 41 montrent alors que : 

Q, (Pn (p,))Epleu) < V Q (,, (P2)) 

union prise sur les v, € O, tels que (_x)ÿ(f3… (p,))=Xo. p (— 1). If suffit de démontrer que pour 

tout v, vérifiant cette égalité, Q, (pv, (p,)) est l'ensemble défini dans l’énoncé. Pour tout p tel 

que Po. " T(H}y. p> Ha, p) OÙ G(}4y, p> Hz, p); POSONS H, =H, p Xo. p Soit v E Ü, comme ci- 

dessus. 

Si péS, p,-7(u,. H, ‘}. et Pu,(Pp)*F, ([W], prop. 18). Alors Q, (P (0,)=95/05 
(assertion 8 et [W], prop. 18). 

1/2 

Sl pPNO-(le . |H29 ‘le , |_1;‘2)9 avec X\'(Fl)=X().p(_l)a on à pvl.f1N6(vall l > 

Xw | 17 727). Alors : 

© (py, (P,))=%, (=1)e(py,.p. 1/2) 
(assertion 10), donc : 

y,(—1) si vv, éQ,”, 
9(pv1(pp))= { _X\('“_1) Si vv, E@;Ë) 

— 

([JL]. prop. 3,6). Comme g(f)… (p,))=Xo. p (— 1), on a VV1€Ë@;2. Alors E)… (pp) - 0,,> Et 

O (P,,(p,)=0;/0;"— {v} ([W], prop. 18, et assertion 8). [ 

Si p,- 0011 -152, x,11712), avec x,(=1)=—%e.p(=1), on a de même vv,eQ ”. 

Pu, (p,) est supercuspidale et Q, (P., (p,)={vi C 
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LEMME 45. — Soient v,, v, deux éléments de Q” tels que T, (p)# {_0}, T,.(p)#{0}. Si 

T,,(p)#T, (p), les ensembles Qc (Py, (p)) et @lfic(Ô\_.l(p)) sont disjoints. 

Démonstration. — Sils ne sont pas disjoints, soit u appartenant à leur intersection. Pour 

i=1 ou 2, et toute place r, #"(W, T,(p))=V. vueQ; (p,(p,)), donc p,(p,)—P.(p,) 
(assertion 8). Donc p, (p,) - Py, (p,), et T, (p)= T,.(p) d'après le théorème de multiplicité 

un. [ 

Soit te N* S’ilexiste ve Q*, telquev>0,T,(p)#{0}.e(p, (pP,))=%o. p (— 1) pour tout p. 

ette O. (p,(p)), on pose A (1)=A'(t),où T=T,(p)(th. 2). Ce nombre est bien défini d'après 

le lemme ci-dessus, Sinon on choisit une racine carrée arbitraire A(r) de 

L(p&y,. 1/2)e(xo ‘ x,, 1/2). On a ainsi défini une fonction A :N° — C. 

nèw 

THÉORÈME 1. — Soit QHES; _ , (Â2)' Supposons que p, vérifie les hypothèses (H1)et (H2). La 

Jfonction A définie ci-dessus vérifie les propriêtes : 

(1) pour tout teN” : 

A(1)?=L(pa@%o ‘ %,s 1/2)20%0 "% 1/2H 

(11) pour tout entier N l : 

Sk 2(Na la ®(])ï ®U (Es Pus ê) 

sommié sur les entiers E tels que N E| N. 

(Voir 1, I11, À et VIII pour les notations.) Dans la suite, on pourra noter A" la fonction A 

c1-dessus. 

Démonstration. — Le(i)est clair d'après les définitions et le théorème 2,2, 1. Soit ve Q”, tel 

que v>0, T (p)#{0 } O (p,(p))=%. p(—1) pour tout p. Pour un nombre premier p, on à : 

Q, (p,(p,)) E @, (90). 

d’après les lemmes 6 et 41, 1.e. : 

œ,(T,(p))=e,(P6), 

avec les notations du théorème 2. Pour tout eeN, on a donc : 

U, (e, T,(p))E U, (e, ®a). 

Comme A (1)=A"(t) pour t€ O. (p,(p)) [avec T=T,(p)], on a l’inclusion : 

U(E, T,(p), A)JSU(E, o. A) 

pour tout E= |. et : 

S,2(N. x. T,(p))= © U(E, Po. À) 
c EIN 
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d'après le théorème 2,2, 1. Donc (lemme 41) : 

Sk 2(Ne _X_e (P())C ® Ü(E- (p()s ê) 

EJN 

Réciproquement, soit E= [|| p°=1, ce= HU . u}. Supposons f(c;, A)#0. Il 

existe un entier n tel que à,(f)#0. Posons v=n". On à v>0. Comme 4,(f)#0, A (v)#0, 

donc L(p©x,. 1/2)#0et T,(p)#{0 } ([W], th. 1).Soit p un nombre premier. Onac,(n)#0, 

donc new,(p,). D'après le lemme 41, il existe v'e ” tel que Q(Ô\_.J(pp))=xu_p(——l), et 

neQ, (6\,»(pp)).Comme venD”’.veQ;(p-(p,)). donc p,(p,) - Py(P,) (assertion 8). Alors 

g(f)\(p )) Xo pl=1), et v vérifie les conditions du lemme 41. De plus 

neQ, (p y(p,))=0,(T,(p}) pour tout p. Si , n'est pas du cas | U,,( p Po)=U,le,. T,(p}) 

par def1nmon Si , est du cas 1, nécessairement c€ —Cdr(nÆp °), puisque c p{n)#0, donc 

c,eU,le,, T,(P )) puisque neo, (T,(p)). En tout cas c, ÊeU,(e,, F,lp)). Donc(th. 2,2, 1} : 

flcz, AJeS, 2(N X T,(p)), 

et, d'après le lemme 41 : 

./‘(('Es ê)ESÀ 2(Nw lfi ©(>)— D 

7. En fait, on peut conjecturer les assertions suivantes (f) 

7 ; 
2 r . . . 

QUESTION 1. — Soient v une place de Q, € Q* — Q, p une représentation admissible 

irréductible de # , dans un espace V de dimension infrnie, de caractère central trivial, Alors V 

possède un élément non nul invariant par O- , si et seulement si: 

e(p@x:. 1/2)=x:(=1)e(p, 1/2). 

Si p n'est pas supercuspidale, cette assertion est facilement démontrable. 

QuEsTioN 2. — Soient T,, Tz, deux sous-espaces irréductibles de oo. P1 et p, les 

représentations de # , dans T, et T,. Supposom que pour toute place v, œ(p,,)= @ (p: ,).€ 

que pour presque toute place v, PL . -P> , Alors T, =Ta. 

La conjecture 2 résulte de la conjecture | et des assertions $8, 9, 10. Si la conjecture 2 esi 

vraie, il n'y a plus qu’un seul sous-espace irréductible de #0 intervenant dans la 

décomposition du lemme 41, et le théorème i se confond avec le ihéorème 2. 

8. COROLLAIRE 1. — Soit N un entier divisible par 4. Sile conducteur de % n'est pas divisible 

par 16, on suppose que N n'est pas divisible par 8. On a alors la décomposition : 

S, (N.x)= ® U(E, 9o. A”"), 
w, E 

new 

Sommé sur es Q ESL* (x *) vérifiant l'hypothèse (HT) et sur les entiers EZl tels que 

N(py)|E[N. 

  

(!) Ces assertions sont maintenant démontrées. 
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Démonstration. — On utilise la proposition 1 et le théorème 1. Le seul point à voir est que si 

PoES;", (x ”)est tel que S, 7 (N, X> 9o)#{0}, alors , vérifie (H2). Si le conducieur de % est 

divisible par 16, c'est évident. Sinon, par hypothèse r,(N)=2. Il exisie v tel que 

S,\ 2(N, %, T,(p))=0 (lemme 41), où p est associée à p,. La proposition 7, 1, montre que 

P,(p») n’est pas supercuspidale, donc py » ne l’est pas non plus, et , vérifie (H2). G 

COROLLAIRE2 — SorentcpoeS,‘_l( )vérifiant ’'hypothèse(H1), NZ1, f €S, 2 (N, X> Po). 

n,, n,eN”. On suppose que nl/nge@p pour tout p| N. Alors on a l'égalité : 

dn JP LAP0®H0 * An0 1/2)2 (a2 / 9023 =n (4 PTP0@X6  Ano V1 

Démonstration. — Supposons que & vérifie (H2), posons À =A"". Soient E un entier, 

Ntoo)|EIN, cee] | U,le,. 9o), supposons / = f (es, A). Alors : 

An (Ï==Ô,SÇÏÏ( UFBR 

a,, (f)=A (n nf 

Sip|N,n, /n,€ ®;2. Comme n, etn, sont sans facteur carré, n, /n € Z;2.'Alors par définition 

c,(n,)=e,(nz). Si p N, il est clair que @ est du cas 3, et e,=0. cp=cî[7\p]. Alors 

c,(n,)=c,(n,)=1. Si v est réelle, c (A,)=n{ ""* c, (n,)=ng-" 4, d’où : 

; sy lA-2H4 — 4 (f cy p (k— 2)/4 
,, ( A (S )nS E =a, (M A A E 

Par linéarité, cette relation est vraie pour tout / €S, 2(N, %, @y). En l’élevant au carre : 

(18) a»:l(f)2L(P()®X(ÎI XH;_! 1/2)8(X()—1 an 1/2)8(X(1 Xu > 1/2) k , 

=4n (SP L(Po@Xo ‘ Ano 1/2)mt °* 

Si v est réelle, ou si rlN,xnl_£.=x,ll_i.,carnl/nze®Î2,ets(x(j Xn vs 1/2)=€(%6. 1Xn v> 1/2). 

Si p 4 N, X. y est non ramifié, et p#2. Pour i=1, 2,on a : 

l si _ v,(n;)=0, 
E(Xo Xn ,1/2={ - _ ; 
(X0'IXHP ) X()_pX:æ..p(p)Yp(p) 1 s1 lvp(ni)ïle 

(II, 7), en tout cas : 

—l 
8(X0—. lp Xm.pa 1/2)=X(} lei;_]?(”i)Ÿp (næ) 

Alors : 

8(%()—] Xn_n 1/2)8(X(Î1 an 1/2)_ ! =[1;L X(). p(n2/nl)][ELŸp(”])Ÿ;}(”2)_ ' Xn,\p(nl)X.n;.p(”2)]' 

P P 
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Le deuxième produit peut être pris sur toutes les places de F car si v| N ou si v est réelle, 

n,/n, eQ , et le terme en v de ce produit est égal à un. Par réciprocité, il disparaît. Le 

premier produit est égal à % (n,/n, ). La formule (18) est celle de l'énoncé. En analysant la 

démonstration du th. 2, on se convainc que l’hypothèse (H2) n’est utilisée que pour comparer 

des coefficients de Fourier à, , a,,, quand n, et n ne sont pas dans la même classe modulo Q3 ? 

Ici par hypothèse n, /n,€ Q2* et l’hypothèse (H2) est superflue. C 

9. PROPOSITION 20. — Soient V un sous-espace irréductible de 4,, P la représentation de 

# , dans V. Supposons que la composante réelle pp est de la série discrète. Alors il existe ve Q* 

tel que L(p®x,, 1/2)#0. 

Démonstration. — Soient k 1el que pn est de poids k — 1, S l’ensemble des places v telles que 

p, ne soit pas de la série principale irréductible, S, l’ensemble des places p telles que 

p,-T(H,, H, !),avecu,(—1)= — 1. Comme S #Q (la place réelle appartient à S), il existe un 

caractère y de Q* NA* tel que %,(+1)= —1 pour veS,, %, (—1)=1 pour réSUS,. 

Choisissons un tel caractère % et supposons d'abord que %,(—1)=1. Soit u eS;", (x °) 
k—1)/2 

l’élément associé à pP@Xo {0ù Xo=L<_‘l)( ) ] En appliquant la proposition 2 et le 

lemme 41 au couple 9y, %, il existe v € Q” telque T,(p)# { 0 } .Donc L(p&x,. 1/2)#0([W], 

th. 1). Il est clair que la restriction xa(— 1)= 1 n’a été faite que parce qu’on a considéré tout 

au long de l'article des formes modulaires holomorphes de poids demi-entier. On peut 

démontrer des analogues du lemme 41 et de la proposition 2 pour un caractère % tel que 

x(=1)=—1 et les formes modulaires anti-holomorphes de poids demi-entier. Alors la 

restriction %(— 1)=1 est superflue dans le raisonnement ci-dessus. G 
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