MATEMATICA 2
Segundo Cuatrimestre — 2012

Préactica 2: Transformaciones lineales

1. Determinar cudles de las siguientes aplicaciones son lineales.

a) tr: My (k) — k.

b) Ly : B € k™" — AB € kP*™, para cada A € kP*".

o) L:feCR)— f € C®(R) sobre R.

d) evy:p € k[X]+— p(a) €k, cona € k.

e) t:z€ Cw— zZ e Csobre Ry sobre C.

f) im:z€ C+— imz € C sobre R y sobre C.

9 I:fecCp([01])— [} f(x)dx € R.

h) L:Cg([0,1]) = Cr([0,1]) con Lf(x) = [; f(&)d¢.

i) f:k[X] = k[X] con f(p(X)) = p(X +1) = p(X) € Kk[X].
Para cada una de ellas describa el ntcleo y la imagen.

2. Sea f : V — W una tranformacién lineal. Mostrar que f es inyectiva sii siempre que vy, ..., v, son
vectores linealmente independientes, los vectores f(v1), ..., f(v,) también son linealmente independi-
entes.

3. Sean f : U — V y g: V — W transformaciones lineales. Muestre que
a) ker f C kergo f.
b) ker f =kergo fsiim fNkerg=0.
c) imgDimgof.
d) img=imgofsiimf=V.
Muestre, dando ejemplos, que en general no vale la igualdad ni en 4) ni en c).

4. Sif:U—Vyg:V — W son transformaciones lineales, mostrar que
dimkergo f < dimker f + dimkerg.
5. Si f, g: V — V son endomorfismos de V, entonces

f(kergo f) =kergNim f.

6. Sea f : V. — W una transformacion lineal. Probar que:

a) Si H C V es un subespacio, dim f(H) + dim H N ker f = dim H.

b) Si L C W es un subespacio, dim f~1(L) = dim L Nim f + dim ker f.
7. Sean f, g : V — W transformaciones lineales.

a) Mostrar que dimim(f +g) < dimim f +dimimg.

b) Mostrar que si dim V < co, entonces vale la igualdad sii im fNimg =0y ker f + kerg = V.
8. Sea f : V — V un endomorfismo de un espacio vectorial V. Muestre que

a) im f C ker f sii f2=0.

b) Si dimV < oo, entonces im f = ker f sii f2 = 0y dimim f = dim ker f.

9. Sean f, g:V — V.Si fog=0, ses cierto que go f = 0?
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10. De ejemplos de pares de endomorfismos f, g : V — V de un espacio vectorial V tales que sea

a) fg§=2g8f;
b) fg #8f-

11. a) Sean f, g:V — Wyh:W — V transformaciones lineales tales que f oh = idyy y ho g = idy.
Entonces & es inversibley h™! = f = g.
by Sif:U — Vyg:V — W son transformaciones lineales inversibles, entonces g o f también es
inversible y (go f)~! = flog™L
c) Sean f, g : V — V dos endomorfismos de V. Entonces f y g son inversibles sii fo gy go f son
inversibles.
d) Sean f, g: V — V dos endomorfismos de V. Si V tiene dimensién finita y f o ¢ = idy, entonces f
y g son inversibles y ! = g.
De un ejemplo para mostrar que esta afirmacién no es vélida si eliminamos la hipétesis de que
V tenga dimension finita.
e) Decir si es verdadero o falso que: Si f : V — V es una tranformacién lineal, entonces f
es inversible sii siempre que vy, ..., v, son n vectores linealmente independientes resulta que
f(v1), ..., f(v,) también son linealmente independientes.

12. 5i V y W son espacios vectoriales de dimensién finita y dim V = dim W, entonces V = W.
13. Si n, m > 1, hay un isomorfismo k"™ = M,, ,(k) de k-espacios vectoriales.

14. Sean V = k[X]<, y W = k. Cada eleccion de base B de V define una transformacién k-lineal
Tp: V=W, Tpg: f € Vi (f)g € W que consiste en tomar coordenadas de f en la base B. Pruebe
que T es un isomorfismo para cada B.

15. Sean V y W espacios vectoriales y sea U C V un subespacio. Sea ademds f : U — W una
transformacion lineal. Mostrar que f puede extenderse a todo V de forma que la extension sea lineal.
Esto es, mostrar que existe una transformacion lineal f : V — W tal que f|; = f.
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