ALGEBRA I °
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4

Segundo Parcial (domiciliario)

1. a) Sean C* y D*® dos complejos de A-mddulos.
i) Un morfismo de complejos f : C* — D°*® induce un morfismo en la homologia H(f) :
H(C*) — H(D®*).
ii) Si f, g : C* — D*® son dos morfismos de complejos que son homotdpicos, entonces los
morfismos que inducen en la homologia conciden, es decir, H(f) = H(g) : H(C*) — H(D*).

Definicién. Sean C*® y D* dos complejos, y dos morfismos de complejos f,g : C* — D®. Se dice que f
y g son homotdpicos (se notard f ~ g) si existe una sucesién de morfismos {h;}, donde h; : C' — D'~1
tal que f; — g = A" + by d para todo indice i.

En un diagrama, la situacién se ilustra como sigue:

qi—2 Ci*l di-1 Ci di Ci+1 4i+1 Ci+2 4i+2

|l el b

Difl Di Di+1 Di+

to g2 1i—1 1i 1it1 1i4+2
d d d d d

Diremos que un motfismo de complejos f : C* — D* es una equivalencia homotdpica si existe un
morfismo de complejos g : D* — C*® tal que gf ~ 1c.

iii) Un morfismo de complejos f : C* — D*® que es una equivalencia homotdpica induce un
isomorfismo en la homologia H(f) : H(C®*) — H(D*).
iv) Si N es un A-médulo, entonces hay un complejo de la forma

* *

dp d;'z+1
-+ —>Hom4(Cp_1, N) —— Hom4(Cp, N) —— Hom4(Cpy1,N) —— - --

donde d, son las diferenciales del complejo C*. Notamos Hom4(C®, N) a este complejo.
b) Sean M y N dos A-médulos. Sea

dy d
Py Py i P ——=Py 0

una resolucién proyectiva de M, a la que notamos P,. Para cada n > 0 definimos un grupo
abeliano

Ext’, (M, N) = H" (Hom(Ps, N)),

es decir, la homologia en grado n del complejo Hom 4 (Ps, N) obtenido como arriba a partir de P,
y de N.

i) Buena definicion. Si P, es otra resolucién proyectiva de M, entonces hay una equivalencia
homotépica f : Po — P,. Ademds, f induce un isomorfismo H(f) : H(Hom(P,,N)) —
H(Homy(P,, N)). Esto nos dice que el grupo Ext’; (M, N) depende solamente de My de N y
no de la resolucién proyectiva de M usada para calcularlo.
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ii) Funtorialidad 2. Sea N’ un A-médulo y ¢ : N — N’ un morfismo de A-médulos. Entonces
¢ induce un morfismo de complejos ge : Hom4(Ps, N) — Homy4(P,, N'), que a su vez induce
un morfismo g7 : Ext’y (M, N) — Ext’; (M, N’).

Yii) Funtorialidad 1. Sean M’ un A-médulo, P, una resolucién proyectiva de M’y f : M — M’
un morfismo de A-médulos. El morfismo f induce un morfismo de complejos fo : Po — P},
que a su vez induce un morfismo de complejos f* : Hom4(P,, N) — Hom(P., N). Pasando
a la homologia, f* determina un morfismo f*" : Ext’,(M’,N) — Ext;(M, N) que depende
solamente de f, M, M’ y N y no de la eleccién de f,.

¢) Calcular Eth(Z, Zm)y Eth(Zn,Zm) para todo p > 0.
2. Sea A un anillo y sea C el conjunto de las clases de isomorfismo de los A-médulos proyectivos
finitamente generados. Si P es un tal médulo, escribimos [P] € C a su clase de isomorfismo.

Sea F el grupo abeliano libre generado por C, sea R el subgrupo de F generado por los elementos
de la forma

[PeQ] - [P - [Q]
con Py Q A-médulos proyectivos finitamente generados y sea
Ko(A) = F/R.

a) Si A =k es un cuerpo, entonces hay un isomorfismo de grupos Ko(k) = Z.
b) Si A es un anillo local conmutativo o un dominio de ideales principales, entonces Ko(A) = Z.
c) Si G es un grupo abeliano y f : C — G es una funcién tal que

f(PoQ]) = f([P]) + f(1Q)

para cada par de moédulos proyectivos finitamente generados P y Q, entonces existe un unico
morfismo de grupos abelianos f : Ko(A) — G tal que f([P]) = f([P]).

3. Sea A un anillo, I un ideal a derecha de A. I(I) = {a € A : al C I}. El anillo I(I) se llama el
idealizador de I. Pruebe que
a) I(I)/I es un anillo que actda por multiplicaciéin a izquierda sobre el A-médulo A/I, y que
I(I)/1 = End(A/I), que es un anillo de division;
b) si I es un ideal a derecha maximal de A, entonces A es un I(I)-médulo a derecha finitamente
generado;
c) si I es un ideal a derecha maximal de A, entonces A/I visto como I(I)-médulo a derecha tiene
una serie de descomposicion de longitud 1 si AI = A, y una de longitud 2 en caso contrario;

d) si I es un ideal a derecha maximal de A e I(I) es Noetheriano (Artiniano) a derecha, entonces A
es Noetheriano (Artiniano) a derecha;

fe) si I es un ideal a derecha maximal de A y A es Noetheriano (Artiniano) a derecha, entonces I(I)
es Noetheriano (Artiniano) a derecha;

Definicién. Sean A y B anillos, 4Mp y pN bimédulos y 6 : M x N — Ay : N x M — B son
funciones A y B bilineales respectivamente (0(a-m,n-a') = a-0(m,n)-a’ y 0(m-b,n) = 6(m,b-n),
andlogamente con ), que permiten definir un producto entre elementos de M y N. EI conjunto T =

(f] A;) recibe una estructura de anillo y con ésta, se llama el anillo del Contexto Morita.

f) Verifique que T recibe una estructura de anillo;
g) Pruebe que el anillo es Noetheriano a derecha si y s6lo si A4, Bg, Mp y N4 lo son.
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h) Pruebe que si I es un ideal a derecha maximal de un anillo Noetheriano a derecha, entonces el

anillo T = (]IE4I) i) es también Noetheriano a derecha. Pruebe que T = I(J), donde | es el

ideal de M,(A) de la forma T = ([I1 i)

4. Definicién. Sea A un anillo, ;M un A-médulo a izquierda. Definimos M* := Homz(M,Q/Z).
Pruebe que:

a) dado un 4M un A-médulo a izquierda, M* := Homyz (M, Q/Z) es un A-médulo a derecha;

b) Q/Z es un Z-médulo inyectivo;
c) M =0siysolosi M* =0;

d) sea f : M — N un morfismo de grupos abelianos. Entonces f es inyectivo si y solo si f* : N* —
M* es suryectivo;

e) la sucesion M/ — M — M" es exacta si y solo si (M")* — M* — (M')* es exacta;

*f) dado 4N un A-médulo a izquierda de presentacién finita, o : N* @4 M — Hom (M, N)* es un
isomorfismo;

f¢) para todo A-médulo izquierdo M, son equivalentes:
i) N un A-médulo playo;
ii) N* es un A-médulo a derecha inyectivo;
iii) I ®4 N =2 IN C N para todo ideal a derecha I de A;
iv) la sucesion 0 - I® 4 N — N — A/I®4 N — 0 es exacta.
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