DOMINIOS DE DEDEKIND

MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

1. Estas notas siguen esencialmente la exposicién del libro [1].
2. Sea A un dominio conmutativo y sea F su cuerpo de fracciones.

3. Un ideal fraccionario de A es un sub-A-médulo I C F no nulo para el cual
existe 2 € A tal que al C A. Sea Id(A) el conjunto de ideales fraccionarios de A.

4. Es claro que todo ideal de A es un ideal fraccionario. En este contexto, llama-
mos a estos ideales ideales enteros.

5. Un ideal fraccionario I € Id(A) es principal si existe x € F tal que I = Ax.
Si [ es entero, entonces es principal como ideal fraccionario sii es principal como
ideal de A. Notamos Prid(A) al conjunto de los ideales principales de A.

6. Sil, ] € 1d(A), entonces I] € Id(A). Dotado de esta operacion, Id(A) es un
semigrupo abeliano. Su elemento neutro es R. Es fdcil ver que Prid(A) es un
subgrupo de Id(A).

7. Decimos que A es un dominio de Dedekind si Id(A) es un grupo. Explici-
tamente, esta condicién dice que para cada ideal fraccionario I € Id(A), existe
I"! € 1d(A) tal que II"! = A. Si ponemos ] = {a € A : al C R}, entonces es
"' CJyR=1II"' CIJ] C R, de manera que I] = R. Usando esto, vemos que

It=1rt=r1y=r.
8. Supongamos desde ahora que A es un dominio de Dedekind.
9. Proposicién. Hay un isomorfismo de grupos Prid(A) = F*/A*.
Demostracién. Si I € Prid(A), existe x € F tal que I = Ax. Definimos ¢ :
Prid(A) — F*/A* poniendo ¢(I) = [x]. O
10. El grupo de clases de ideales de A es el cociente C(A) = Id(A)/ Prid(A).
11. El uso de ideales fraccionarios es, en cierta forma, un recurso técnico:

Proposicién. Sea .7 (A) el conjunto de clases de isomorfismo de ideales de A. Entonces
hay una biyeccion C(A) — #(A).

Demostracion. Si I € Id(A) y a € A son tales que al C A, entonces el tipo de
isomorfismo de al depende tinicamente de I: en efecto, I = al como A-mdédulo.
Maés atin, si x € Fy ] = Rx es el ideal fraccionario principal correspondiente
a x, entonces I = []. Esto nos dice que la aplicacion ¢ : C(R) — #(A) tal que
¢([I]) = [al] esta bien definida. Como todo ideal entero es un ideal fraccionario,
¢ es sobreyectiva. Veamos que es inyectiva.

Sean I, | € Id(A) tales que ¢([I]) = ¢([J]). Entonces en particular es I = |
como A-mdédulos y existe un isomorfismo f : I — J. Sea xg € I\0.Si x € I,
entonces xf(xg) = f(xxg) = xof(x) en F. Luego f(x) = xf(x9)/x0 y vemos que
J = Iy cony = f(xg)/xo. Esto nos dice que [I] = [J] en C(A). O
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12. Corolario. Un dominio de Dedekind A es un dominio de ideales principales sii
C(A) =1

Demostracion. En efecto, A es un dominio de ideales principales sii todos sus
ideales enteros son isomorfismos a A. g O

13. Proposicién. Si A es un dominio de Dedekind, todo ideal fraccionario de A es fini-
tamente generado y proyectivo.

Demostracion. Sea I € 1d(A). Como I''I =R, existenn € N, xq,...,x, € [ Le
Yi, ..., Yn € I tales que Y1 ; x;y; = 1.

Consideremos el morfismo de A-médulos 7 : (a;)! ; € A" — Y ay; € 1.
Sia € I, entonces ax; € Rparatodoi € {1,...,n}y m((ax;)! ;) = Ll axiyy =

aY! ;xyy; = a. Esto nos dice que 7t es sobreyectivo. Mds aun, 71 se parte: el
morfismo s :a € I — (ax;)! ; € A" es una secci6n para 7. O
14. Corolario. Un dominio de Dedekind es nitheriano. O

15. Teorema. Sea A un dominio de Dedekind. Todo A-médulo proyectivo finitamente
generado es isomorfo a una suma directa de ideales de A.

Demostracion. Basta mostrar, haciendo induccién sobre n, que

Si M C A" es un sumando directo, entonces M es isomorfo a una
suma directa de k ideales para cierto k < n.

Es claro que cuando # = 0 no hay nada que probar.

Sea entonces M C A" un sumando directo. Sea ademas 77 : A" — A la tltima
proyeccién. Si M C ker 7, entonces M es un sumando directo de ker r = A"~!
y podemos usar la hipétesis inductiva. Supongamos entonces que el ideal I =
(M) es no nulo. Como I es proyectivo y 7r|M : M — I es sobreyectiva, vemos
que M = ker 7t|p; @ I. Ademds, ker 7t|js es un sumando directo de A”~!. Usando
la hipétesis de induccién otra vez, vemos que ker 7|p; es isomorfo a una suma
directa de a lo sumo n — 1 ideales de A. Esto implica que M mismo es suma
directa de a lo sumo # ideales. 0

16. Teorema. Sea A un dominio de Dedekind.

(a) Todo ideal primo no nulo de A es maximal.

(b) Todo ideal entero es producto de ideales primos de forma iinica (a menos de per-
mutaciones entre los factores)

(c) El grupo abeliano |d(A) de ideales fraccionarios es libre. Una base es el conjunto
de ideales primos.

Demostracion. Sea I un ideal primo propio y no nulo. Supongamos que no es
maximal, de manera que existe otro ideal | tal que I C | C A. Pongamos K =
J7'I.Es K= ]I C J7'] = A, asi que K es propio. Por otro lado, como JK = I,
Iesprimoy ] ¢ I, es K C I. Usando esto, vemos que

I=]JKCJICAI=1

y esto es absurdo. Esta contradiccion prueba la primera parte del teorema.

Para ver la existencia afirmada en la segunda parte, tenemos que mostrar que
el conjunto ¥ de los ideales enteros propios de A que no son productos finitos
de ideales primos es vacio. Supongamos que este no es el caso.

Como A es notheriano, existe entonces un elemento I € ¥ maximal. Como [
mismo no puede ser primo, no es un ideal maximal, y entonces existe un ideal
I en Atal que I C I} C A. Pongamos I, = H{l. Como I C I, Ifl CIly
entonces I = I L' C II"1 = A. Esto es, I es un ideal entero propio. Por otro
lado, como Iy C A, [I C Al =1, asi que I C Il_ll = I,. La maximalidad de I

= =
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nos dice entonces que tanto I; como I, son productos finitos de ideales primos.
Como I = 1 I, esto es absurdo.

Para ver la unicidad, supongamos que m, n € N son tales que m < ny
que Py,..., Py, Q1, ..., Qu son ideales primos propios no nulos de A tales que
Py Py = Q1 - Qu. Multiplicando por inversos, podemos suponer que

Sin>1,comoP; DP;---Py=Q1- - Quy P; es primo, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que P; D Q. Pero Q; es maximal y P; es propio, asi que
P; = Qq, contra la hipétesis. Luego debe ser n = m = 1. Pero entonces P; = Q1,
lo que otra vez contradice la hipétesis.

Sea L el grupo abeliano libre con base en el conjunto de ideales primos propios
y no nulos de A y sea ¢ : L — Id(A) el tnico morfismo de grupos tal que
¢(P) = P para todo ideal primo P propio y no nulo.

Si I € Id(A), existe a € A tal que al C A y entonces, usando la existencia
de factorizaciones, existen ideales primos no nulos Pj, ..., P, en A tales que
al = Pj--- P,. Ademas, existen ideales primos no nulos Qq, ..., Qy tales que
Aa = Q1 Q. Como

I:P1"'PnQ1_1"'Q;1,

vemos que I € im ¢, esto es, que ¢ es sobreyectiva.
Supongamos finalmente que x = Y_' ; x;P; € L es una combinacién lineal finita
con coeficientes enteros tal que ¢(x) = A. Entonces [T/, P, =Ry

H Pixi: H Piixi‘

1<i<n 1<i<n

x; >0 x;<0
Esto contradice la unicidad de la factorizacién en producto de primos. O
17. Lema.

(a) Si A es un anillo conmutativo arbitrario e I;, I C A son ideales tales que
I + I, = A, entonces 1[I, = I N .

(b) Si A es un dominio de Dedekind e I y | son un ideal fraccionario y un ideal entero
de A, respectivamente, entonces existe a € I tal que 1 14 ] = A.

Demostracion. (a) Evidentemente I1I, C 1 NIp. Sia; € I; y ap € I son tales
que a1 + a; = 1, entonces para cada x € I N I, tenemos que x = xa; + xay €
LL+ LD =4LIp.

(b) Supongamos que Py, ..., P, son ideales primos no nulos y distintos tales
que existen 1y, ..., n, € Ncon | = P - P/,

Seaie€ {1,...,r}. Como IP; - - p;---IP, C IPy - - - P, existe un elemento a; €
IPy D+ 1P, \ IPy - - - P,. Pongamos a = Y/_, a;.

Esa;I"! C P; sii # j. Por otro lado, supongamos que 4;1 ~1 C P,. Esto implica
que

ol 'cpnNp P -Po=P D,

lo que es absurdo. Luego 4;1-! ¢ P

Esto nos dice que al~! ¢ P; para ningtn i € {1,...,r}. Como a € I, al~!
es un ideal entero. Sea al ' + ] = Qp...Qs la factorizacién como producto de
ideales primos de al ™! + J. Si Q = P; para algtini € {1,...,r}, entonces al ! C
al~' 4] C P;, lo que es imposible. Por otro lado, P{“ P =Jcal ' +JCcQ
asi que existe i € {1,...,r} tal que P; C Q7. Como P; es maximal, esto implica
que P; = Q1, lo que otra vez es imposible.
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Vemos asi que en la factorizacién de al~! + ] no puede haber ningtin factor.
Estoes, al ™' +] = A. O
18. Corolario. Sea A un dominio de Dedekind. Entonces todo ideal fraccionario de A
puede ser generado por dos elementos.

Demostracion. Sea I € Id(A) yseaa € I\ 0. Entonces al~! es un ideal entero y, por
la segunda parte del lema, existe b € I tal que al~! +bI~! = A. Multiplicando
por I, vemos que I = Aa + Ab. O

19. Proposicién. Sea A un dominio de Dedekind y sean I, I, € 1d(A). Entonces hay
un isomorfismo de A-médulos ) @ I, = A® L 1.

Demostracién. Sea a; € Iy \ 0, de manera que a;1; ! es un ideal entero. La segunda
parte del lema muestra que existe a; € I tal que all; T4 arly 1= A.Sean by €
11_1 y by € 12_1 tales que 1 = a1b; + axby. Entonces el morfismo

<x1> ceh®oh— < b b2> <x1> cA® LI
X2 —az a1 X2

tiene como inverso al morfismo
X1 ap —by\ [(x1
<x2> ceAD LI — <{Z2 by ) <x2> €l ®b.
O

20. Teorema. Sea A un dominio de Dedekind. Si M es un A-mddulo proyectivo finita-
mente generado de rango k, entonces existe un ideal I tal que M =2 A1 @ .

Demostracion. Sea M un A-médulo proyectivo finitamente generado de rango k.
Usando [15| vemos que existen ideales Iy, ..., [; talesque M = I; & --- @ I;. En
particular, k = 25:1 rka I. Perorkg I = dimpI®4 Fy I ®4 F es un sub-F-espacio
vectorial no nulo de A ® 4 F = F, asi que rky I = 1. Esto nos dice que | = k.
Usando ahora vemos que M = AF1 gy 1. g

21. Lema. Sea A un dominio notheriano integramente cerrado en su cuerpo de fraccio-
nes F. Si I € Id(A), entonces {a € F:al C I} = A.

Demostracion. Pongamos B = {a € F : al C I}. Claramente A C B. Sea b € B.
Como A es notheriano, existe un conjunto finito {ay,...,an} que genera a I. Como
be B, paracadai€ {1,...,n} existen b;1, ..., b;,, € A tales que ba; = 27:1 bija;.
Esto nos dice que, si p € A[X] es el polinomio caracteristico de la matriz (b;;),
entonces p(b) = 0. Pero p es ménico, asi que b es entero sobre A. Como A es
integramente cerrado, vemos que b € A. O

22. Lema. Sea A un anillo notheriano y sea I un ideal no nulo propio en A. Entonces 1
contiene un producto no nulo de ideales primos.

Demostracion. Si el resultado es falso, existe un ideal I en A no nulo y maximal
con respecto a la propiedad de no contener productos no nulos de ideales primos.
Por supuesto, I no puede ser primo, asi que existen a, b € A\ I tales que ab € I.

Es claro que I C I+Aay I C I+ Ab. Ademas, I C (I + Aa)(I+ Ab) =
I+ Aab C I, asi que (I + Aa)(I+ Ab) = L.

Pero entonces, si fuese [ + Aa = A, seria I = (I + Aa)(I + Ab) = 1+ AB, lo
que es absurdo. Luego I + Aa C Ay, similarmente, I + Ab C A. La eleccién de
I implica, entonces, que existen ideales primos Py, ..., P, y Q1, ..., Qy tales que
I+AaD P ---P, #0y I+ Ab D Qq---Qm # 0. Esto es imposible, porque en
ese caso

I=(I+Ra)(I+Rb)DP - PyQi---Qu#0. O
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23. Lema. Sea A un dominio nétheriano en el que todo ideal primo es maximal e I un
ideal propio no nulo de A. Sea F el cuerpo de fracciones de A. Entonces existe ¢ € F \ A
tal que cI C R.

Demostracién. Sea a € I\ 0. El lema anterior implica que existen primos P, ...,
P, tales que Aa D Py --- P, # 0. Supongamos que # es el minimo elemento de N
con esta propiedad. Si P es un ideal maximal de A talque P D I,es P D Py - -- P,.
Podemos suponer entonces, sin pérdida de generalidad, que P; C P. La hipétesis
implica que de hecho P; = P.

Sin =1, entonces P = | = Aa es maximal, asi que a~! € F\ A es tal que
a"'ICR

Sin > 1, la eleccién de n implica que P, --- P, ¢ Aa, de manera que existe
beP, P\ Aa. Pongamos c = b/a. Entoncesc € F\ Ay

clccPp=a'bPyca'P---P, Ca'Aa =R.

24. Teorema. Un dominio de integridad A es un dominio de Dedekind sii
(i) todo ideal primo no nulo es maximal;
(ii) A es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones; y
(iii) A es notheriano.
Demostracion. Para ver la necesidad, a esta altura alcanza con verificar la segunda
condicién. Sea entonces F el cuerpo de fracciones de A y a € F un elemento
entero sobre A, de manera que existe un polinomio ménico p = X" +a; X"~ +
- +a, € A[X] tal que p(a) = 0.
Sea M = Z?:_Ol Aa'. Claramente se trata de un submédulo de F estable por la
multiplicacién por a. Si a = geonp qe A, entonces " 'M C A y vemos que

M € Id(A). Como aM = M, multiplicando por M~! vemos que aA C A. En
particular, a € A.

Veamos ahora la suficiencia de las condiciones. Sea I € Id(A) y pongamos
J={acA:a] C A}

Si K= {a € A:al] C A}, entonces A D K(IJ]) = (KJ)I. Luego KJ C J.
Usando vemos que K C A. Por otro lado, si I] C A, [23]nos dice que existe
c € F\ A tal que cI] C A. Esto es imposible. O
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