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1 Introduccién y Notaciones

1.1 Introduccion

Constantemente, al plantear en términos matemdticos problemas de distintas dreas (economia,
fisica, ingenierfa, biologfa, etc.), aparece la siguiente cuestién : tratar de determinar los ceros de
ciertas funciones, es decir valores para los cuales la funcién se anula.

Después de las funciones lineales, las funciones polinomiales (en 1 variable) son las mds simples.
Estudiar los ceros (raices) de funciones polinomiales tiene un gran interés por lo menos por las dos
razones siguientes :

— No se puede pretender poder resolver el problema para funciones mas generales si no se logra
resolverlo en este caso mas sencillo.

— Muchas veces es posible traducir de alguna manera el problema original de hallar ceros de una
funcién cualquiera al de calcular las raices de ciertos polinomios (que “aproximan” a la funcién
original).

Generalmente, para las aplicaciones, uno trabaja con funciones reales, y se trata de encontrar ceros
reales. Mas atn, debido a la estructura de los niimeros con los cuales trabajan las computadoras,
las funciones suelen tener coeficientes racionales y los ceros que seremos capaces de calcular seran
nimeros racionales que aproximan suficientemente una verdadera solucién al problema.

En este texto, se trata de profundizar sobre raices de polinomios con coeficientes en Q (el cuerpo
de los numeros racionales), R (el cuerpo de los nimeros reales) y C (el cuerpo de los nimeros
complejos). Se verd en qué medida la teoria sobre Q estd mds resuelta, y la de C, més tedrica,
permite aclarar la estructura de los polinomios en R[X].

Este texto presupone cierta familiaridad con la teoria general bésica de polinomios en 1 variable,
aunque todos los resultados que se usan estdn resumidos (en general sin ejemplificacién) en la
Seccién 2. También se requieren ciertas nociones de Anélisis elemental, para el caso de funciones
reales continuas y derivables (como por ejemplo los Teoremas de Bolzano y de Rolle).

Quisiera agradecer aqui a Alicia Dickenstein por su minuciosa lectura y comentarios.

1.2 Notaciones

e En la seccién siguiente, K denotard un cuerpo cualquiera, por ejemplo K = Q, R 6 C,
y K[X] el anillo de los polinomios con coeficientes en K, cuyos elementos son de la forma
f=a, X" +an 1 X" 1+ -+ap,con q; eEK(1<i<n)ya,#0si f#0.

e Si f #0, se notard con gr(f) el grado del polinomio f, es decir el maximo exponente n de
los monomios no nulos de f.

e Se notard con cp(f) el coeficiente principal de f, es decir el coeficiente que acompana a
X&) Si ep(f) =1 se dice que f es mdnico.

e La relacién de divisibilidad se nota con |: Sean f, g € K[X], ¢|f (g divide o ) <
existe ¢ € K[X] tal que f =¢gg. En caso contrario, g no divide a f y se nota g Jf.

e Se recuerda que se dice que o € K es raizde f si f(a) =0.



2 Hechos generales

En esta seccidn, se recuerdan (mayormente sin demostracién) los resultados bésicos de la teorfa
de polinomios, que seran usados luego para exponer las teorias mas especificas de los polinomios
con coeficientes en Q, R y C. Como es bien sabido, la aritmética de los polinomios con coefi-
cientes en un cuerpo es similar a la de los enteros, en cuanto a divisibilidad, algoritmo de divisién,
factorizacién, etc. Las diferencias empiezan a aparecer en cuanto se trata mas particularmente de
estudiar raices de polinomios y su comportamiento. Todas las demostraciones pueden ser consul-
tadas en [3] y [2]. Otro libro més antiguo pero muy interesante y completo es [7].

2.1 Algoritmo de Divisiéon

Teorema 1 (Algoritmo de Divisién)  Dados polinomios f, g € K[X], g # 0, existen dnicos
polinomios q (cociente) y r (resto) en K[X] tales que

f=qg+r con r=0 6 gr(r) <gr(g)

Proposicién 2 (Teorema del Resto) Dados f € K[X] y a € K, se tiene
fF(X) = q(X)(X —a) + f(a)

Consecuencia 3
a€K esraizde [ < f(a)=0<= X —a|f < f=(X —a)q para algin q € K[X].

Ejemplos

e f constante: f=c con ce K.
Entonces, 6 bien ¢ =0 y todo a € K esraiz de f, 6 bien ¢# 0 y f no tiene ninguna raiz
en K.

o fdegradol: f=aX+0b con a,be K, a#0.
Entonces —g esraizde f y f:a(X_(_é))_

a

e fdegrado2: f=aX?2+bX +c con a,b,ccK, a#0
Supondremos aqui que 2 # 0 en K (o sea la caracteristica de K es distinta de 2).

Luego

b c b\? ¢ b\? b2 —dac
_ 2, 0 c\ _ R T oy
f—a(X +aX+a> a<<X+2a) 4a2+a> a<<X+2a> 42 >

Se define el discriminante de f como A = A(f):= b*> — 4ac. Entonces, si existe 8 € K tal
que 32 = A, se tiene que :

() ) () ()

y se obtienen las raices (a lo mejor la misma repetida) :

b+ 5 b5
T 2a ’ - 2a

(€51 (&%)



— Cuando K = C, siempre existe 3 € C tal que 32 = A(= b? — 4ac) (pues todo niimero
complejo tiene rafz cuadrada), luego todo polinomio de grado 2 tiene dos rafces en C
(que pueden ser distintas o la misma repetida dos veces cuando 3 =10).

— Cuando K = R, existe § = v/A si y sélosi A > 0. Por lo tanto, probamos que si
A > 0 entonces el polinomio tiene dos raices reales (o la misma repetida dos veces). Por
otro lado, existen polinomios de grado 2 que no tienen raices reales como por ejemplo
X24+16 X%2+cconc>0.

— Cuando K = Q, si A tiene una raiz cuadrada en Q, entonces el polinomio tiene dos
raices racionales. Pero en este caso también existen polinomios de grado 2 con raices
reales pero sin raices racionales, por ejemplo X2 — 2.

]

Lo que se probo en el ejemplo de los polinomios de grado 2 en un cuerpo K de caracteristica
distinta de 2 es una condicién suficiente : si existe 3 € K tal que 82 = b? — 4ac, entonces
el polinomio aX? + bX + ¢ tiene dos raices en K (a lo mejor la misma repetida dos veces).
Pero todavia no hemos investigado la reciproca. Un poco més adelante podremos mostrar
que en realidad esta condicién es necesaria y suficiente, es decir :‘“existe 8 € K tal que
B2 = b? — 4ac si y sblo si el polinomio aX? 4 bX + ¢ tiene dos raices en K”. Para ello
necesitamos conocer algo de factorizacién de polinomios, que se resume en el parrafo 2.3.

2.2 Maximo comun divisor

Definicién 4  Sean f, g € K[X] no ambos nulos. El mdzimo comin divisor entre f y g (que
se nota med(f;g) ) es el (dnico) polinomio ménico h € K[X]| que verifica simultdneamente las
dos condiciones siguientes :

o h|f yhlg,
o Si BGK[X] verifica que iL|f Yy fL|g, entonces i~L|h

Ejemplos Sean f, g € K[X], g # 0. Entonces :
e Sea c€ K\ {0}, med(c;g9) =1

o Sigl|f, med(fig) = Fl5-

El Lema siguiente nos permitird deducir un algoritmo para calcular el méaximo comun divisor :

Lema 5 Sean f, g€ K[X], g #0, ysean ¢, r € K[X] con f=qg+r, entonces med(f;g) =
med(g; 7).

Como consecuencia, se obtiene el siguiente algoritmo, debido a Euclides (Siglo III AC), que permite
calcular siempre el mdximo comun divisor entre dos polinomios f, g € K[X] y ademds expresarlo
como como combinacién polinomial de f y g, es decir hallar polinomios s, t € K[X] tales que

med(f;g) = sf +tg:



Observacién 6 (Algoritmo de Euclides)

Sean f, g € K[X], no nulos y con gr(f) > gr(g). FEntonces mcd(f;g) es el dltimo resto ry
no nulo (dividido por su coeficiente principal para volverlo mdnico) que aparece en la sucesion de
divisiones siguiente :

f = qg+n con  gr(r1) < gr(g)
g = @q2r1+72 con gr(rz) < gr(ry)
T1 = qar2+7r3 con  gr(r1) < gr(g)
Th—2 = Qurg—1+7% con gr(ry) <gr(rg—1)
Tk—1 = dQk+1Tk
(pues resulta med(f;g) = med(g;r1) = med(ri;ra) = - = med(rp_a; r41) = med(ry_1;7x) =

% , ya que rg|re—1 ).

Luego, despejando 1 de la anteultima igualdad, y volviendo hacia arriba despejando paso a paso
The1, Tk—2,..., T2, T1 en las igualdades anteriores, se logra escribir v, en la forma r, = s’ f+t'g.
Finalmente, dividiendo toda la expresion por la constante cp(ry), se obtienen s, t € K[X] tales

que mecd(f;g) =sf +tg.

Ejemplo Sean f=X°+X*-3X3+4X?2+2X y g=X*+3X3—-X?—-6X —2. Se tiene :

f = (X—2)g+r1 con 7"1:4X3+8X2_8X_4
g = (GX+Hri+ry con ro=-X2-3X-1
1 = (_4X+4)’1”2
Luego med(f19) = gy = X*+3X +1 y
T2 = 9*(%X+%)7“1

= 9= (X + 9~ (X ~2)9g)

- *(%X'F%)fﬁ-[].l Ax+L(X-2)g

= —@EX+r+G v 5

Asi: med(f;g)=-ro=(GX+1f-(GX*— 31X
|

Corolario 7 El mdzimo comin divisor entre f y g es el (inico) polinomio mdnico h € K[X]
que verifica simultdineamente las dos condiciones siguientes :

e hlf yhlg,
o Existen s, t € K[X]| tales que h=sf +tg.

Prueba.— Que la definicién del med implica la segunda condicién del Corolario resulta del Algoritmo
de Euclides. La reciproca es inmediata usando propiedades elementales de la divisibilidad.
]

Definicién 8 (Polinomios coprimos)  Se dice que f, g € K[X] son coprimos si verifican
med(f;g) = 1, es decir si ningin polinomio de grado > 1 divide simultdneamente a f y a
g, o equivalentemente si existen polinomios s, t € K[X| tales que 1 =sf +tg.



Proposiciéon 9 Sean f, g, h € K[X], entonces :
1. flh, glh y f, g coprimos = fgl|h

2. flgh y f g coprimos = f|h.

Prueba.— mced(f;g) =1 = 3s,t € K[X] tales que 1 = sf +tg. Luego h = sfh+tgh.

1. h es divisible por fg pues cada sumando lo es (g|h en el primer sumando y f|h en el
segundo).

2. f divide a cada sumando, por lo tanto f divide a h.

Observacién 10  Sean f, g € K[X], entonces mcd{f_g) Y mcd‘(’f,g) SOM, COPTIMOS.

2.3 Factorizacién de polinomios

Definicién 11 (Polinomios irreducibles) Sea f € K[X], no constante (o sea gr(f) > 1). Se
dice que f es irreducible si y sdlo si no existe ningin g € K[X] con 1 < gr(g) < gr(f) tal que
gl f, o equivalentemente, no existen polinomios g,h € K[X], ambos de grado estrictamente menor
que el de f, de manera que f=gh.

En caso contrario, se dice que [ es reducible, eso es cuando existe g € K[X] no constante y de
grado estrictamente menor que el de f tal que g| f .

Ejemplos
e X%-1 esreducibleen Q[X], R[X] y C[X] pues X+1|X2—1y 1 < gr(X+1) < gr(X2-1).
e Todo polinomio f de grado 1 en K[X] es irreducible en K[X], para K cuerpo cualquiera,
pues no puede existir ningtin polinomio g tal que 1 < gr(g) <gr(f)=1.

e X241 esirreducible en Q[X] y R[X] pues si no lo fuera, serfa producto de dos polinomios
de grado 1, y por lo tanto, tendria raices en Q 6 R (como vimos antes, todo polinomio de
grado 1 tiene raiz).

e El polinomio (X2 + 1)(X?2 +2) es reducible, si bien no tiene rafces ni en Q ni en R.

e Todo polinomio f € K[X] de grado mayor o igual que 2 que tiene una raiz o € K es

reducible, pues X —a/| f con 1 =gr(X —a) < gr(f). Pero la reciproca es falsa en general :

f puede ser reducible sin tener ninguna rafz en K (por lo menos para K = Q 6 R).
Acabamos de ver un ejemplo maés arriba.

]

La propiedad siguiente de los polinomios irreducibles es una consecuencia de la definicién de poli-
nomio irreducible y de la Proposicion 9.

Observacién 12 (Primalidad de los polinomios irreducibles)  Sean f, g, h € K[X], con f
irreducible, entonces :

o med(fi9) =gty si flg vy wmed(fig)=1 si [ [g.

o flgh = flg o6 flh.




Teorema 13 (Teorema Fundamental de la Aritmética) Sea K un cuerpo, y sea f € K[X]
un polinomio no constante. FEntonces existen unicos polinomios irreducibles mdnicos distintos
1s---,9m en K[X] de manera que :

f=ca™g" ... g,* donde cc K\{0}yki,...,km €N

(Claramente la unicidad de los factores irreducibles g; es salvo el orden de los factores.)
La constante ¢ resulta ser el coeficiente principal de f .

Ejemplo El polinomio (X?+1)(X2—2) estd factorizado en factores irreducibles en Q[X] (pues
ambos factores son irreducibles) pero su factorizacién en R[X] es (X2 +1)(X — vV2)(X +V2) y
su factorizacién en C[X] es (X +4)(X —i)(X 4+ v/2i)(X — v/2i).

|

Observacién 14  Si f € K[X] tiene una raiz o € K, entonces el polinomio X —« es uno de
los factores de la factorizacion en irreducibles de f (pues f = (X — a)q y por la unicidad de la
factorizacion, para factorizar f alcanza con factorizar q ).

Estamos ahora en condiciones de retomar el ejemplo de los polinomios de grado 2 : podemos
mostrar ahora que si aX? + bX + ¢ tiene una rafz en K (con car(K) # 2) entonces b? — 4ac es
un cuadrado en K. Con ésto, concluiremos la demostracién de la afirmacion : “existe g € K tal
que 32 =b? — 4ac si y sélo si el polinomio aX? + bX + ¢ tiene dos raices en K.

En efecto, si f = aX? + bX + ¢ tiene una raiz a; € K, entonces, por la observacién anterior,
X — «ay aparece en la factorizacion de f, y por razones de grado, el otro factor irreducible ménico
tiene grado uno, y se puede escribir X — aiy . Por consiguiente, f tiene sus dos raices a1 y as en
K y se escribe en la forma :

f=a(X —a1)(X —az) = aX? — ala; + a) X + aajaz

Igualando coeficiente a coeficiente, resulta que b = —a(a; + a2) y ¢ = acjas .
Por lo tanto, b? —4ac = a?(a1 + az)? — 4a’aias = a?(a? + a3 — 2a1a2) = [a(a; — a2)]? vy resulta
ser un cuadrado en K !

]

Finalmente, se puede describir el maximo comun divisor entre dos polinomios f y ¢ en términos
de los factores irreducibles ménicos de sus factorizaciones :

Observacién 15  Sean f, g € K[X], entonces mcd(f;g) es el producto de los factores irre-
ducibles mdnicos que aparecen en comun en las factorizaciones de f y g, a la minima potencia
con la que aparecen. Por ejemplo med(3X3(X —1)%;2X2(X —1)3) = X2(X —1)%.

La Observacién precedente puede parecer a primer vista un algoritmo para calcular el maximo
comun divisor entre dos polinomios, incluso més simple que el de Euclides, pero en realidad no es
asi ya que no se conocen algoritmos para factorizar polinomios, por lo menos en los casos K =R
6 K = C. Esto se discutira mas adelante.



2.4 Raices multiples

Una rafz de un polinomio f puede estar repetida. Por ejemplo X? —2X +1 = (X —1)? tiene dos
veces la raiz 1 (o, mas generalmente, todo polinomio de grado 2 con discriminante igual a 0 tiene
dos raices repetidas).

Definicién 16  Sea f € K[X] y a € K raiz de f. Se dice que :

o « es raiz simple de f siy solo si f(a) =0 pero (X —a)? J f, 0sea f= (X —a)g con
(o) #0.
(A nivel de la factorizacidn de f, esto significa que el factor irreducible X — o aparece en
la factorizacion de f con potencia exactamente 1.)

o « es raiz multiple de f siy sélo si (X —a)?|f, 0sea f=(X—a)?q.
(A nivel de la factorizacidn de f, esto significa que el factor irreducible X — o aparece en
la factorizacion de f con potencia estrictamente mayor que 1.)

o « esraiz de multiplicidad ezactamente k de f siy sélosi (X—a)¥|f pero (X—a)**1 ) f,
o0sea f=(X—a)q con q(a) #0.
(A nivel de la factorizacidn de f, esto significa que el factor irreducible X — o aparece en
la factorizacion de f con potencia exactamente k.)

Ejemplo -1 es rafz doble de (X + 1)%(X? —4) y triple de (X +1)%(X?% —1).

]
Hay una relacién entre la multiplicidad de una raiz y el hecho de ser raiz de la derivada f’ del
polinomio f (donde (a, X" +a, 1 X" 1+ - -+a1 X+ag) = na, X" ' +(n—1)a, 1 X" 2+ -+ap ).
Pensemos por ejemplo en una parabola (X —a)?: «a define un mfnimo y por lo tanto f/(a) =0.
Este hecho es mas general :

Proposicién 17  Sea K wun cuerpo de caracteristica 0 (es decir p # 0 en K para todo p
nimero primo), por ejemplo K =Q,R 6 C, que son los casos que nos interesan aqud.
Sea f € K[X] no nulo. Notaremos con f' la derivada del polinomio f y con O la derivada
i— ésima de f, para todo i € N.
1. « es raiz miltiple de [ <= « es simultdneamente raiz de f y de f'.
(Equivalentemente, « es raiz simple de f < f(a)=0y f'(a)#0.)
2. « es raiz de multiplicidad exactamente k de f (k>1) <= « es raiz de [ y ademds es
raiz de multiplicidad exactamente k —1 de f’.

3. « es raiz de multiplicidad exactamente k de f (k > 1) << f(a) = fl(a) = -+ =
FED(a) =0 y fF(a) £0.

(Para un cuerpo K de caracteristica positiva p, el sequndo y tercer inciso tienen que ser reem-
plazadas por implicaciones un poco mds débiles, que pueden deducirse observando lo que es valido
en la demostracion de (2).)

Prueba.—
L (=) f=(X-a)’q, luego f'=2(X —a)g+ (X — )¢ = (X —a)(2¢+ (X —a)¢) yse
verifica f(a) = f'(a) = 0.
(<) Como « esraiz de f, se puede escribir f = (X — a)q, y se quiere mostrar entonces
que q(a) =0, 0sea X — aq, para asf probar que (X —a)?| f :

Se tiene [’ =g+ (X — )¢’ yla condicién f'(«) =0 implica inmediatamente que g(a) = 0.



= (X —a)fq con g(a) # 0, luego f' = k(X — ) g+ (X — )¢ = (X —
a)* (kg + (X — a)¢') y, tomando h := kq+ (X — a)q’, se verifica que f' = (X — )k~ 1h
con h(a) #0 (pues g(a) # 0 y en un cuerpo de caracteristica 0, k #0).
(<) Como « esrafz de f, tiene una cierta multiplicidad r > 1 como rafz. Se pretende
probar que r =k :
Sea f = (X —a)"q con g(a) #0. Luego f' = (X —a)" " L(rq+ (X —a)q’). Si definimos
h:=rq+(X —a)q¢ , resulta que f' = (X —a)"~'h con h(a) # 0, por consiguiente « es rafz
de multiplicidad exactamente r — 1 de f’, pero por hipdtesis, esa multiplicidad es k — 1,
por lo tanto r— 1=k —1, es decir r = k.

3. Para hacerlo formalmente, se usa induccién en la multiplicidad & de « como raiz de f.

e k=1 : Es una consecuencia inmediata del inciso (1) : « es rafz simple de f <= «
es raiz de f y no es raiz de f’.

e k>1: Por (2), a es raiz de multiplicidad k¥ de f <= f(a) =0 y « es raiz de
multiplicidad k& —1 de f’.
Por hip6tesis inductiva, « es raiz de multiplicidad k—1 de [ < [f'(a) = (') («) =

= (*2(a) =0y (f)*Y(a) # 0. Se concluye observando que (f')V) =
FU+D

2.5 Cantidad de raices

Un polinomio f no nulo de grado n no puede tener demasiadas raices, aun contadas con multi-
plicidad :

Teorema 18  Sea f € K[X]| no nulo de grado n. Entonces f tiene a lo sumo n raices en K
contadas cada una con su multiplicidad.

Prueba.— La haremos por induccién en el grado n de f :
e n=0: f polinomio constante no nulo no tiene ninguna raiz.

e n >0 : Si f no tiene ninguna raiz en K, no hay nada que probar. Si tiene por lo menos
una raiz «, entonces f = (X — a)g y ¢ es un polinomio de grado n — 1 que por hipétesis
inductiva tiene a lo sumo n — 1 raices en K. Por lo tanto, f tiene a lo sumo n raices en
K.

Observacién 19  Sea f € K[X], y sean aq,....ap, € K raices distintas de f de multiplicidad
ki,...,kn respectivamente, entonces :

(X —a)P (X —ag)k2 . (X —ap)fm | f
(Esto es debido a que (X —a)** | f,...,(X —am)® | f, y al ser los polinomios de la izquierda
coprimos dos a dos (ya que no tienen ningun factor irreducible en comin), su producto también
divide a f.)




2.6 Polinomio interpolador

En esta seccién, supondremos que el cuerpo K tiene caracteristica 0, por ejemplo K=Q, R 6
C.

El objetivo es mostrar que existe siempre, y es tnico, un polinomio de grado < n que pasa por
(n+ 1) puntos prefijados del plano K? con distintas abcisas. Por ejemplo, en R? hay una tinica
recta que pasa por dos puntos, hay una tunica pardbola que pasa por tres puntos con distintas
abcisas, a menos que estén alineados, y entonces en lugar de una parabola, pasa una recta, etc.
Este resultado se puede probar de distintas maneras, por ejemplo mediante resultados sencillos de
algebra lineal, usando el conocido determinante de Vandermonde, o aplicando la férmula de inter-
polacién de Newton (ver por €j. [7]) o, como se expondré aqui, mediante el polinomio interpolador
de Lagrange.

Cabe senalar que si las condiciones iniciales no son sobre (n + 1) puntos con distintas abcisas,
pero sobre el valor del polinomio y sus n primeras derivadas en un punto xy € K, se recupera el
polinomio de Taylor f(X)=3}_, f<k;(!w0) (X —z0)F.

Y si las condiciones son mezcladas, sobre distintos puntos y sus derivadas, se puede plantear y
resolver un sistema lineal dado por las condiciones, o también combinar los polinomios de Taylor
y Lagrange.

Teorema 20 (Interpolacién de Lagrange) Sea K wun cuerpo de caracteristica cero, y sean
g, ..., Ty n+1 puntos distintos de K. Para cada eleccion yo, - ..,yn de n+1 puntos cualesquiera
de K existe exactamente un polinomio f € K[X] de grado < n (si no es nulo) que verifica
simultaneamente las condiciones

f(xo) = yo
fx1) = n
f@n) =

Prueba.—

e Existencia del polinomio interpolador

La idea es construir uno a uno polinomios f; (0 < j < n) de grado < n que cumplen
las condiciones mas sencillas f;(z;) =1 y fj(z;) =0 si i # j. Asf los polinomios y; f;
verficardn que (y;f;)(z;) =y; v (y;f;)(x:) =0 si i # j, y finalmente el polinomio f :=
yofo+ -+ ynfn cumplird todos los requisitos, pues (yofo + -+ ynfn)(x;) = vofolz;) +
-+ yifi(z) + -+ ynfalzj) =y; paratodo 0 <j<n.

Construyamos por ejemplo fy, los demés se construyen andlogamente :

Las condiciones son : fo(xg) =1, fo(x1) = = fo(zn) = 0. O sea fy tiene las n raices
distintas 1, ...,x, . Podemos plantear entonces fy como el polinomio de grado n :
fo=c(X —x1)...(X —x,) donde ¢ € K es una constante a determinar.

Ahora la condicién fo(zp) =1 implica que

c=[(zo —x1)... (w0 — x,)] "

De la misma manera se obtiene para cada j :

fj:(X_xo)"'(X_xj—l)(X—xj_H)...(X—xn): X — x;

(q;j — J;O) e (Z‘j — xj_l)(xj — l‘j+1) ... (.Ij — xn)
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(se observa que el denominador es siempre no nulo pues los x; son todos distintos)

Finalmente, se define f en la forma :

f:y0f0+"'+ynfn: Z Yj H

Este polinomio f wverifica por construccién las condiciones f(z;) = y,; ademds de tener
grado < n pues cada sumando tiene grado n (pueden ocurrir eventualmente cancelaciones
de manera que se obtiene un polinomio de grado < n).

e Unicidad del polinomio interpolador

Supongamos que existen f y g no nulos de grado < n que verifican las n + 1 condiciones
f(z;) =y; = g(z;) (0<j <n). Porlo tanto el polinomio h := f — g verifica las n+ 1
condiciones h(z;) =0, o sea tiene n + 1 raices distintas.
Pero por otro lado, dado que f y g son polinomios de grado < n (si no nulos), el polinomio
h es o bien nulo o bien de grado < n también. Si fuera no nulo, no podria poseer n + 1
raices distintas, por consiguiente tiene que ser el polinomio nulo o sea f =g.

]

Ejemplo Calculemos el tnico polinomio de grado < 3 que verifica las condiciones f(0) =1,

f) =0, f(-1)=4y f(2)=1.

Este es :
;o= (X DX - (D)X —2) (X - 0)(X = (D)X - 2)
(0—=1)(0—(-1))(0-2) (1-0)(1—(-1))(1-2)
g XX DX -2 (X -0 D)X~ (1)

(=1=0)(-1-1)(-1-2) 2-0)2-1)2-(-1)
(X-D)(X+1D(X-2) XX-1)(X-2) X(X-1)(X+1)
= 5 +4 5 - ;

2 f
(X3 —2X2 - X +2) - g(X3 —3X? +2X) +16(X® - X)

1
2
= X?2-92X+1

| ]

Este sencillo ejemplo muestra por un lado que es mejor no acordarse la férmula de memoria, sino
ser capaz de reconstruirla, y por otro lado que por més que se trate de un polinomio de grado
chico, la cantidad de cuentas necesarias para obtener de esa manera el polinomio interpolador de
Lagrange es muy elevada !

3 Polinomios en C[X]

3.1 Teorema Fundamental del Algebra

Este teorema es debido a Gauss (1777-1855) quién di6 de él cinco demostraciones distintas. Ac-
tualmente, existen decenas de demostraciones, algunas usan Anélisis Complejo, otras Teoria de
Cuerpos o Topologia, todas fuera del alcance de estas notas. Pero cabe mencionar que no se
conoce demostracion que no use en alguna medida resultados elementales de anédlisis, en particular
el Teorema de Bolzano, que dice que si una funcién continua definida de R en R cambia de signo
en los extremos de un intervalo, entonces tiene un cero en el interior del intervalo.
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Teorema 21 (Teorema Fundamental del Algebra) Sea f € C[X] un polinomio no nulo con
coeficientes complejos de grado n mayor o igual que 1. Entonces f tiene por lo menos una raiz
en C, o equivalentemente, f tiene exactamente n raices contadas con su multiplicidad.

Esto significa que la factorizacion de f € C[X] es siempre de la forma :

f=c(X —a)" ... (X —apm)’, ceC\{0},

y que los dnicos polinomios irreducibles en C[X] son los de grado 1.

Mas ejemplos

e f de grado 3 : (Scipione del Ferro 1515, Tartaglia 1535, Cardano 1545)
f=aX3+bX?+cX +d €C[X], a#0.
Haciendo el cambio de variables ¥ = X — 3% , se pasa a buscar las raices del polinomio :
g=Y3+pY +¢q
Buscando las soluciones de la forma ¥ =U +V, con U3+ V3 = —q y U3V3 = —g—i, se
observa que U3 y V3 son las raices del polinomio (resolvente) :
Z* 4+ qZ — 12); .

Se obtienen finalmente las tres soluciones complejas de ¢ entre las 6 expresiones :

2 3\ /3 2 3\ /3
q q p q q p
U+V=|-= — 4+ = —= — =+ =
+ <2+ 4+27> +< 2 4+27>

(pues hay 3 elecciones posibles para cada raiz ctibica en C.)

Para determinar las tres raices de g, se eligen las raices cibicas de tal manera que UV =
-p/3.

e f de grado 4 : (Ferrari)
[+ X 4+ pX2+qX +r
Las 4 raices son del tipo a = %(:I:\/Tﬂ + /=7 ++-9), donde 3, v, & son las tres raices
del polinomio (resolvente) :
Z3 —2pZ% + (p? — 4r)Z + ¢*
La condicién aqui para elegir las 4 raices complejas entre las 8 posibles expresiones es
(V=B (EV=N(EV=0) = —q.

Hasta ahora se obtuvieron las raices complejas de polinomios f € C[X] de grado < 4, por medio
de férmulas que se obtienen a partir de los coeficientes del polinomio f mediante las operaciones
+o—n /Y ete

La pregunta natural es entonces : ; Existird para cada polinomio f de grado arbitrario una férmula
para las raices que involucre los coeficientes de f y las operaciones +, —, -, / y Y/ para algunos
keN?

La respuesta es NO :

Teorema 22 (Abel, 1802-1829) No hay una formula que describa las raices de un polinomio
general cualquiera f de grado > 5 a partir de sus coeficientes y de las operaciones elementales
descritas mds arriba.

Galois (1811-1832) caracterizé cudles eran los polinomios de grado > 5 para los cuales existe tal
férmula, aunque no es facilmente deducible de los coeficientes del polinomio, sino que tiene que ver
con cierto grupo asociado con dicho polinomio.
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3.2 Ubicacion de las raices

A pesar de no poder obtener en general las raices de un polinomio f € C[X] por medio de una

férmula, uno puede exhibir una cota M para el médulo de las raices, que depende de los coeficientes
de f :

Proposicién 23 (Cota de Cauchy, 1789-1857) Sea f = a, X" + - -+ ap € C[X], con n >
1, an #0.

Sea M =1+ +- 4

a

an—1
An

ao
n

. Entonces toda raiz o € C de f verifica que || < M .

Prueba.—
e Si || <1, no hay nada que probar pues 1 < M por definicién.
e Para |a| > 1, se observa que

f(oz):O <~ a7zan+an—1()én71—|--~-—|—a0:()

Ap—1 _ ap
= an(a”—l—na" 1+~-~+):0
Qap Gy
Ap—1 _ ap
= a"+ =" = =0
Qap Gy
Por lo tanto,
Cp— a
a® = — Lla"*1+...+70
[£2% QA
Up—1 p— ao
—  |a|" = |Z=a" Ly 2
29 (27
an—1 -1 ago
< n |a|” e |2
n n
—1 Ap—1 ag
< lof* ( e B EEERE S )
n an

pues para |a| > 1, se tiene |« |"' > |«|* paratodo k, 1 <k <n.

An—1

Asi se concluye que |a| < |=2
n

a9
An

y por lo tanto, |a| < M.

Existen otras cotas M para el médulo de las raices més precisas, aunque mas dificiles de obtener.
Estas se pueden consultar por ejemplo en [5].

4 Polinomios en Q[X]

4.1 Revision de resultados

e Un polinomo en Q[X] de grado n > 1 tiene a lo sumo n raices contadas con multiplicidad.

Sea f € Q[X] de grado > 2. Si f tiene una rafz, entonces f es reducible.

f € Q[X] reducible no implica que f tiene raices en Q. Por ejemplo el polinomio (X?2—2)"
es reducible y sin raices racionales.

f € Q[X] de grado 2 6 3 es reducible si y sélo si tiene una raiz en Q (pues por cuestiones
de grado, si es reducible tiene que tener al menos un factor de grado 1).
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4.2 Calculo de raices en Q

A pesar de que la situacién en Q[X] parece mucho mds complicada que en C[X], se puede
encontrar todas las raices racionales de un polinomio f € Q[X] por medio de un algoritmo. Este
hecho es una consecuencia de que todo nimero entero a € Z \ {0} tiene un ndmero finito de
divisores posibles, que se pueden calcular.

Sea f = apX,+ -+ ap € QX]. Entonces existe ¢ € Z\ {0} tal que g = ¢f tiene todos sus
coeficientes enteros (por ejemplo, eligiendo ¢ como el minimo comtin miltiplo de los denominadores
de los coeficientes de f), y ademds las raices de f claramente coinciden con las de g.

Por ejemplo, f = %X‘G — %X‘l + X2 - % €Q[X]y g=12f = 18X° —4X* +12X2 — 15 € Z[X]
tienen exactamente las mismas raices.

Por consiguiente para encontrar las raices racionales de un polinomio en Q[X], nos podemos
restringir a estudiar como encontrar las raices racionales de un polinomio en Z[X].

Lema 24 (Gauss) Sea f=a,X" + - +ao € Z[X] con an, ag #0. Entonces, si 5 € Q es
una raiz racional de f, con « y [ € 7Z coprimos, obligatoriamente resulta que o |ag y B|ay, .

n n—1
f(g>:0 <~ an<g> +an1<g> +~~-+a1(g>+ao_0
An@" + ap_ 10" B+ araff + a8 _
ﬁn

= 4"+ a, 1" B4 Faraf" 4B =0

Prueba.—

<= 0

Luego, o (ana™ !+ +a18"71) = —apf".
Por lo tanto, a| —agB™, pero al ser o y [ enteros coprimos, « no tiene ningin factor en comiin
con 8", 0sea alag.
De la misma manera, (3 (an,la”_l + -+ aoﬁ”_l) = —apa™ implica que 3| — a,a™ pero al ser
coprimo con «, resulta G| a, .

|

Aplicacién (Algoritmo para calcular las raices racionales de un polinomio entero) En las
condiciones del teorema anterior, el Lema de Gauss implica que si se construye el conjunto (finito)
N de los divisores positivos y negativos de ag v el conjunto D de los de a,, las raices del
polinomio f se encuentran en el conjunto de todas las fracciones coprimas % , eligiendo o en N
y B en D. Chequeando para cada fraccién % asi construida si f (%) = 0, se obtienen todas las
rafces racionales de f.

Simplemente hay que tener un poco de cuidado en que este procedimiento no aclara la multiplicidad
de cada raiz.

Ejemplo Hallemos las raices racionales del polinomio racional

8 1 14 14 4
=X8 4+ X" 2x6 x5 x4 Zx3
/ + 3 + 3 3 3 3

Limpiando los denominadores de f se obtiene el polinomio entero g con las mismas raices :

g=3X%+8X"+ X0 —14X° — 14X* —4X? = X3(3X° +8X* + X? — 14X? — 14X — 4)
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Claramente, 0 es raiz de multiplicidad 3 de g (v de f), y las restantes raices racionales son las
de
h=3X"+8X"+ X% - 14X - 14X — 4

Aqui, ap=—-4y a, =3.
Los divisores de ag son +1,42 +4 y los divisores de a, son +1,+3, luego las raices racionales

se buscan en el conjunto :

1 2 4
{+1,42, 44, 4=, +5 +-}
337373

Chequeando uno obtiene que h(—1) =0y h(—2/3) =0.

Asi, las rafces racionales distintas de h son —1 y —2/3, Para conocer con qué multiplicidad, se
puede o bien dividir h por (X +1)(X + 2) y volver a evaluar el cociente en —1 y —2/3. O bien
también se puede derivar h :

h' =15X* 4+ 32X3 + 3X% — 28X — 14 y se tiene que h/(—1) =0 mientras que h'(—2/3) # 0.

O sea —1 es rafz de multiplicidad > 2 y —2/3 es raiz simple.

Volviendo a derivar h : h” = 60X3 + 96X +6X —28 y h”(—1) #0.

Se concluye que —1 es raiz doble de h.

Finalmente la factorizacién de h en Q[X] es:

h=3(X+1)%X+ %)(XQ —2)

Y dado que f = %X 3 h, resulta la siguiente factorizacién de f en Q[X] :

f=X3(X+1)%X + %)(XQ —2)

Observacion 25  El Lema de Gauss provee un algoritmo para calcular todas las raices racionales
de un polinomio racional, pero se ve claramente que éste es extremadamente costoso, pues hay que
evaluar el polinomio de entrada en un gran numero de fracciones % (la cantidad de fracciones estd

relacionada con la cantidad de divisores de ag y a, ).

4.3 Irreducibilidad en Q[X]

El objetivo de este péarrafo es dar un criterio que permite probar la irreducibilidad de ciertos
polinomios en Q[X], y mostrar que existen polinomios irreducibles de cualquier grado. Para ello
necesitaremos previamente relacionar factorizaciones en Q[X] con factorizaciones en Z[X].
Dado que f € Q[X] es reducible si y sélo si ¢f es reducible, para todo ¢ € Q \ {0}, se pueden
limpiar denominadores y restringirse a analizar la reducibilidad en Q[X] de polinomios con coefi-
cientes enteros.

Definicién 26  Sea f = a, X"+ +ag € Z[X] un polinomio no nulo con coeficientes enteros.
Se define el contenido de f como el mdzimo comun divisor de los coeficientes de f; es decir el
contenido de f es el nimero entero

cont(f) := med(ag; ... ;an)
En caso en que cont(f) =1 se dice que el polinomio f es primitivo.

Observemos que por la definicién de contenido, resulta inmediatamente que si f € Z[X] y ¢ €
Z\ {0}, entonces cont(cf) = ccont(f), y que f = cont(f)f donde f € Z[X] es un polinomio
primitivo.
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Lema 27 (Gauss) Sean f, g € Z[X], entonces

1. St f y g son polinomios primitivos, entonces f g también lo es.

2. cont(fg) = cont(f)cont(g)

Prueba.—

1. Sean f y ¢ primitivos e investiguemos si existe algin primo p que pueda dividir a cont(fg) :
Pongamos f=a, X"+ ---+agy g=0, X"+ - +10g.

Al ser f y g primitivos, p Jcont(f) y p Jcont(g). Por lo tanto, existen a; y b; no
divisibles por el primo p. Sean iy :=min{i/p fa;} v jo:=min{j/p Jb,;}

y estudiemos el coeficiente c; 4, del producto fg:
Ciotjo = Gigtjobo + -+ + Gigy1bjo—1 + @igbjy + @ig—1bjo 41 4+ @0big 45,

Por la definicién de iy y jo, se observa que p|ao,...,p|ai,—1 ¥ plbo,...,p|bjo—1,esdecir p
divide a todos los términos de la derecha de la igualdad salvo eventualmente a;,b;, . Ademas
p Yai, y p fbi,, por lo tanto, dado que p es primo, p J a;,bj, . En definitiva, p J cio4j,
(pues sino tendria que dividir a a;,bj, ), 0 sea p Jcont(fg).

Se probé que no puede existir ningiin primo p que divida al contenido de fg y por consigu-
iente, cont(fg) =1 como se querfa mostrar.

2. Sean f =cont(f)f y g=cont(g)g, con f, g€ Z[X] primitivos.

Se tiene fg = cont(f)cont(g)fg. Luego, cont(fg) = cont (cont(f)cont(g) fg) =

= cont(f)cont(g) cont(fg). Pero por (1), cont(fg) =1 con lo que concluye la prueba.
]

El paso siguiente es mostrar que si un polinomio entero se escribe como el producto de dos poli-
nomios racionales, entonces también se puede reescribir como el producto de dos polinomios en-
teros :

Teorema 28  Sea f € Z[X] y supongamos que existen polinomios g, h € Q[X] tales que
f = gh. Entonces existen polinomios ¢, h que verifican simultdineamente :

e g, h € Z[X]
o f=gh
o gr(3) =gr(g) y gr(h) = gr(h)

Prueba.— Para simplificar las notaciones, observemos primero que alcanza con probar el resultado
para un polinomio f € Z[X] primitivo, ya que cont(f) € Z se puede poner en factor.
Supongamos entonces que f es primitivo. La idea ahora es simplemente que dado que f es un
polinomio entero que se escribe como producto de dos polinomios racionales g y h , debe haber
una forma de redistribuir los denominadores de g y h de manera que se cancelen :

En efecto, sean b,c € Z \ {0} tales que bg y ch pertenezcan a Z[X], entonces :

bef = (bg) (ch), y por consiguiente bc = cont(be f) = cont((bg) (ch)) = cont(bg) cont(ch)
(recordemos que cont(bg) # bcont(g) porque g no es en principio un polinomio con coeficientes
enteros, y lo mismo para ch)
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Luego, si escribimos bg = cont(bg)bg y ch = cont(ch)ch, con bg, ch € Z[X] primitivos, se
tiene que f =bgch y por lo tanto alcanza con definir :

g=bg y h=ch

Es inmediato verificar que éstos polinomios verifican las condiciones del teorema.
]

Finalmente, estamos en condiciones de probar el siguiente criterio de irreducibilidad para poli-
nomios enteros :

Teorema 29 (Criterio de irreducibilidad de Eisenstein)
Sea fe€ZX], f=a, X"+ -+ ag tal que existe un primo p que verifica p Jan, p|a; para
0<i<n-—1 vy p*fao, entonces f es irreducible en Q[X].

Prueba.— Supongamos que f es reducible en Q[X], es decir que existen g, h € Q[X] tal que
f=ghy1<gr(g) <gr(f). Por el teorema anterior, podemos suponer que g y h son polinomios
con coeficientes enteros.
Pongamos g = bg X%+ 4+by y h=c.X*+---+co €Z[X],donde 1 <d,e<n.
Dado que f = gh, las hipétesis implican que p|bocy pero p? ) boco. Por lo tanto p divide a uno
de los factores exactamente. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que p|by y p Jco .-
Probaremos inductivamente que en tal caso, p divide a todos los coeficientes de ¢ :
Para 1 <i <gr(g) — 1, supongamos que p|by, p|b1, ...,p|b; y veamos que entonces p|b;y1 :
La igualdad f = gh implica que a;+1 = bocit1 + -+ bic1 + birico.
Por hipétesis inductiva, p divide a todos los primeros factores de la derecha de la igualdad, y por
otro lado, dado que i + 1 < gr(g) < gr(f), se tiene por la hipétesis del teorema que p|a;tq. Por
lo tanto p|b;41c0. Pero p Jco, en consecuencia p|b;+1 como se querfa probar.
Asi, p|cont(g), y por lo tanto p|cont(g) cont(h) = cont(g h) = cont(f), lo que contradice el hecho
que p fa, . La contradiccién proviene de suponer que f es reducible.

|

Corolario 30 Eristen polinomios irreducibles de cualquier grado en Q[X]. Por ejemplo el poli-
nomio X™ — 2 es irreducible en Q[X] para todo n € N.

4.4 Factorizacién en Q[X]

Como hemos visto en la seccién anterior, para factorizar un polinomio en Q[X], dado que las
constantes no influyen, alcanza con considerar el polinomio en Z[X] obtenido limpiando los de-
nominadores. Y para factorizar en Q[X] un polinomio con coeficientes enteros, se puede intentar
reducirlo paso a paso hasta obtener todos factores irreducibles, pero siempre trabajando con fac-
tores en Z[X] (Teorema 28).

Un algoritmo cldsico, debido a Kronecker(1823,1891), y muy sencillo tedricamente (aunque terrible-
mente costoso de implementar computacionalmente) que permite factorizar en Q[X] un polinomio
con coeficientes enteros se basa en la idea siguiente :

Si f € Z|X] es reducible en Q[X] entonces existen g, h € Z[X] de grados estrictamente menores
que el de f de manera que f = gh, y podemos suponer sin pérdida de generalidad que gr(g) <

gr(f)/2.

Ahora, si g € Z[X] tiene grado < gr(f)/2, por el Teorema 20 de interpolacién, queda exactamente
determinado por su valor en [gr(f)/2] + 1 puntos (donde [gr(f)/2] denota la parte entera, i.e. el
mayor entero, < gr(f)/2). Por otro lado, para todo k € Z se verifica f(k) = g(k)h(k), o sea que

g(k) | f (k).
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El algoritmo es por lo tanto el siguiente :

Algoritmo de factorizacion de Kronecker

e Se evalia el polinomio f en m := [gr(f)/2] + 1 puntos enteros ki,...,k, , obteniendo
T = f(kl), ey = f(km) .

e Se computan todos los divisores positivos y negativos de cada uno de los valores 71,...,7m
obtenidos.

e Para cada eleccion de m divisores di,...,d,, , se chequea si el polinomio g que interpola
(k1,d1), ..., (km,dn) es efectivamente un factor del polinomio f.

e Sino lo es, se pasa a otra eleccién de divisores, mientras que si lo es, se repite el procedimiento
con gy % .

e Si para ninguna eleccién de divisores se obtiene que ¢ | f eso significa que el polinomio f es
irreducible.

Ejemplo Sea f=X°—-X34+X%2_-2X -2

Si f es es reducible tiene un factor g € Z[X] de grado < 2, que serd determinado por su valor
en tres puntos.

(Observemos que por el Lema de Gauss (Lema 27), las posibles raices racionales de f son £2,
pero f(£2) # 0, por lo tanto f no tiene raices racionales, o sea gr(g) =2.)

Elijamos por ejemplo los puntos de interpolacién k1 =0, ks =1 y k3 = —1: se tiene f(0) = -2,
f(1) = =3y f(=1) =1, por lo tanto ¢(0) € {£1,+2}, g(1) € {£1,4£3} y g(-1) € {£1}.
Esto indica que tenemos en principio que calcular 32 posibles polinomios g y chequear si son
efectivamente divisores de f.

e Por ejemplo, si elegimos para g los puntos de interpolacién (0,1),(1,1) y (—1,1), obtenemos
claramente el polinomio g = 1 que no aporta ningtn factor esencial para la factorizacion de

f.
e Eligiendo los puntos (0,1),(1,1) y (—1,—1) se obtiene el polinomio de interpolacién :

X DX 4D X(X+D) . X(X-1)
9= "oy T'oary T 'eoeio
_ _(X2_1)+X;—X_X2—X
= X’ +X+1

Y este polinomio g no divide f pues al dividir da resto 2X + 1.

e Finalmente, al ir chequeando todas las posibles ternas, se llega a los puntos de interpolacion
(0,-2),(1,—-1) y (=1,—1) que arrojan el polinomio
g = _2(X—1)(X+1)_1X(X-|—1)_ X(X-1)
(=1(@) MHA+1) (=H(=1-1)
X2+ X B X2 - X
2 2

= 2(Xx%-1)—
= X?2-2

y se verifica que X2 — 2| f, con cociente X® + X +1.
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Ahora bien, X2 -2 y X3+ X 4+ 1 son ambos irreducibles pues f no tiene raices en Q. Asi, la
factorizacién de f en Q[X] es la siguiente :

XP - X34+ X2 -2X —2=(X?2-2)( X3+ X +1)

Se observa que este algoritmo puede ser extremadamente lento ya que por més que los valores de
f(k;) sean lo mas simples posibles, tienen cada uno por lo menos 2 divisores (correspondientes a
+1) y por lo menos tendremos que calcular y chequear 2ler(/)/21+1 polinomios g.

Hubo posteriormente grandes mejoras en cuanto a la velocidad de los algoritmos de factorizacién
en Q[X].

El primero de ellos, debido a H.Zassenhaus ([8], 1969), se basa esencialmente en un algoritmo de
E.Berlekamp para factorizar rdpidamente polinomios en cuerpos finitos ([1], 1967). El algoritmo
requiere en promedio un nimero de operaciones del orden de gr(f)¢, donde ¢ es una constante cal-
culada, aunque en el peor de los casos puede necesitar un nimero exponencial en gr(f) operaciones
como en el algoritmo expuesto mas arriba.

El algoritmo més eficiente en la actualidad (por lo menos en teorfa), conocido como algoritmo L3,
es debido a A.K.Lenstra, H.Lenstra y L.Lovész ([4], 1982), y establece exactamente lo siguiente :

Teorema 31 (L?®) Sea f = a,X"+ - +ag € Z[X]| un polinomio primitivo, y sea H una
cota superior para los mddulos de los coeficientes a;. Entonces, se puede factorizar f en Q[X]
realizando del orden de n'? + n°(logy H)? operaciones “bit” (es decir los mimeros se representan

s

en base 2, y se cuenta una operacion cada vez que se suma,resta, multiplica o divide un bit “0” ¢
441 77)

Este es el primer algoritmo polinomial que existe para factorizar en Q[X] polinomios racionales,
donde polinomial significa que si el polinomio de entrada se mide a través de su grado n y del
tamano de sus coeficientes en representacién binaria log, H , la cantidad total de operaciones a
realizar es un polinomio en n y logy H, y no del tipo 2" como lo era hasta entonces.

La descripcién y la demostracién de los algoritmos de Berlekamp vy L? quedan fuera de nuestro
alcance, y utilizan fundamentalmente en el primer caso la reduccién a factorizar polinomios médulo
p para p primo, y en el segundo caso la teoria de latices o reticulados en Z™ .

5 Polinomios en R[X]

5.1 Revision de resultados

e Un polinomio en R[X] de grado n > 1 tiene a lo sumo n raices contadas con multiplicidad.

Sea f € R[X] de grado > 2. Si f tiene una raiz, entonces f es reducible.

f € R[X] reducible no implica que f tenga raices en R. Por ejemplo el polinomio (X2+1)"
es reducible y sin raices reales.

f € R[X] de grado 2 6 3 es reducible si y sélo si tiene una raiz en R (pues por cuestiones
de grado, si es reducible tiene que tener al menos un factor de grado 1).

Pero se puede probar que en R[X] no existen polinomios irreducibles de cualquier grado :
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5.2 Polinomios irreducibles en R[X]

Proposicién 32  Todo polinomio en R[X] de grado impar tiene al menos una raiz real

Prueba— Sea f=a"X"+---+a9 € R[X], con n impar.
Si a, > 0, entonces :

lirf flx) =400 y lim f(z) = —o0
Y si a, <0 se tiene :
lirf flx)=—00 y lim f(z) = 400

En ambos casos los signos son opuestos, y por lo tanto, por el Teorema de Bolzano (y dado que
f iR — R define una funcién continua), debe existir « € R tal que f(a) =0

]
Pero se puede ser més explicito y precisar mejor cuadntas raices reales puede tener f.
Teorema 33  Sea f € R[X], y sea z € C\R un ndmero complejo no real. Entonces
1. f(z) =0« f(z)=0
2. z es raiz de multiplicidad k de f <= Z es raiz de multiplicidad k de f.
Prueba.—
1. Sea f=a, X"+ -+ ag € R[X], entonces
f(2)=0 <= az"+ - --+a1z4+a =0
= ap"+---+az+ay=0
= Gpz'+--t+az+a=0
= azZ"+--+az+a =0
— f(z)=0
(pues para todo i, @; = a; por ser a; real).

2. z rafz de multiplicidad k de f <= f(z)=f'(z)=---=fFV(2)=0y fF(2)#£0
Pero f',...,f®*=1  f® también son polinomios en R[X] y por lo tanto, por (1):
fly==fFD() =0y fPE)#£0 <= f@) = =f"DE) =0y [P £0
<= Z raiz de multiplicidad k de f

]

El teorema anterior significa que las raices complejas no reales de un polinomio real f vienen de a
pares de complejos conjugados, o sea que un polinomio real f de grado n, que tiene exactamente
n raices complejas contadas con multiplicidad, tiene un nimero par de ellas que son complejas no
reales y el resto son reales. Por ejemplo, un polinomio real de grado impar tiene un niimero impar
de raices reales.

La Observacién siguiente nos permitira caracterizar los polinomios irreducibles de R[X] :

Observacién 34  Sean z, Z ndmeros complejos conjugados, entonces el polinomio (X —z)(X —
Z) es un polinomo real (pues (X — 2)(X —z) = X2 — 2Re(2) + |2]? € R[X] ).
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Proposicién 35 (Polinomios irreducibles en R[X]) Los polinomios irreducibles en R[X] son
exactamente los de grado 1 y aquéllos de grado 2 con discriminante negativo.

Prueba.—  Claramente los polinomios de grado 1 y los de grado 2 con discriminante negativo son
irreducibles.
Reciprocamente, si f tiene grado impar > 1 tiene por lo menos una raiz y por lo tanto es reducible.
Si f es de grado 2, es reducible si y solo si tiene discriminante > 0.
Si f tiene grado par > 4, o bien tiene alguna raiz real y en tal caso es reducible, o bien todas
sus raices son complejas no reales y vienen de a pares conjugados, por lo tanto si z es una de esas
raices, el polinomio real (X — z)(X —z) divide a f en R[X] y f resulta reducible también.

]

Corolario 36 (Factorizacién en R[X]) La factorizacion en irreducibles de un polinomio f €
R[X] es siempre de la forma :

f=c(X —a)f . (X =) (X2 4 BX + 7). (X% 4 B X + 7))

con v 6 s eventualmente nulos, ki, jo>1 (1<i<r,1<l<s) y B —4y <0.

5.3 Cantidad de raices reales de un polinomio en R[X]

Sabemos que f € R[X] de grado n > 1 tiene exactamente n raices complejas (contadas con
multiplicidad). También sabemos que si gr(f) > 5, no existe una férmula general para describir las
raices. j Cuantas de estas raices seran reales 7 No existe para raices reales un criterio como el Lema
de Gauss (Lema 27) para raices racionales. Pero sin embargo existe un algoritmo que permite contar
con exactitud la cantidad de raices reales del polinomio f en un intervalo (Teorema de Sturm,
1836). Antes veremos un criterio mds sencillo, debido a Descartes (1596-1650), que permite acotar
la cantidad de raices reales de f. Para ello necesitamos introducir la notacion siguiente :

Notacién 37 Sea f=a, X"+ -+ ap € R[X].
o Z,(f):= cantidad de raices reales estrictamente positivas de [ (contadas con multiplicidad).
o Z_(f):= cantidad de raices reales estrictamente negativas de f (contadas con multiplicidad).

o V(f)=V(an,-...,a0) := nimero de cambios de signo en la sucesion ordenada (an,...,ap),
salteando los ceros.

Por ejemplo, si f =3X%+2X5 — X3 + X2 — 7, entonces V(f) =V (3,2,0,—1,1,0,—1) = 3 pues
se cuenta 1 al pasar de 2 a —1, 1 por pasar de —1 a 1 y nuevamente 1 por pasar de 1 a —7.
Si g=3X*+X2+2,V(9)=0ysi h=X3-X?>+X -1, V(h)=3.

Proposicién 38 (Regla de los signos de Descartes)
Sea f=apX"+ -+ ag € RIX], entonces :

1. Z(f) <V(f)

2. V(f)—Z+(f) es siempre un nimero par.

3. Z_(f/) <V(f(=X) =V({(=D"an, ()" tay_1,...,a0) y V(f(=X)) — Z_(f) es siempre
un nimero par.

4. Si se sabe que f tiene todas sus raices en R, entonces Z.(f) =V (f) y Z_(f) =V (f(—X))
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Observacion Descartes enuncié esta regla, basdndose posiblemente en observaciones empiricas
y demostraciones parciales para polinomios de grado 1 y 2, y polinomios con todos los coeficientes
positivos por ejemplo donde es claro. El resultado fue probado luego con total generalidad por
Gauss.

El inciso (4), que no es tan conocido y empezé a ser comentado y usado hacia 1980, resulta ttil
cuando uno sabe de antemano que un polinomio real tiene todas sus raices reales, por ejemplo
cuando se trata del polinomio caracteristico de una matriz real simétrica. En ese caso, la regla
de los signos de Descartes permite calcular la signatura de la matriz sin factorizar el polinomio
caracteristico.

Prueba.— Demostraremos aqui completamente el inciso (1), que se basa en el :

Teorema de Rolle Sea f: R — R continua y derivable, y a < € R tales que f(a) =
f(B) =0, entonces existe v, a <y < f tal que f'(y)=0.

Para obtener (2), se usa la misma demostracién que para (1) pero usando la siguiente versién mas
fuerte del Teorema de Rolle : si f € R[X], entonces entre dos raices reales consecutivas de f hay
un numero impar de raices de f’.

Para (3), se observa que si a € R, o < 0, es raiz de f, entonces —a > 0 es raiz del polinomio
f(=X). O sea contar las raices negativas de f se reduce a contar las raices positivas de f(—X).

El inciso (4) se obtiene agregando la siguiente observacién (que se puede probar por induccién en
gr(f)) : siempre vale V(f) 4+ V(f(—=X)) < n. Luego, si f tiene n raices reales, que podemos
suponer no nulas, la tnica posibilidad es que se cumplan las igualdades en los dos primeros incisos.

Pasemos ahora a probar el inciso (1) :
La demostracién se hace por induccién en gr(f) =mn :
- Sin=1, f=aX+by Z(f)=1l<=ab< 0= V(f)=1.
— Si n > 1, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que :
f=a, X"+ - +a;X7 +ap con a, #0, a; 0 (n>n—1>--->j) y ap >0

quitando la rafz 0 tantas veces como aparece y eventualmente cambiando f por —f (ya que estos
cambios no modifican ni Z, (f) ni V(f)).

Luego f' =na, X" ' 4.-- +janj_1 y se tienen dos posibilidades : o bien a; < 0 y en ese caso
V(f)=V(f)+1,0bien a; >0 yenese caso V(f)=V(f).
Analizaremos cada caso por separado :

e Caso a; <0y V(f)=V(f)+1

Dibujemos el grafico de f (en su parte positiva) marcando las raices positivas ai,...,
con sus respectivas multiplicidades kq,..., k.
ago
Qaq (0%) te Qm—1 Qo
(k1) (k2) T (km—1) (km)

Se tiene Z,(f) =ki+ -+ kmn,y ai,...,q, son raices de f' con multiplicidades k; —
1ok —1.

22



Por el Teorema de Rolle, existen ademds (por lo menos) fi,...,08,—1 raices de f’ con
g <Br<ag,. .., ame1 < Bmo1 < apy.

ASf, Z—i—(fl) Z (k1_1)+"'+(km_1)+(m_1):k1+"'+km_1:Z+(f)_1'

Pero por hipétesis inductiva, Zy(f') < V(f') y estamos en el caso en que V(f') =V (f)—1.

Por lo tanto, resumiendo, Z,(f) — 1< Z,.(f') <V (f )=V (f) =1, es decir Z,(f) <V (f)
como se querfa probar.

Caso a; >0y V(f)=V(f)

Haciendo el mismo analisis, se obtiene Z; (f') > Z4(f)—1, pero en este caso V(f') =V (f).
Usando la hipétesis inductiva, se podria concluir que Z(f) < V(f)+ 1 que no es lo que se
busca.

Si pudiéramos mostrar que en realidad en este caso, Zy(f') > Z,(f), entonces tendriamos

las desigualdades Z, (f) < Z.(f") <V (f') = V(f), como queremos probar. O sea, nos falta

una rafz positiva de f’ !

Observemos que ag = f(0) >0,y a; > 0 implica que a la derecha de 0 la funcién f crece :
1 a’l n—j

. . : a4+
lim f(z)= lim ag+a;x’(1+ L=+ ..+ 2z =aqao" puesa; >0
w_>0+f() O 0 J ( a; a ) o P j

Pero luego, la funcién f tiene que decrecer pues f(a1) =0, por lo tanto f tiene un méximo
en el intervalo (0,a1), es decir existe 8 € (0, ;) tal que f'(8) =0.
Ast, Z4(f) > (Zo(f) = 1) +1 = Zo(f) v por lo tanto Z,(f) < Z,(f') < V(f) = V(f)
como se queria probar.

]

Aplicaciones

El polinomio X™ — 1 tiene a lo sumo 1 raiz real positiva pues V(f) = 1, pero al ser
V(f) — Zi+(f) par, tiene exactamente 1 raiz real positiva. Y tiene 1 raiz real negativa en
funcién de si n es par o impar.

Miés generalmente, si f € R[X] es un polinomio tal que V(f) =1, entonces, al ser V(f) —
Z,(f) siempre par, tiene que valer que Z,(f)=1.

Sea f € R[X] un polinomio de grado n con exactamente k& monomios no nulos. Entonces
f tiene a lo sumo k — 1 raices reales positivas y k — 1 raices reales negativas.

Sea f=X°—-3X*+1. V(f) =2, por lo tanto f tiene 0 o 2 raices reales positivas. Pero
como ademds f(0) =1y f(1)=—1, f tiene seguro una raiz real en el intervalo (0,1), por
lo tanto f tiene 2 raices reales positivas, y f tiene exactamente 1 raiz real negativa (pues
f(=X)=—-X°—-3X*+1),y 2 raices complejas no reales conjugadas.

Pasaremos ahora al Teorema de Sturm que permite determinar exactamente el niimero de raices
reales de un polinomio real f en un intervalo (a,b). Para ello necesitaremos asociar al polinomio

f un polinomio f con las mismas raices complejas que f, pero todas de multiplicidad 1.

Proposicién 39  Sea f € R[X], gr(f) > 1. Entonces el polinomio f :=

!
mea(rpy © RIX

tiene las mismas raices complejas que f , pero todas de multiplicidad 1. (f se llama el polinomio
libre de cuadrados asociado a f.)
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Prueba.— Sea f =c(X —ai)* ... (X — a,,)* la factorizaciéon de f en C[X].
Sabemos por la Proposicion 17 que si «; es raiz de multiplicidad exactamente k; de f, entonces
es raiz de multiplicidad exactamente k; —1 de f’,y por lo tanto :

F= (X —an)B L (X = ) lg(X) con glai) #0 (1 <i<m).
(También se puede hacer la cuenta derivando f.)
Luego med(f; /) = (X 1)1 .. (X =)o € RIX] ¥ T = sy = (X —an)... (X —

am) € R[X] verifica lo enunciado.
|

Observacién 40 Se puede calcular med(f; f') sin conocer la factorizacion de f € C[X], apli-
cando por ejemplo el algoritmo de Euclides (repidiendo sucesivas veces el algoritmo de division), y

por lo tanto para cada f € R[X] determinar el polinomio f libre de cuadrados asociado a f .

Definicién 41 (Sucesién de Sturm)  Sea f € R[X]| un polinomio sin raices multiples en C.
Sean a, b€ R, a <b tales que f(a) #0 y f(b) #0. Se define la siguiente sucesion de polinomios
(Sucesion de Sturm de f ) :

o fo:=1,

o fi:=1f,

e para todo i > 1, se efectia el algoritmo de division fi_1 = q;f; + i con gr(r;) < gr(fi) v
se define fiy1 = —r;.

e Se termina cuando se llega a fs := constante (observemos que dado que esta sucesion

coincide salvo eventualmente signos con la sucesion de restos que se obtiene aplicando el
Algoritmo de Euclides —para calcular el mdzimo comin divisor— a f y f', la hipotesis que
f no tenga raices multiples en C garantiza que se llega siempre a fs igual a una constante
no nula).

Se define también, siguiendo el espiritu de la Notacion 37 :
o Zaw(f) :=cantidad de raices reales de f en el intervalo (a,b).
o Z(f) = Z(—oo,+00)([f) :=cantidad total de raices reales de f .

o VeeR, Vie):=V(fole), fi(c),..., fs(c)) = nmimero de variaciones de signos en la sucesion

ordenada (fo(c), f1(c),..., fs(c)).

Teorema 42 (Sturm, 1836) Sea f € R[X] un polinomio sin raices multiples. Sean a, b € R,
a <b tales que f(a) #0 y f(b) #0. Entonces, Zap)(f) ="V (a)—V(b).

Antes de demostrar este resultado, hagamos algunos ejemplos :

Ejemplo Sea f=X?-5X248X —8.
Por la regla de los signos de Descartes, se deduce que f tiene 1 o 3 raices reales positivas y ninguna

raiz real negativa.
Se tiene f/ =3X? - 10X +8
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(Observemos que f’ tiene exactamente 2 raices reales positivas, 3/2 y 2, pero ésto no nos permite
decidir si f tiene 1 o 3 raices reales)

Calculemos la Sucesion de Sturm de f, ain sin saber que f no tiene raices multiples.

Jo
fi

=f=X3-5X?+8X -8
= f'=3X%2-10X +38

fzi_
f3 =

3X + % pues fo=(3X - g)h+(—5X - %)
—936 pues f1 = (22—7X —261) f2 +936.

Dado que llegamos a que f3 es una constante no nula, deducimos inmediatamente que f no tiene
raices miltiples en C (recordando que la sucesién de Sturm es, salvo eventualmente un signo, la
del algoritmo de Euclides para calcular med(f; f’) ) y estamos en condiciones de aplicar el Teorema
de Sturm.

e Sea por ejemplo a = 0 y b = 1. Se tiene V(a) = V(0) = V(-8,8,22,-936) = 2 y

V(b)) =V(1) =V(-4,1,%,-936) = 2
Por lo tanto, Z(1)(f) = V(0) = V(1) =2—-2 =0y f no tiene ninguna raiz real en el
intervalo (0,1).

Sea ahora a =3 y b=4. Se tiene V(a) =V (3) = V(-2,5,38,-936) =2y V(b) =V (4) =
V(8,16,%, —936) = 1

Por lo tanto, Z34)(f) =V(3) -V (4) =2—-1=1y f tiene exactamente 1 raiz real en el
intervalo (0,1).

También queremos saber calcular la cantidad total de raices reales de f. Como sabemos que
M =1+5+48+8 =22 es una cota superior para los médulos de las raices de f (Proposicién
23), podriamos calcular V(—22) — V(22), 6 también V(—N) — V(N), para todo N > 22.
Si elegimos entonces N suficientemente grande, es decir més grande que todas las raices de
los f; paratodo i, 0<i<2:

fi(N) > 0 <= lim _fi(x) = +oo

(pues en [N, +00) no puede haber cambios de signo ya que no hay raices de f;, y obligato-
riamente lim,_, o fi(2) = 200 si f no es constante).

Pero observemos también que

lirf fi(z) = +00 < el coeficiente principal de f; es positivo
T— 100

De la misma manera,

fi(=N) >0 <= lim_fi(z) = o0 <= (=1)#Uep(f;) > 0
Asi, observamos que :
V(=N) =V(—o00) = V(—00,+00, —00,—-936) = V(—,+,—,—) =2
y V(+OO) - V(+OO, +00, +00, 7936) - V(+> =+, +, 7) =1

Y concluimos que Z(f) = Zi_nn(f) = Z(—so400)(f) = V(=00,4+00) =2 -1 = 1: el
numero total de raices reales de f es 1.
]

Como corolario de la discusién anterior, obtenemos :
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Teorema 43 (Sturm) Sea f € R[X] un polinomio sin raices miltiples, y sea fo, f1,...,fs la
sucesion de Sturm definida en la Definicion 41.
Entonces Z(f) = V(—o00) — V(400), donde :

V(too) :==V( lim fo(z), lim fi(x),..., lim fs(x))

rz—+o0 rz—+oo z—+o0

Ejemplo Sea f = X?+bX +c € R[X]. Vamos a reencontrar por medio del teorema de Sturm
el hecho que f tiene 2 raices reales si y sélo si b% —4c > 0.

f tiene raices simples <= gcd(f; f') =1 donde f'=2X +b.

Osea, ged(f; f)=14= f(-8) #£0= U — L 4 c#£ 0= b —4c #£0.

Es decir, si b2 —4c # 0, f tiene raices simples y podemos aplicar directamente el teorema de
Sturm. Mientras que si b —4c =0, ged(f; f') = X +b/2 y tenemos que trabajar con el cociente
F=X+0b/2.

o Caso > —4c#0 :

2 b2 —4
fo=X?+bX+c . fi=2X+b , fr=—c+—r=—1—
Luego
B ) 2 s —de>0
V(—00) = V (400, —00,b° —4c) = {1 G b2 —de <0
. 2 . 0 sib?2—4e¢>0
V(+00) = V (400, +00,b° —4c) = {1 G b —de<0
Es decir,

2 sib®—4e¢>0
Z(f)_{ 0 sib®?—4e<0

e Caso b2 —4c=0 :

Aqui, V(—=00) = V(=00,1) =1y V(+o0) =V (+00,1) =0,y Z(f) =1, es decir f tiene
una raiz real doble.
[

Prueba del Teorema de Sturm.— Dado que f y f’ son coprimos, y que la sucesién de Sturm
coicide salvo eventualmente signos con la sucesién de restos dada por el Algoritmo de Euclides, no
solamente se obtiene que fs € R\ {0}, sino que para todo i, (1 <i <s—1) los polinomios f; y
fi+1 son coprimos, y no comparten raices en C.

Las raices, ordenadas consecutivamente, de todos los polinomios f; de la sucesiéon de Sturm dividen
el intervalo (a,b) en subintervalos I. En el interior de cada uno de esos subintervalos I el signo
de cada polinomio f; es constante (pues si hubiese un cambio de signo, habria una raiz). Por lo
tanto f;(c) es de signo constante, para todo ¢ € I.

Denotemos por f1, ..., todas las raices de todos los polinomios f; , ordenadas de menor a mayor,
y por ci,...,ct—1 puntos intermedios elegidos arbitrariamente :
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a<fi<cp<Po<ca< - <[ii1<c_1<Pr<b
Podemos calcular V(a) — V(b)) = (V(a) = V(c1)) + (V(er) = Vie2)) + -+ (V(c—1) = V(D)) .
Notemos entonces ¢o := a, ¢; := b, y analicemos V(ckx_1) — V(cg) para 1 < k < t, o sea
examinemos como varfa V' al cruzar exactamente la raiz (i de (al menos) algin polinomio f; :

e Si Oy esraiz de fo = f,noesraiz de fi = f (y fi no tiene ninguna raiz en [cx_1,ck]),
luego f1 tiene signo constante en [ck_1,cx] y se tienen las siguientes posibilidades :

k-1 Bk ck k-1 Bk ck
fo + 0 - fo - 0 +
o = - ho + +
fo decreciente en [cg_1, k] fo creciente en [cp_1, k]
= fi=/f<0 = fi=f">0

En cualquiera de los dos casos, V(fo(ck—1), f1(ck—1)) — V(folek), fi(ex)) =1-0=1

e Si O estaiz de f; (1 < i < s—1), entonces fi_1(Bk) # 0y fix1(Bk) # 0 (pues
med(fi—1; f;) = 1 = med(fi; fix1)), v por lo tanto f;_1 y fir1 tienen signo constante
en [ck—1, k).

Ademas, por la construccién de la sucesiéon de Sturm :
fi-1=4aifi — fit1

Luego, fi—1(0k) = —fi+1(Bk), o sea son de signo opuesto. Por consiguiente se tienen las
siguientes posibilidades :

ck-1 Br  ck ck-1 Br  ck

fi1 — - fi1 + +
f; 70 7 fi 7007
fiyr  + + fixr — -

E independientemente de los signos de f;(ck—1y fi(ck), resulta que :

V(fi—i(cx—1), filen=1)s fix1(cr—1)) = 1 =V (fi—1(cr), filer), fix1(cr)) -
Asi, V(fi—i(cx—1), filck=1), fix1(ck—1)) = V(fi—1(ck), fi(cx), fix1(ck)) = 0.

e Para los indices ¢ tales que fi(Bx) # 0 y fir1(Bk) # 0, fi v fi+1 tienen signo con-
stante en [cx_1, ¢k, € independientemente de cuales son, se tiene V' (f;(ck—1), fi+1(cr—-1)) —

V(filex), fixi(cr)) =0
Ahora :

V(ck—1) = Vier) := V(folex—1), filcr-1),-- -, fs(ck—1)) = V(fo(cr), fr(cr), - -, fs(cr))
y hemos observado que cada diferencia parcial
V(fici(cr=1), filek=1); fix1(ck—1)) = V(fi—1(cx), fi(er), fix1(ck))
6 V(filek—1), fir1(ek—1)) = V(fi(cr), fi1(ck))

es siempre nula, a menos que se trate de fy, fi1 y justamente entre cx_1 y ¢ se encuentre una
raiz B de fo, en cuyo caso da 1. Por lo tanto, V(cg—1) — V(cx) computa 1 cada vez que se pasa
una raiz de f. Esto permite concluir que Z, ) (f) = V(a) =V (b).
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Nota El algoritmo dado por el Teorema de Sturm permite luego calcular exactamente la can-
tidad de raices reales de un polinomio libre de cuadrados f. Mas aun, permite por dicotomia,
aproximarlas tanto como uno quiere (hallando intervalos pequefios donde se encuentra exactamente
una rafz de f, y luego achicdndolos cada vez mds). Pero el costo de este algoritmo es muy ele-
vado, y se observa ademés que en las sucesivas divisiones para construir las sucesiones de Sturm,
aparecen numeros cada vez mas complicados, ain cuando se empieza con un polinomio simple en
Z[X].

Ultimo ejemplo (Polinomios de grado 3) En este ejemplo, utilizaremos todo la discusién de
este parrafo para determinar cudntas raices reales tiene el polinomio X3 + pX + ¢ en funcién de
los pardametros p, g € R.

f=X3+pX+gq, p geR
El polinomio f tiene 1 é 3 raices reales. Vamos a distinguir los casos posibles segin los signos
posibles de p y ¢, aplicando la regla de los signos de Descartes (Proposicién 38) y el Teorema de
Sturm (Teorema 42).

e Caso p=0 :

— Si ¢=0, f tiene la raiz 0 con multiplicidad 3.
- Sig>0,V(f)=0y V(f(-X)) =V(-,0,0,4) = 1, por lo tanto, por la regla de los
signos de Descartes, f tiene exactamente 1 raiz real negativa.

- Sig<0,V(f)=1y V(f(—=X)) =0, por lo tanto f tiene exactamente 1 raiz real
positiva.

e Caso ¢ = 0 : en este caso f = X(X? + p) tiene como tinica raiz real el 0 si p > 0 y 3
raices reales distintas si p < 0.

e Caso p>0, ¢#0 :

En este caso, V(f) = V(+,0,+,q9) v V(f(-X) = V(=X? —pX +q) = V(-,0,—,q).
Apliquemos nuevamente la regla de los signos de Descartes : si ¢ > 0, f tiene exactamente
1 raiz real negativa, y si ¢ < 0, f tiene exactamente 1 raiz real positiva. Por lo tanto, en
todos los casos, si p >0 f tiene exactamente 1 raiz real.

e Caso p<0, g#0 :
En este caso, V(f) =V(+,0,—,q) y V(f(=X) =V(-X® = pX +¢) = V(-,0,+,9).
— Sig>0,V(f) =2y V(f(-X)=1: f tiene exactamente 1 rafz real negativa y
hay que determinar si tiene 0 6 2 raices reales positivas.
- Sig<0,V(f)=1y V(f(-X)) =2 : f tiene exactamente 1 raiz real positiva y

hay que determinar si tiene 0 6 2 raices reales negativas.

Vamos a terminar la discusién aplicando el Teorema de Sturm al polinomio f. Calculando
la sucesiéon de Sturm, se obtiene :

—4p?® — 274>
fo=X4+pX+q . h=3X+p , fo=-TX-q , fgz%.

Asi | f es libre de cuadrados si y sélo si 4p® + 27¢%2 # 0, v en ese caso podemos aplicar
directamente el teorema.
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— Caso 4p® +27¢*> #0:

3 si 74p3727q2>()

— = — A3 _ 2\
Vizeo) =Vimhm—tp 27‘1)_{2 si —4p? — 27¢2 < 0
V(400) = V(4 4, —dp? — 27q2) = { O SE 407 = 2742 >0
= s Ty Ty P q - 1 si _4p3 _ 27q2 <0

Luego,
3 si—4p? —27¢° >0
Z(f) = V(_OO) - V(+OO) = { 1 si _423 _ 2732 <0

— Caso 4p® +27¢%> = 0: En este caso, med(f; f/) = X + g—g , v se verifica facilmente que

las raices de f son todas reales : —g—g es raiz doble y % es raiz simple.

En todos los casos, notamos que f tiene tres raices reales si y solo si el Discriminante de f :
—4p® — 27¢% es mayor o igual que 0 (ésta condicién implica claramente p < 0). Podemos resumir
la situacion en el grafico siguiente :

4p® +27¢> =0

1 raiz real simple
3 raices p
simples 1 raiz triple

1 raiz doble y
1 raiz simple

5.4 Aproximacién de raices reales

Como vimos antes, no hay en general una forma de calcular exactamente las raices de un polinomio
de R[X] de grado > 5. Sin embargo, muchos problemas de la vida real requieren de todos
modos calcular las raices de alguna forma (o al menos aproximarlas suficientemente bien). Mas
aun, muchas veces las traducciones matematicas de los problemas de la vida real son en realidad
aproximaciones numéricas al problema real (debido a los errores de mediciones, por ejemplo, o a
los truncamientos que ocurren cuando uno lleva un problema a la computadora), y por lo tanto,
por mas que uno pudiera obtener una solucién exacta de este problema aproximado, seria en el
mejor de los casos solo una solucién aproximada del problema real.

Asi que resulta imprescindible estudiar ciertos algoritmos que permiten aproximar las raices de los
polinomios reales. Este tema pertenece en principio a un area fundamental y muy compleja de la
Matematica que se llama el Analisis Numérico.

Cabe mencionar que el algoritmo de Sturm que se ha expuesto para encajonar una raiz real de un
polinomio tiene la desventaja de ser demasiado lento para aplicarlo en problemas concretos que
generalmente necesitan ser resueltos casi instantaneamente.

A continuacién se expondran bédsicamente tres métodos : el mds natural e intuitivo, que es el
método de la biseccién, una variacion de éste que es el método de la secante y el conocido método
de Newton-Raphson. Todos son véalidos mas generalmente para funciones f: R — R continuas
y suficientemente derivables, pero suelen ser mas sencillos para polinomios.

29



5.4.1 Los métodos de la biseccién y de la secante

Sean a, b€ R, a <by f:R— R una funcién continua en [a,b]. Supongamos que f(a)f(b) <0
(es decir el signo de f(a) es el opuesto del signo de f(b)). Entonces, por el teorema de Bolzano,
existe « € (a,b) tal que f(a)=0.

El método de bisecciéon

Consideremos %2 .

e Si f(%tt) =0, entonces o = “E.

e Si f(%Eb) £0, 0 bien f(a)f(“E2) <0 6 bien (excluyentemente) f(%E2)f(b) < 0.

En el primer caso se define ay :=a y by := C‘T'H’ , v en el segundo caso se define a; := ‘%’b
y bl =b.
e Se continda el procedimiento a partir de aj, by : Definidos a,, b, se define a,1 := a,,

bpi1 = 2Fbe si fan) f(%E2) <0y anyr o= 2E0 ) by = b, si f(22F2)f(b,) <0
(salvo eventualmente si se cae en un cero de f, en cuyo caso se termina).

Al cabo de n pasos, se determina un intervalo [a,,b,] que contiene un cero « de la funcién f.
Ademis se observa que o —a, < b, —a, < sz,“ , por lo tanto si suponemos que b—a =1 (o sea
iniciamos el procedimiento con un intervalo de longitud 1), al considerar la sucesién (a,)nen se

obtiene una cifra decimal significativa aproximadamente cada 3,3 pasos.

Ejemplo Para determinar /2, sea f = X2—2. tomando a:=1y b:=2.

Se observa que f(1)=—1y f(2) =2. Asi se determinan las sucesiones :
ap:=1;b0:=1,5 ; ay:=1,25;b0:=1,5 ; a3:=1,375;b5=1,5

ag:=1,375:b, = 1,4375 ; a5 := 1,40625;bs := 1,4375
ag = 1,40625; b := 1,420875 ; ay := 1,4135625; by := 1,420875

y se observa que al cabo de 7 pasos se tienen solamente 2 decimales significativos de /2.

El método de la secante

Es parecido al método de la biseccion, pero en lugar de trabajar con el punto medio de cada
intervalo para determinar el punto siguiente, se traza la secante entre (a, f(a)) y (b, f(b)) y se
trabaja con su interseccién con el eje de las abcisas :

La recta secante entre (a, f(a)) y (b, f(b)) tiene por ecuacion :

f(b) = f(a)

- a)+ f(0)

y:
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y su interseccién con el eje de las absicas estd dado por :

_ f(b)a— f(a)b
7 = f(@)

e Si f(z) =0, entonces a = z.

e Si f(z)#0, 0bien f(a)f(z) <0 6 bien (excluyentemente) f(z)f(b) <0.

En el primer caso se define a1 :=a y by := z, y en el segundo caso se define a; ;== z y
b1 := b y se continuia el procedimiento con aq, b .

Este método siempre converge a un cero « de la funcién f pero es dificil evaluar la rapidez de
convergencia, ya que a priori no se puede acotar el intervalo b,, —a,, al cabo de n pasos, salvo por
b—a. Sin embargo, basdndose en el hecho que si |f(b)| es por ejemplo muy grande con respecto a
|f(a)], hay mds chances para que « esté mas cerca de a, en muchos casos este método converge
mas rapido que el método de la biseccién.

Ejemplo Retomemos el ejemplo anterior de la funcién f(z) = 22 —2 para determinar v/2, con
los puntos iniciales a :=1,b:= 2.

Se obtienen las sucesiones :

a1 :=4/3=1,3;b1:=2 ; ax:=T/5=1,4b3:=2 ; a3z:=72/51=1,411...;bg :=2

5.4.2 El método de Newton-Raphson

En algtin sentido es parecido al método de la secante, pero trabaja con la recta tangente a la
funcién en el punto (xq, f(x0)) .
Haremos primero una presentacién informal del método sin especificar demasiado las condiciones,
y después se estudiaran condiciones que garanticen la convergencia del método.
Sea f:R — R continua y derivable, y sea xg € R tal que f'(x¢) #0.
La recta tangente a la funcién en el punto (z, f(xo)) tiene por ecuacién :

y = f'(zo)(x — x0) + f(a0)

y corta el eje de las abcisas en el punto :

I =Xy — f(xO) .
f'(wo)
Repitiendo el procedimiento (y suponiendo que f'(x1) # 0, etc.) se define :
f(@Zn-1)
Ty i =Tp_1— = n>1).
Y Py 2V
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Veremos en lo que sigue como, bajo algunas condiciones, la sucesién (2, )nen, converge rapidamente
a un cero « de la funcién f.

Ejemplo Sea f = X2 -2,y elijamos g :=2.

En este caso, f’ =2X . Calculemos la funcién de recurrencia g :

SO XP-2 X1

(X)) ox 2 X

Asi, 71 == x0/2 + 1/xg = 3/2 = 1,5, x5 := 3/4+2/3 = 17/12 = 1,416, x3 := 577/408 =
1,414210... y se observa que en cada paso se agrega un digito significativo.

Para poder dar condiciones suficientes para la convergencia de la sucesiéon de Newton, nos reducire-
mos al problema relacionado de la busqueda de un punto fijo de una funcién :

5.4.3 Busqueda de punto fijo y convergencia

Definicion 44  Sea g : R — R wuna funcion. Se dice que o € R es un punto fijo de g si
g9(a) =a.

Es inmediato observar que buscar un cero « de la funcién f(z) en el intervalo [a,b] es equivalente
a buscar un punto fijo a de la funcién g(x) := z— f(x)/f'(z) (asegurdndose la condicién f’(x) # 0
YV € [a,b]).

Y, de la misma manera, estudiar si la sucesién de Newton definida por zy € R arbitrario y
Xy = Tp1 — [(@n-1)/f (Xn-1) (n > 1) converge a un cero o de f se reduce a estudiar si la
sucesion (z)nen, definida por zg y z, := g(xn—1)) (n > 1) converge a un punto fijo o de g
(siempre que x, € [a,b] para todo n ).

Observacién 45 Sean a <b € R y sea g : [a,b] — [a,b] una funcién continua. Entonces g
tiene un punto fijo en el intervalo [a,b].

Prueba.— Si g(a) =a o g(b) =b, yaesta. Sino, g(a) >a y g(b) <b. Por lo tanto la funcién
h(z) := x — g(x) verifica que h(b) >0 y h(a) <0, y por el teorema de Bolzano, se concluye que
existe « € (a,b) tal que h(a) =0, es decir g(a) = a.

]
Notemos aquf la importancia del hecho que el intervalo [a, b] sea finito. En efecto, si considerdramos
la funcién g(x) = 2 + 1 (pensando por ejemplo en a = —c0 y b = +00) la afirmacién de que
existe un punto fijo es falsa.
Por lo tanto en la practica, se requiere hallar un intervalo finito de estabilidad de la funcién g :
o sea, si g estd definida de R en R, un intervalo finito [a,b] tal que g([a,b]) C [a,b]. Este es
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uno de los problemas mayores al cual nos enfrentamos al tratar de conseguir un punto fijo de una
funcién.

Graficamente, buscar un punto fijo de g es buscar la interseccién del grafico de g con la recta
y = x, y determinar si la sucesién dada por =g, z, := g(z,—1) (n >1) converge a un punto fijo
a de g se puede visualizar en los ejemplos siguientes :

Graficol: z, — « Gréfico 2 : z, -/ «

Grafico3 : =, — « Gréfico4 : =,/ «

Aqui se ve claramente la necesidad de que |z, —a| < |z,—1 —a| (n>1), 0sea que |g(Tp_1)—
9(@)| < |2n1—a| (n21).

Luego serfa bueno conseguir un intervalo [a,b] € R tal que (2, )nen, C [a,b] en el cual se cumpla
la condicién |g(z) —g(y)| < |z —y| (para todo z,y € [a,b]).

Esto motiva la definicién siguiente, aunque para garantizar la convergencia, pediremos una condicién
un poco mas fuerte :

Definicién 46  Sean a <b € R y g : [a,b] — [a,b] una funcion continua. Se dice que g es
contractiva si existe k <1 € R tal que |g(x) —g(y)| < k|z —y| para todo z,y € [a,b].

Proposicién 47  Sean a < b € R y g : [a,b] — [a,b] una funcidn continua y contractiva.
Entonces la sucesion definida por zo € [a,b] arbitrario, y z, := g(z,—1) (n > 1) converge al
dnico punto fijo o de g en [a,b].

Prueba.—

e Veamos primero que en esas condiciones hay un tinico punto fijo de g en [a,b].
Ya sabemos, por la Observacién 45, que hay por lo menos uno.

Supongamos que «, [ € [a,b] son puntos fijos de g. Entonces |a— 8| =|g(a) —g(B) ] <
kla—p] conk<1. Luego, a=0.
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e Para probar la convergencia de la sucesién (z,) a ese punto fijo, probemos primero que es
convergente, y luego que converge a un punto fijo :

- Se tiene ‘$n+1 —Tn | = |g(xn) *g(mn—l | S k ‘ Tp —Tn—1 ‘ S k2 |In—1 —Tp—-2 | S e S
kn| Tr1 — Xo | .
Por lo tanto, para m > n, aplicando la desigualdad triangular y la férmula de la serie
geométrica :
‘xm_xn| S |xm_xm71|+‘xm71_xm72|+"‘+‘xn+1_xn|
§ (km71++kn)|$171'0‘
S kn(kmil_n + -+ 1)| 1 — X0 |
1—fkm—n
S I{i"(l_k)|ﬂjl—$o
1
< kn(lk) |$1—$0‘
k.’n,
< 1_ k|x1 — X |

La sucesion resulta de Cauchy, luego convergente.

—  Sea « :=lim,_,. T, . Por la continuidad de g, se tiene :

g(a) = lim g(x,) = lim z,41 = a.
n—oo n—o0

Para determinar en la practica si una funcién derivable es contractiva, resulta mas facil en general
utilizar el teorema del valor medio y chequear una condicién sobre la derivada :

Proposiciéon 48 Sean a <beR y g: [a,b] — [a,b] una funcidn derivable. Supongamos que
existe k <1 e R, tal que | ¢'(z)| <k para todo z € [a,b]. Entonces g es contractiva.

Prueba.— Para todo = <y € [a,b],

‘g(z) —9(y)

p—y ’ =|4d'(¢)| <k <1 paraalgin &€ (z,y)

Podemos resumir los resultados obtenidos en la Proposicién siguiente :

Proposicion 49  Sea g continua y derivable, a <b€R y k<1 €R tales que :
e g([a,0]) € [a,b]
o |¢(x)| <k para todo x € [a,]

Entonces, g tiene un dnico punto fijo « en el intervalo [a,b], y la sucesion definida por : xq €
[a,b] arbitrario, y x, = g(xp—1), n>1, converge a a.

Ejemplo : Verifiquemos que se cumplen efectivamente las condiciones de la Proposicién 49 para
la funcién g = X/2 + 1/X correspondiente a f = X2 — 2 del ejemplo anterior en el intervalo
[1,2] :
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e 1<z<2=1/2<2z/2<1y1/2<1/z<1,luego 1<g(z)=2x/2+1/x <2, 0 sea
(1,2)) €[1,2],y g:[1,2] — [1,2] es derivable.

Q

e ¢(X)=1/2—-1/X? verifica que |¢'(x)| <1/2 si 1 <2 <2 pues 1/4 <1/2% < 1. Luego
g es contractiva con k=1/2.
[

Otro ejemplo Sea f = X3— X —1, y tratemos de aproximar un cero real de f.
(Por la regla de los signos de Descartes, f tiene exactamente 1 raiz real positiva, que (por Bolzano)
se encuentra ademds en el intervalo (1,2).)

e Si elegimos g1 :=x — f(x)/f'(x), como lo hemos hecho hasta ahora, se tiene :

X3-X-1_ 2X3+1
3X2—-1 = 3X2-1

y puede resultar complicado verificar las condiciones de la Proposicién 49.

g =X

e También podemos observar que f(a) =0 <= a =a?—1,y por lo tanto intentar aproximar
un punto fijo de la funcién g, = X3 — 1.

Pero aqui también nos va a resultar imposible encontrar un intervalo de estabilidad de g5 .
¢ Finalmente, podemos observar que f(a) =0<= a = /a+1 y trabajar con g:= VX +1.

— Claramente g es creciente; ademas g(1) = v/2 > 1 y g(2) = V/3 < 2, por lo tanto
g([1,2]) € [1,2].
— g es derivable en [1,2] :

/

g

1
T 3Y(X 1)

y se cumple |¢'(x)| < 1/3 para todo z € [1,2].

Por lo tanto la sucesién 1, g(1) = /2 = 1.25992..., g(g(1)) = /2 +1=1.31229...,
g9(g(g(1))) =1.32235..., 1.32426..., 1.32463...,... converge al punto fijo « de g, o sea
a la rafz positiva o de X3 — X — 1.

]

Se mostré hasta ahora que cada vez que se logra determinar un intervalo de estabilidad para g
donde la derivada es acotada por k < 1, la sucesiéon z, = g(x,—1) correspondiente converge al
Unico punto fijo a. Reciprocamente, si « es un punto fijo de g con ¢’'(«) < 1, existe un intervalo
de estabilidad donde el método va a funcionar :

Proposicion 50  Sea g definida en algun intervalo abierto I de R, derivable y con derivada
continua en I, y sea a € I un punto fijo de g tal que |¢'(a)| < 1. Entonces existe € > 0 tal
que las condiciones de la Proposicion 49 se cumplen en el intervalo [a — e, a0+ €], y por lo tanto
la sucesidn definida por xg € [ — e, + €] arbitrario, y x, = g(xp—1) (n > 1) converge al punto
fijo «.

Prueba.—
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e Dado que ¢'(a) < 1, existe k < 1 tal que ¢'(a) < k, y por la continuidad de ¢, existe
e > 0 tal que para todo = € [a — &, + €] se tiene ¢'(z) < k.

e Por otro lado, sea = € [a — e, +¢], entonces, |g(x) —a|=|g(z) —g(a)| =19 (&) ||z — ]
para algin & en el intervalo determinado por o y x.

Luego, |g(z) — a| < |z —a| < e, es decir, g(z) € [0 —e,a + €] y se tiene un intervalo de
estabilidad para g.

Pero esta Proposicién no ayuda demasiado, ya que implica acotar la derivada en el cero de la
funcién que en principio no se conoce y se quiere calcular, y lleva finalmente a encontrar un
intervalo contractivo !

5.4.4 Criterios de convergencia para el método de Newton-Raphson

Teorema 51  Sea f:[a,b] — R dos veces derivable en [a,b] con derivada sequnda continua,
que cumple las condiciones :

o fla)f(b) <0
e f/(x) #0 para todo x € [a,b]
o f'(x)>0 ¢ f'(x) <0 para todo x € [a,b]

f(a)
f(a)

<b—ay )J{,((?)‘<b—a

Entonces, para todo x € [a,b], el método de Newton-Raphson converge al inico cero o de f en
[a,b].

Prueba.—  Demostraremos el resultado para f(a) < 0, f(b) > 0, el otro caso se demuestra de
manera analoga.

Dado que f(a) < 0y f(b) > 0, la condicién f' # 0 en [a,b] implica que f' > 0 en [a,b]) ¥y
que f”(xz) > 0 para todo = € [a,b] : o sea la funcién es estrictamente creciente (con derivada
creciente) y convexa. Por lo tanto, tiene un tnico cero a en el intervalo.

La ultima condicién garantiza que las tangentes a la curva en los puntos (a, f(a)) y (b, f(b))
intersecan el eje de las abcisas en el intervalo [a, b] :

Por ejemplo, la recta tangente a la curva en (a, f(a)) tiene por ecuacién : y = f'(a)(z—a)+ f(a),
e interseca al eje de las absicas en © —a = —f(a)/f'(a), con z > a (por ser f(a) < 0). Luego

f(a)
f'(a)

x—a=|x—a=’ ‘<b—a

garantiza que z € [a, b] .

Si por casualidad, x = a/, no hay nada que probar.

Probaremos ahora que si x € (a,b], entonces el elemento siguiente de la sucesién de Newton
definido por g(z) :=x — f(x)/f'(x) pertenece al intervalo (a,x) :

1"

Setiene a <z < b,y ¢ = J;fz , por lo tanto ¢'(x) > 0 en [a,b], pues f(z) > f(a) =0y

f" > 0 por hipétesis. Es decir g es creciente en [a,b], y estrictamente creciente en (o, b]. Asi
a = g(a) < g(z). Por otro lado, g(z) = x — f(x)/f'(z) <  pues f(x)/f'(x) > 0 (por ser

f(x)>0y f'>0).
Lo que se probé entonces es que si g € (o, b], la sucesién z,, := g(x,—1) (n > 1) verifica :
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A< <y < Tp1 < <xT1 <20
Es una sucesién decreciente y acotada inferiormente que por lo tanto converge, y converge obliga-
toriamente a un punto fijo de g, o sea a «.

Falta considerar que pasa si x € [a,«). Mostraremos que en ese caso, g(z) pertenece al intervalo
(o, b] y por lo tanto uno se reduce al caso anterior a partir de z; := g(z).
Se tiene a <z < «a, y en este caso ¢'(z) <0 (pues f(z) < f(a) =0y f” > 0), por lo tanto g
es decreciente en [a, @] y estrictamente decreciente en [a, ), 0 sea a = g(a) < x. Por otro lado,
g(x) < g(a) y la dltima condicién de las hipdtesis del teorema garantizaba que g(a) < b, por lo
tanto g(z) <b.

|

La demostracion del teorema lleva inmediatamente al siguiente resultado :

Corolario 52 Sea f:[a,b] — R wuna funcidn continua y dos veces derivable, que verifica las
condiciones :

o fla)<0 y f(b)>0.
o fl(x)>0 vy f'(x) >0 para todo = € [a,b].

Entonces, la sucesion de Newton definida por xo:=b y xp :=xp_1 — f(®n_1)/f (xn_1) converge
al dnico cero real o de [ en [a,b].

Esto tiene un corolario interesante para el caso de un polinomio f € R[X] del cual se sabe que
todas sus raices son reales (como en el caso que ya se mencioné del polinomio caracteristico de una
matriz simétrica por ejemplo) :

Corolario 53  Sea f € R[X] un polinomio mdnico de grado m cuyas raices a; < ag < -+ <
Qyy son todas reales y distintas, y sea xg € R tal que xg > oy (la mayor de las raices de f ).
Entonces la sucesion de Newton definida por x, = xp_1 — f(xn_1)/f (xn—1) (n > 1)) converge
a Oy .

Prueba.— Dado que f es ménico (lo que no es restrictivo ya que las raices de f coinciden con
las de %(f) ), se tiene que lim, 4. f(x) = 400, ya que sino se puede reemplazar f por —f, lo
que no cambia ni los ceros ni la sucesiéon de Newton.

En ese caso, f(zg) > 0 ya que si fuera negativo, por el Teorema de Bolzano existiria otra raiz real
de f mayor que «,, . Verificaremos las condiciones del Corolario 52 para b := xg .

Como f tiene todas sus raices simples, «, no puede ser un cero doble, y para todo z €
(Qm—1,0m), se verifica f(z) < 0.
M4ds atin, como f tiene tantas raices reales (distintas) como su grado, y entre dos raices reales
consecutivas de f siempre hay una rafz de f’ (Teorema del valor intermedio), f’ tiene también
tantas raices reales (distintas) como su grado y f” también. Sillamamos f§,,—; la mayor raiz real
de f' y vm_2 la mayor raiz real de f”, se tiene v;,_o < Brm_1 < Qi .
Elijjamos a € R tal que Bp—1 < a < @, y b:= x. Se tiene f(a) < 0, f(b) > 0. Ademds,
dado que f es ménico, se observa que lim, , o f'(x) > 0 y limy 4o f”(x) > 0, por lo tanto
f'(z) >0y f’(z) >0 para todo z € [a,b] (pues a es mayor que la mayor de las raices de f' y
de f”). Se concluye aplicando el corolario.

|

Otro resultado clasico para la convergencia del método de Newton para polinomios (del cual no
daremos demostracion) es el siguiente :
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Teorema 54 Sea f € R[X] y a<beR. Sea xg € [a,b] tal que f'(xo) #0 y

max (@) < 1,
z€Ja,b]

9 ‘ f(zo)
fl(x0)2

entonces existe una unica raiz o de f en el intervalo
(ZUO -2 ‘ f/(l‘o)

f' (o)

y el método de Newton inicializado en xy converge a «.

f(x0)
f'(o)

,$0+2‘

)

En todos los resultados mencionados, se requiere calcular el méaximo de una derivada en un inter-
valo, y en general, para evitar calculos se acota groseramente ese maximo.

Sin embargo, existe un resultado reciente debido a M.Shub y S.Smale ([6]) que permite reemplazar
para un polinomio de grado n esa condicién global por las n—1 condiciones puntuales siguientes :

B k-1
f(a:o);(;f)(:)(xo) < (;) para 2 < k < n.

5.4.5 Rapidez de convergencia

Definicién 55 Sea (r,)nen, una sucesion convergente, con limite o .

o Se dice que la convergencia es lineal si existe una constante ¢ < 1 € R, tal que la sucesion
(zn) wverifica la desigualdad :
|zn, —a| <clzp—1 —al.

e Se dice que la convergencia es de orden p > 2 si existe una constante ¢ € R tal que la
sucesion (xy) verifica la desigualdad :
|2y, —a| <clzp_1—alP.

e Si la sucesion se obtiene por un método, como los descriptos en las secciones anteriores,
se dice que el método converge con orden p > 1 si existen a < o < b tal que para todo
Zo € [a,b] la sucesion construida a partir de xoy converge a « con orden p.

El orden de convergencia p de un método, junto con la constante c, determina la rapidez de la
convergencia de la sucesién a «, o sea intuitivamente la cantidad de cifras significativas que se
obtienen luego de calcular n términos de la sucesién.

La razoén por la que se pide ¢ < 1 en el caso p =1, pero no para p > 2, es que se trata de evaluar
la velocidad de convergencia de la sucesién (z,) a «a:

e En el caso p = 1, la desigualdad implica inductivamente que |z, — | < ¢"|xg — a| <
c"|b — al, e independientemente del valor de |b— a], si ¢ fuera > 1, no se podria decir
nada de la velocidad de la convergencia.

e En cambio, si p > 2, se obtiene la desigualdad

n

n—1 n p"—1
|2p —a| <P T pg — P <crT [b—al?
y eligiendo inicialmente |b — a| suficientemente chico, por ejemplo, |b—a| < ¢72, se
observa que independientemente del valor constante de c, se puede calcular la velocidad de
convergencia.
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Ejemplo El cilculo de v/2:
En caso de usar el método de Newton-Raphson, se tenia x,, := m"2’1 + - 171 , para todo x¢ € [1,2].
Luego se tiene :

o1

w1
Il —\/5’

2 Tn—1
Tn—12+2—2V22, 4
2xn71
2
_ | Tp—1— \/§|
| 2£En_1 |
1 2
S 5 ‘xn—l - \/i‘ .
Por lo tanto la convergencia del método es de orden > 2, y resulta que |xn — \/§| < (%)27}71 ,

por lo tanto en el paso n hay aproximadamente 272 cifras significativas.

e Velocidad de convergencia del método del punto fijo

Sea ¢ : [a,b] — [a,b] derivable con derivada continua, tal que, segiin la Definicién 55, el
método del punto fijo inicializado en zg € [a,b] arbitrario produce una sucesién que converge
a « (o sea la sucesién (x,) definida por x, := g(x,_1) converge a «).

Por el Teorema del valor intermedio, se tiene z, —a = g(x,-1) — g(a) = ¢'(§n—1)(Tn—1 — @)
donde &,_; se halla en el intervalo determinado por z,-1 y «. Luego la sucesién (&,)
también converge a « y, por la continuidad de ¢', ¢'(&,) converge a ¢'(«).

Luego, si | ¢'(a) | < 1, achicando si es necesario el intervalo [a, b], se tendrd | ¢'(&,) | <c¢ <1,
y se deduce :

|z, —a|<c|lzp-1—a| con c<1
Por lo tanto en este caso (si ¢'(a) < 1) el método resulta convergente de orden 1 (por lo
menos).

En el caso en que g es dos veces derivable, con derivada segunda continua, y ademds ¢'(«) =
0, el desarrollo de Taylor alrededor de « da :

|20 — al = [g(za-) - gla) | = =G=H|z,
y dado que ¢”(&,) — ¢’ (a) , esta sucesion resulta acotada. Por lo tanto, el método del
punto fijo es de orden por lo menos 2.

_1—Oé|2

e Velocidad de convergencia del método de Newton

Sea f :[a,b] — [a,b] derivable tres veces con derivada tercera continua, con f’(x) # 0 para
todo z € [a,b] y tal que el método de Newton inicializado en cualquier xo € [a,b] converge
al cero a de f en el intervalo.

Aplicando la discusién del método del punto fijo, se observa que g(z) = = — J{,((‘?) implica
g(x) = %;/)(f) . Por lo tanto ¢’(a) =0 y el método de Newton converge con orden por lo
menos 2.
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En el caso en que « es un cero no simple de f, se puede hacer una variante del método de
Newton, pero se obtiene convergencia lineal a lo sumo :

Consideremos por ejemplo f(X) = X2,y x¢9 = 1. Definiendo la sucesién de Newton, se
tiene g(x) =z — ]{,((”;)) =xz— % =2 y por lo tanto x,, = g(x,—1) = 3. Aqui el método de

Newton coincide con el método de la biseccién y la convergencia es lineal.
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