Resultante, subresultantes y sumas de Sylvester

Teresa Krick*

Las resultantes, y subresultantes, de dos polinomios univariados se remontan a G.W. Leibniz, L.
Euler, E. Bézout y C.G.J. Jacobi. Su presentacién moderna se debe a J.J. Sylvester en [Syl1853].
Para una resefia histérica (y mads) ver el fantéstico libro [vzGG1999].

La resultante es un concepto que aparece en forma esencial en varias ramas de la matematica y es un
ingrediente muy natural en muchas demostraciones, ademas de tener una importancia algoritmica
muy reconocida actualmente. Es un elemento clave de la teoria de la eliminacién, que estuvo muy
en voga hasta los afos 50 en cuanto era tutil para producir ejemplos y enunciados en el periodo
pre-“haces y esquemas” de la Geometria Algebraica, y renacié a partir del desarrollo masivo de
la computacion a fines de los anos 60, cuando se pudo empezar a calcular cosas inimaginables
previamente. (A modo de ejemplo, la teorfa de la eliminacién ocupaba todo un capitulo en las tres
primeras ediciones alemanas del 2do volumen de la biblia de muchos algebristas, Moderne Algebra,
de B.L. van der Waerden [vdW1931-1955], que fue luego removido a partir de la extensamente
reescrita edicién de 1959.)

Las subresultantes volvieron también a aparecer a fines de los 60 para dar un algoritmo eficiente y
paralelizable para el cdlculo del méximo comin divisor de dos polinomios [Col1967, BrTr1971], y
maés recientemente son también utilizadas en computacion simbolica-numérica.

Las hoy llamadas sumas de Sylvester fueron introducidas por Sylvester también en [Syl1853], donde
en ese largo articulo (cuyo titulo es casi tan largo como el texto) el autor presenta la conexién que
existe entre ellas y las subresultantes, siendo las sumas de Sylvester una descripcién en raices de
las subresultantes, asi como la formula de Poisson es una descripcién en raices de la resultante.
Muchos dudan que haya efectivamente una demostracién de esa conexién en [Syl1853], y desde
2003 en [LaPr2003] han aparecido varias pruebas distintas utilizando diferentes herramientas como
los polinomios de Schur, manipulaciones matriciales, induccién e interpolacién para obtenerlas.
Las resultantes en varias variables fueron principalmente introducidas por Macaulay en [Mac1902,
Mac1916] luego de trabajo previo por Euler, Sylvester y A.L. Cauchy, mientras que la primer
generalizaciéon de subresultantes a varias variables aparecié en [GVel990, GVel991], siendo la
versién de [Chal994, Chal995] la que se suele utilizar en la actualidad. Siguen constituyendo areas
activas de investigacién, tanto en cuanto a sus propiedades tedricas como a sus aplicaciones.

1 La resultante de dos polinomios univariados

Sean f=amx™+---+apy g=>b,z"+---+by dos polinomios de grados exactamente m,n > 1,
es decir a, # 0 y b, # 0, con coeficientes en un cuerpo K (o eventualmente en un dominio
fntegro con cuerpo cociente K ). La resultante Res(f,g) de f y g es un ntmero en K (o en el
dominino integro), que da una condicién necesaria y suficiente para que f y ¢ compartan una
rafz en K , una clausura algebraica de K , o lo que es lo mismo, cuando su méximo comun divisor
med(f, g) € K[z] tiene grado > 1. Una forma de obtenerla es como el determinante de una matrix
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formada con los coeficientes de f y ¢, introducida por Sylvester.

Definicién 1.1 Sean f = apa™ + -+ ag,g = bpa™ + -+ + by € K[X], con K cuerpo, que
satisfacen @, #0 y by, # 0. La resultante de f y g es

Res(f, g) := det(5(f,9)),
donde S(f,qg) es la matriz de Sylvester de [ y g,

n m

Qm by,

: Gm | :
S(fag) = . . €Ka
: : bo bn m+n

ao

ag bo

que se define como esta o su transpuesta, segun los textos, ya que esto mo tieme importancia al
tomar determinante.

Ejemplos 1.2
(1) Sean f=x—a y g=x— 3. Entonces

Res(ﬂg):det( ja jﬂ ) =a- 4.

(2) Sean ahora f=x—a y g=bya™ +b, 12" 1+ -+ +by. Entonces

1 by,
Res(f,g) =det | ~* bam1 | Z g(a),
1
—Q bo

como se ve desarrollando el determinante por la ultima columna.

Notemos que en estos ejemplos se cumple que Res(f,g) =0 < « esrafz de g, es decir f y g
comparten una raiz. Esto es lo que se mencioné mas arriba que vale en general, y que hace que la
resultante sea el objeto tan importante que es.

Teorema 1.3 Sean f,g € K[z]. Entonces
Res(f,g) =0 < gr(med(f,g)) > 1 & Ja € K tal que f(a) = g(a) = 0.

Prueba.- La segunda equivalencia es conocida. Nos dedicamos entonces a la primera.
Para ello consideremos la transformacion lineal ® siguiente entre los K -espacios vectoriales de
polinomios

Klx]en X K[x)<m :={(s,t) : s,t € K[z],s=00gr(s)<nyt=0o0gr(t) <m}
vy Klz]l<min :={h € K[z]: h=00gr(h) <m+n},



dada por

O: Klz)len X K[#]l<m — Klz]lcmin (1)

(s,1) — sf+tg,

que estd bien definida dado que gr(s f),gr(tg) < m+n cuando gr(s) <mn y gr(t) <m (jOjo que
ésta es la razén por la cual las dimensiones van “cruzadas”!)
Estos dos espacios vectoriales tienen la misma dimensiéon m +n,y ® es un isomorfismo si y sélo
si su matriz en cualquier par de bases es inversible. Considerando las siguientes bases candnicas
ordenadas de K[x]<n X K[t]<m ¥ K[T]<min respectivamente,

B.= ((xnfl,O),...,(1,0);(o,xmfl),...,(o,n) v B = (xm+“*1,...,1)7

la matriz [®]|g g de ® en las bases B de K[z]<p X K[z]<ym, y B’ de K[z]<p4m resulta ser

T T T T
@ = | [2" ' flg |- | Sl | 2™ gls | ... |9
1 1 3 \
a/Tn - bTL -
: Am | - " g K (mAn)x (m+n)
B bo bn m+n B (f7g)€ '
ao
Qg b.o

O sea la matriz de ® en las bases B y B’ es justamente la matriz de Sylvester S(f,g). Por lo
tanto se tiene

® isomorfimo <= Res(f,g) =det(S(f,g)) #0,

o lo que es lo mismo, ® no es un isomorfismo si y sélo si Res(f,g) = 0. Esto es equivalente a
decir que ® no es un epimorfismo, o también que ® no es un monomorfismo.

Podemos continuar ahora con la demostraciéon del teorema.

Es decir existen s € K[z|<, y t € K[z]<, no ambos nulos tales que sf +tg=0.

(=) Res(f,g) =0 implica como vimos que ® no es monomorfismo, es decir existen s € K[z]<y,
y t € K[x]<n no ambos nulos tales que sf +tg = 0. Por lo tanto

_ o g
A v T R

con lo cual, al ser

coprimos,

f g
med(f,g) * med(f,g)
/ [ty I |s.
med(f, g) med(f, g)
Pero si s es no nulo, gr(s) < gr(g), y si t es no nulo, gr(t) < m. Se concluye, como alguno de
los dos es no nulo, que gr(med(f,g)) > 1 porque sino no se puede cumplir la divisibilidad.

(<) Probaremos la contrarreciproca. Si Res(f,g) # 0, entonces ® es un epimorfismo y por lo
tanto existen s y t tales que sf +tg=1, es decir f y g son coprimos.

a



1.1 Propiedades de la resultante y comentarios.

(0) Res(g, f) = (—1)™"Res(f,g), simplemente permutando las columnas de la matriz Syl(f,g)
para obtener Syl(g, f).

(1) La resultante es una combinacion polinomial de f y g: Existen polinomios s,t € K[x] no
ambos nulos con gr(s) < n y gr(t) < m que satisfacen la identidad de Bézout

Res(f,g) =sf+tg.

Esto se debe a que si Res(f,g) = 0, entonces existen s,t € K[z], como arriba, con las condiciones
requeridas que satisfacen Res(f,g) =0 = s f+t g, mientras que si Res(f,g) # 0, entonces ® es un
epimorfismo y por lo tanto existen s,¢ con las condiciones requeridas tales que Res(f,g) = s f+tg.
Es mas, es facil identificar quiénes son esos polinomios s y t por la igualdad:

Am, by,
: m :
Res(f,g) = det ) ) (2)
. . bo bn m4n—1
Qg
. ai by
2 f 2™ g .. .. g 1

que se obtiene simplemente notando que no se modifica el determinante si a la tltima fila se le suma
x por la pentdltima + z? por la antepentdltima y asi sucesivamente hasta sumarle ™"~ por
la primera. Luego dividiendo este determinante como la suma de dos determinantes escribiendo la
dltima fila como

(xnilf’...vaxmilg’...’g) = (xn71f7"'7f?07"'?0)+(0?"'?0?‘/L’milg""7g)7

y sacando luego f en factor comuin del primer determinante y g del segundo, se obtiene Res(f,g) =
sf+tg con

n m
am, bn
. Qm . .
s =det . . )
: . bo bn | m+n—1
ao
ay by
" T 1 0 0 1




Qm, bn
. G . ‘.
t =det . . )
. . b() bn m+n—1
ao
. a1 - b1
0 ... O |=™" ... ... 1 1

que claramente cumplen las condiciones de grado requeridas, desarrollando por la iltima fila, y
son la tnica solucién con esos grados.

(2) La férmula de Poisson: La resultante es nula si y s6lo si f y g comparten una raiz en K .
Esto queda de manifiesto en la siguiente descripcién de la resultante como producto de diferencias
de raices de f y g,y que generaliza lo visto en el Ejemplo 1.2. Escribamos

f=am@—a1) - (x—am), g=by(z—p1) (- B,) €Kla].

Entonces

Res(f,g9) = ap, H g(ou) = apy, b H (o — ;).

1<i<m 1<i<m,<j<n

La segunda igualdad se obtiene simplemente desarrollando g(a;) para 1 < i < m. Por lo tanto
mostremos la validez de la primera igualdad. Lo hacemos aqui para el caso en que f tiene todas
sus raices simples, es decir o; # o si @ # j, recordando para ello el determinante de Vandermonde
definido (en alguna de sus versiones) como

a;nfl ag—l
V(aa,...,om) = det : : = H (i — )
a1 ... Qm 1<i<j<m
1 1

que es no nulo cuando «; # «a; para ¢ # j. Consideremos entonces el siguiente producto de
matrices

n m
am b’VL
n 1d,, 0
T ol [t ao am | bo bm | m+n
m . . . .
amtr=t o oaqmlamt ] a0 bo
n m
am
* n
= * Am
m—1
o' glen) ... gloa)
0 : m
—1
am glom) ... glom)




Calculando determinantes, queda, dado que son matrices triangulares en bloques,

V(ag,...,am)Res(f,g) = ap, g(a1) -+ glam) V(ag, . .., o),

y el enunciado se obtiene simplificando V(aq,...,am), que es no nulo en el caso considerado.

El caso general (la férmula de Poisson vale independientemente de cémo sean las raices de f) se ob-
tiene o bien por un argumento de continuidad, o bien haciendo exactamente la misma construccién
de producto de matrices, pero en lugar de considerar la matriz de Vandermonde de (aq, ..., am)
se considera la matriz de Vandermonde generalizada que tiene en cuenta la estructura de multipli-
cidades de las raices de f. Es una buena ocasion para comentar que existen tales matrices, y su
relacion con la interpolacién de Hermite, asi como la matriz de Vandermonde clésica se corresponde
con la interpolacion de Lagrange.

La férmula de Poisson tiene una consecuencia inmediata con respecto al algoritmo de divisién: Sea
f=gqg+r,con k:=gr(r) <n = gr(g), entonces Res(f,g) = (—1)™"b™ *Res(g,r), ya que
f(Bi) =r(Bi), 1 <i<n,implica

Res(f,g) = (=1)""Res(g, f) = (=1)""0> [] f(8) = (=0 op="v) I #(5)

1<i<n 1<i<n

= (—l)m”bﬂ_kRes(g,r). (3)

(3) El discriminante: El discriminante es un objeto fundamental en matemética, en particular
en tedria de nimeros y en geometria algebraica, que indica cudndo un polinomio tiene raices
miltiples. Por ejemplo si f = ax? + bx + ¢ se tiene Disc(f) := b*> —4ac ysi f =2 +px+q,
Disc(f) := —4p® — 27¢°.

Sabemos que f tiene una rafz multiple siy solosi f y f’ tienen una raiz en comun, es decir cuando
Res(f, f') = 0 (olvidemos aqui el caso f’ = 0 para que tenga sentido considerar Res(f, f')). Se
define para f = apna™ + - +ao = am[[,<;<,,(x — ;) con an #0,

Disc(f) i= (1) %> L Res(f, f) =a22 [ (05— ),

a bt
1<i<j<m

donde la ultima igualdad vale por la férmula de Poisson y la identidad

f'=am Z H(:E — ;).

1<i<m j#i

Se tiene entonces
Disc(f) =0 <= f tiene una raiz multiple.

(Las definiciones del discriminante pueden variar levemente segin los textos, sobre todo su signo,
pero nunca cambia su propiedad esencial. El signo esta elegido aqui de manera que coincida para
los casos de polinomios cuadréticos o ctibicos mencionados.)

(4) La propiedad universal de la resultante: Notemos que si los coeficientes de f y g pertenecen a
un dominio integro R, entonces Res(f,g) € R y ademds existen s,t € R[z] tales que Res(f,g) =
sf+tg, pues Res(f,g), s y t son determinantes de matrices con coeficientes en R. As{ podemos
considerar en lugar de polinomios f y g con coeficientes en R o K dados, polinomios F' y G
con coeficientes indeterminados A := (A, ..., Ag) y B:=(Bn,...,By):
Sean

F(A,z) =A™+ -+ Ay y G(B,z) := Bpa" +---+ By € Z[A, B][z],



y sea
Res(F,G) := det(S(F,G)) € Z[A,,, ..., Ao, By, ..., Bol,

definido como arriba por medio de la matriz de Sylvester.

Entonces existen S,T € Z[A, B][z] tales que Res(F,G) = SF + TG, y ademds vale la sigu-
iente “propiedad universal de la resultante”: cada vez que se evalian los coeficientes de F''y G
en a := (am,...,a0) € K™ y b := (b,,...,,bp) € K" respectivamente, con a,, # 0 y
b, # 0, se tiene que fq(z) := F(a,r) y gp(z) := G(b,r) comparten una rafz en K siy sélo si
Res(F,G)(a,b) =0.

Evaluar los polinomios antes y calcular su resultante especifica o calcular la resultante “genérica”
y evaluar después da lo mismo, pues si gr(fo) =m y gr(gs) = n, entonces vale que Res(fa,gp) =
Res(F,G)(a,b) por como se obtiene la resultante como un determinante que solo involucra pro-
ductos, sumas y restas de los coeficientes. Pero ojo, hay que evaluar eligiendo siempre a,, # 0 y
b, # 0 (o al menos uno de los dos, pensarlo) ya que si sin querer los dos polinomios evaluados
bajan su grado, entonces Res(F, G)(a,b) = 0 mientras que Res(fa, g») , la que tendria que haberse
calculado usando la matriz de Sylvester de tamano correcto, serd seguramente (o probablemente)
no nula...

(5) El espacio proyectivo como marco correcto: La salvedad del inciso (4) que nos vimos forzados
a considerar indica de alguna manera que el marco correcto para considerar la resultante no es
“polinomios en K[z] con rafces en K’ sino mds bien “polinomios homogéneos en Klx,y] con
raices en el espacio proyectivo P1(K)”: Sean

FM(A z,y): = Apa™ + App_12™ Yy + -+ Ayzy™ L+ Agy™ y
G"(B,x,y): = Bya" + B,_12" 'y 4+ - + Biay" ' + Boy" € Z[A, B[z, y]
las homogeneizaciones de los polinomios F,G del inciso (4), y definamos
Res(F" G") := Res(F,G) € Z|A, B].

Entonces existen S,T € Z[A, B][z,y] tales que Res(F,G) = S F+T G, y ademas vale la siguiente
propiedad universal: cada vez que se evalian los coeficientes de F" y G" en a = (a,,,...,a0) €
P™(K) y b:= (by,...,by) € P*(K), se tiene que fo(z,9) := F"(a,z,y) v go(z,y) := G"(b,z,y)
comparten una raiz en P!(K) siy sélo si Res(F",G")(a,b) =0. El caso a,, =0 y b, =0 que
habfa que evitar antes se corresponde aqui con la raiz al infinito (1:0) € P1(K).

(6) Generalizacion para polinomios en varias variables: La resultante se generaliza para n + 1
polinomios homogéneos en n + 1 variables (Francis Macaulay ~ 1902):

Sean Fy,...,F, polinomios homogéneos en n + 1 variables @ := (xq,...,x,) de grados totales
respectivos dy,...,d, y coeficientes indeterminados respectivos
Ay = (AO,'77 |7‘ = dO) N (An,'77 h/‘ = dn) :
E) A(), Z A() ,YCE . An,CC Z A 7:8'7
[v|=do lv|=dn

Entonces existe un polinomio Res(Fu,..., F,) € Z[Ay, ..., A,], multihomogéneo de grado Hj# d;
en las variables A;, que satisface

° RGS(Fo,...,Fn) € <F0,...,Fn> C Z[Ao,An][.’D] .

e Cada vez que se evalian los coeficientes de F; en a; € PYi(K), 0 < i < n, donde
N; = (d’i:”) — 1 es la cantidad de coeficientes que tiene el polinomio Fj;, se tiene que
Fo(ag, ), ..., F,(A,,x) comparten una raiz en P*(K) siy sélo si

Res(Fo, ..., Fn)(ag,...,a,) =0.



También existe una construccién matricial, desarrollada por Macaulay, para calcular esta resul-
tante, pero lamentablemente no es tan inmediata ni sencilla como en el caso de dos polinomios
homogéneos en dos variables.

2 Las subresultantes de dos polinomios univariados

La resultante nos da una condicién sobre los coeficientes de f y g para saber cuando el grado
de su méximo comin divisor es exactamente 0, i.e. med(f,g) = 1. jHabrd una condicién similar
para determinar cudl es el grado exacto del méximo comuin divisor med(f,g), y quién es? (otra
que aplicar el algoritmo de Euclides para calcular el mdximo comin divisor). A esto responden en
particular las subresultantes.

Definicién 2.1 Sean [ = apa™ + -+ ag,g = bpa™ + -+ + by € K[X], con K cuerpo, que
satisfacen an, #0 y b, #0.

El polinomio subresultante de orden d de f y g estd definido para 0 < d < min{m,n} o
d = min{m,n} si m #n como

n—d m—d
Qo bn
Sresq(f,g) := det am b, | min—2d4-1 -
Ag41—(n—d—1) --- Qat1 | bayi—(m-a—1) --- bat1
andIf . f a1 . g 1

Ejemplos 2.2
(1) Para d =0, la identidad (2) muestra que Sreso(f,g) = Res(f,g).
(2) Sresp(f,g) =a ™ f si m<n y Sres,(f,g) =b""""1g si n<m.
(8) Sean f = aza® + a1z + ag = az(x — a1)(x — az) y g = box® + by + by = ba(z — f1)(x — B2) .
Entonces
az

Sresi(f, g) = det ( f li; > = azg — baf = azby((a1 — 1+ az — B2)x — (1az — $1/2)).

Observemos que Sresi(f,g) =0 & ay + s = B1 + B2 y aras = 182, es decir
(r—a1)(x—ag)=(x—B1)(x—P2): f y g tienen las mismas raices, o sea gr(med(f,g)) =2.
Mientras que si solo coincide una raiz, pongamos as = B2 pero ai # 1, o sea Res(f,g) =0, y
med(f,g) = — aa, entonces

0 # Sres1(f, g) = agba((1 — 1)z — (1 — Br)az) = agba(cr — B1)med(f, g).

(4) Sea f=amae™ +---+ap y g=Dbpz™ +---+by con m <n. Entonces

n—m+1 1
Am b,
Sres;,—1(f,g) = det n—mtl -
am,(n,m) ce QAm bm
" f .. flg 1




Si f = am(x —aq)-- (¥ — au) tiene todas raices simples, entonces se verifica rapidamente,
desarrollando el determinante por la 4iltima fila, que Sres,_1(f,g)(a;) = a™ ™ g(a;) dado que
se anula toda la dltima fila salvo el dltimo término = g(«;) . Por lo tanto Sres,,—1(f,g) es el inico
polinomio de grado < m — 1 que satisface las m condiciones Sres,,—1(f,g)(c;) = a ™ g(a;).

Por interpolacion de Lagrange, éste es el polinomio

notl 3 gy izl —09)

Sres;,—1(f,9) = a .
m EZn Hj;éi(ai - Oéj)

Observacién 2.3 Aunque no resulta inmediato de la definicion, Sresq(f,q) es siempre un poli-
nomio de grado < d (si no nulo) ya que es inmediato verificar que los coeficientes de los monomios
24 hasta 2™t son nulos pues se corresponden con determinantes de matrices con dos filas
repetidas.

Observacion 2.4 Se satisface la identidad de Bézout
Sresq(f,g) =sf+tg congr(s) <n—dygr(t) <m-—d

(descomponiendo la dltima fila de la matriz que define Sresy(f,g) como suma de dos filas:
(x7=9=1 . ..1,0,...,0)f +(0,...,0,z™~ 91 .. 1)g) ).
Por lo tanto

Sresd(fvg) € <f’g>’ (4)

el ideal de K|x] generado por f y g. Esto implica en particular que
med(f, g) | Sresq(f,g9) para 0 < d < min{m,n} o d = min{m,n} si m # n. (5)
La propiedad fundamental de las subresultantes, relacionada con este hecho, es la siguiente.
Teorema 2.5 Sea k :=min{d : Sresq(f,g) # 0}. Entonces
Sresk(f,g) = cmed(f,g) para algin c € K*.

Prueba.- Por la observacion (5) anterior, ya sabemos que mcd(f, g) | Sresg(f, g) . Nos falta probar
que k < gr(med(f, g)) para concluir que tienen mismo grado y por lo tanto uno es miltiplo del otro.

Seguimos aquf las lineas del desarrollo realizado para el estudio de la resultante. Para estudiar el
méximo comun divisor de f y g, nos gustaria introducir la transformacion lineal ®; definida por

§d : K[I]<n—d X K[$]<m—d — K[x]<m+n—d
(s,1) = sf+tg,

)

generalizando la transformacién lineal ® introducida en (1) que coincide con ®g. Pero claro,
cuando d > 0, ésta no es una transformacién lineal entre espacios vectoriales de la misma di-
mensién, ya que dimg (K[x]<p—g X K[x]<m—q) = m+n—2d mientras que dimg (K[2]<min—d) =
m + n — d. Para obtener una transformacion lineal entre espacios de misma dimension, olvide-
mos los monomios de grado < d: escribamos h = gua(h) 2% + 1,4(h) por medio del algoritmo de
divisién, donde gga(h) y r4a(h) son el cociente y el resto de dividir A por z?, y notemos que
gr(gza(h)) < m+n—2d cuando gr(h) < m+mn —d. Luego “corregimos” la transformacién lineal
5[1 anterior y definimos la transformacién lineal & :

(I)d : K[x]<n—d X K[x]<m_d — K[$]<m+n_2d



Como antes, ®; es un isomorfismo si y solo si su matriz en cualquier par de bases es inversible.
Considerando las bases canénicas ordenadas de K[x]<p—g X K[2]<m—d ¥ K[Z]<mtn—24 respecti-
vamente,

B.= ((x”_d_l,O),...,(1,0);(O,xm_d_l),...7(0,1)) v B = (xm+n—2d—1,...71),

la matriz [®y4]p g de @4 en las bases B de K[z]<n—aqX K[z]<m—q y B de K[x]<pntm—2q4 resulta
ser

t t t T
[@als.pr = | [aea(@" ' N | -+ | (€D | [geale™ s | o | [g02(9)]sr
! 1 { {
n—d m—d
Am, bn
am
— c K(m+n—2d)><(m+n—2d)’
bd bn m+n—2d
aq
ad_(n_d_l) N ad bd—(m—d—l) e N bd

donde los coeficientes eventualmente no definidos son 0.
Definamos
Cd(fa g) = det([q)d]B,B/) S Ka

y supongamos por ahora que c4(f,¢g) # 0. Entonces ®4 es un isomorfismo, y por lo tanto, en ese
caso, existen tnicos s,t € K[z] con gr(s) < n—d y gr(t) < m—d tales que ga(s f+tg) = ca(f,9g),
es decir existen cq_1,...,c9 € K tales que

sf+tg= Cd(f,g)xd—l—cd_lxd*l + -+ .

tiene grado exactamente d ;Quién es ese polinomio s f +tg de grado d?
Denotemos
$=Sp-qg12" T it sg Yy t=tmoaaz™ T .

Aplicando la regla de Cramer, dado que cq(f,g) = det([®4]s,5/), se tiene que la solucién

(Sn—d—1y--+380s tm—d—1,---,to) del sistema lineal
Sp—d—1
0
s
[®4]5,B/ ¢ 0 = :
m—d—1 0
Cd(fa g)
to

satisface que s,_q4_ , respectivamente t,,_4_i, es el determinante de la matriz [®4]p, 5 donde
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se reemplazé la columna k, respectivamente n —d + k, por (0, ...

,0,1)!. Pero notemos que

11

1 n—d—1 m—d
0 bn
m
b —2d
Sn—d—1 = det no| mAn
Qm
Ad41—(n—d—2) Ad+1 bd+1—(m—d—1) bat1
1| @aq1-(n—d-1) --- Q4 bi—(m—d—1) bq
n—d m—d
Qm bn
Am—1 Am
b —2d—1
= det L
am
Ady1—(n—d—1) Od4l—(n—d—2) Ad+1 | bay1—(m—d—1) ba+1
1 0 0 0 0 1
y asi para todas las columnas k. Por lo tanto,
§ = sp—q-12" T 4 4 s
n—d m—d
am b”
= det QA bn m+n—2d—1
Adt1—(n—d—1) ad+1 | bat1—(m—d—1) ba+1
Pk 1 0 1
t= tm—d—ll‘midi1 + -+ tO
n—d m—d
(077 bn
= det Am bn m+n—2d—1
Adi1—(n—d—1) ad+1 | bat1—(m—a-1) bat1
0 0 M 1 1



Finalmente, el polinomio s f +tg de grado d es

n—d m—d
QA bn
s f + tg = det Am bn m+n—2d—1
Ad1—(n—d—1) --- Qa+1 | bar1—(m-d—1) --- bat1
i e f "1y e g 1
= Sresa(f, 9)-

Podemos seguir ahora con la demostracién del teorema. Llamemos h = med(f,g). Usando que %
y % son coprimos, y por lo tanto su resultante es no nula, la construcciéon de la seccién anterior
para la resultante muestra que existen unicos s,t € K[z] con gr(s) < gr(g)

h
gr(t) < gr(%) = m — gr(h) que satisfacen 1 = s% + t%, o equivalentemente, h = sf +tg. Esto

=n—gr(h) y

implica que ®g4.(;) es un monomorfismo, y por lo tanto un isomorfismo, con lo cual cgpy # 0 y
en particular Sresg.n)(f,9) # 0. Por lo tanto gr(h) > k como se querfa probar. En definitiva
acabamos de probar que para k = min{d : Sresq(f,g) # 0}, se tiene

Sresi(f,g) = cxmed(f, g).
O

Mis aun, el Teorema fundamental de la sucesion de restos polinomiales describe exactamente
toda la sucesién de subresultantes Sresg(f,g),Sres1(f,g),... en funcién de los sucesivos restos
que se obtienen cuando se realiza el algoritmo de Euclides para calcular med(f,g). Enunciado
informalmente dice lo siguiente.

Teorema 2.6 [Col1967, Th.1] [BrTr1971, Fund.Th.], [GCL1992, Th.7.4], [v2GG1999, Cor.6.48
y Th.11.18] Existe un resto r; en el algoritmo de Euclides de f y g con gr(r;) =d siy solo si
ca(f,9) 0, y en ese caso Sresq(f,g) es un maultiplo escalar de r; . Mds ain, todas las subresul-
tantes son multiplos escalares de los distintos restos que aparecen en el algoritmo de Fuclides.

Retomaremos este resultado al final de este texto, luego de presentar las sumas de Sylvester.

3 Sumas de Sylvester

Vimos que Res(f,g) satisface la férmula de Poisson

Res(f,9) = ay, g(av).

Nos preguntamos cuél es la “f6rmula de Poisson” correspondiente para Sres;(f,g). Esto se puede
responder mediante las sumas de Sylvester, introducidas por él también en [Syl1853].

Sean A = {a1,...,am}t v B ={01,...,0n}, conjuntos de elementos distintos dos a dos, o de
indeterminadas distintas. Dados 0 < p <m y 0 < ¢ < n, la suma doble Syl, ,(f,g) de f y g
estd definida como:

12



Rz, A ) R(z,B’)

Syl (A", A\A"YR(B',B\B')’

A, B):= A, B A\A', B\B'

B S R(LB)RAVA,B\B)
A'CA,B'C
|A"|=p, |B'|=q

donde R(Y,Z) :=[[,cy.cz(y —2).

Se observa que Syl, (A, B) es un polinomio en z de grado acotado por p + ¢, que esta bien

definido solo cuando los elementos de A son todos distintos, igual que los de B.

107‘1(

En lo que sigue asociamos a los conjuntos A y B los polinomios ménicos
f=ama™+-4+ag=(x—aq) (- am),
con a,, =1 =b,, que recordamos tienen raices simples.

Ejemplos 3.1 A comparar con el Ejemplo 2.2(1-2).

(1) Sle,O(A7 B) = Res(f,9)-

(2) Syl o(A,B) = f (= Sres,,(f,9) si m<n)y Syly,(A,B)=g (= Sres,(f,g9) si n<m).
(3) Syl (A, B) =Res(f,9) fg.

La suma doble se especializa para p < m y ¢ =0 en la siguiente suma simple:

B R(x, A")
_ (_1)p(m—p) / )
Sylp(A,B) (-1) g R(A\A', B) RA\A", A
A'CA,|A|=p

_ Rz, A)
— (—1)P(m—p) ( ) ’
(-1) > (T o@) miaii o
A'CA A |=p agA
donde ya no importa que g tenga raices simples o multiples.
Ejemplos 3.2 Para p=m—1, ¢q=0,

a4 B) = 0" Y (T o) i

A'CA  agA

|A"|=m—1
I[1i(z—aj)
= (-pm! glog) ="——=
1§S:m Hj;éi(ai - ;)
= (=1)""'Sres,_1(f,9) sim <n, por el Ejemplo 2.2(4).

Sylvester observa en [Syl1853, Art.21] que esta conexién que observamos en los ejemplos entre las
subresultantes y las sumas dobles (que estan definidas tinicamente para polinomios f, g con raices
simples), y en particular las sumas simples (definidas cuando f tiene raices simples) vale en todos
los casos: en ese caso las sumas dobles, o simples, describen las subresultantes en términos de las
raices de f y g, un andlogo a la formula de Poisson para la resultante.

Teorema 3.3 Sean 1 < n <m y sean p,q con 0 <p<m y 0<q<n tales que d :=p+q
satisface 1 < d <n o eventualmente d=n si n <m, entonces

Syl, ,(A, B) = (—1)P(m=p) (i) Sresq(f,g)-
En particular,

Syl (A, B) = (—=1)4 ™= DSresy(f,9) para0<d<n<m od=n<m.

13



Notemos que esta descripcién también incluye el caso m > n dadas las simetrias
Stesa(f,9) = (1) "D DSresa(g, f) ¥ Syl, 4(A, B) = (~1)PrHm syl (B, A).

Como mencionado en la introduccién, aparecieron desde 2003 varias demostraciones distintas de
este hecho, que incluyen también descripciones de las sumas dobles para los parametros p, q fuera
del rango considerado en el teorema. Aqui nos concentraremos en una demostracién muy natu-
ral via interpolacién de polinomios simétricos para la descripcién de la suma simple, en el caso
particular p := m — 2. Mencionamos al final como se obtiene en forma andloga para los casos
0<p<m-—2,y también como conduce via una regla de intercambio a la descripcién de todas
las sumas dobles para valores arbitrarios de 0 <p<my 0<g<n.

Teorema 3.4 Sean m,n € N arbitrarios. Entonces

Sresp,—o2(f,g) sim—2<mn,
0 sin<m—2.

Sylm—Z(Aa B) = {

La prueba de este teorema es consecuencia de describir a Syl,,_5(A, B) como un coeficiente de
un polinomio interpolador adecuado, generalizando lo que ocurre en el caso Syl,,_;(A, B), que es
directamente un polinomio interpolador.

Por definicién,

Rz, A')
Syl,,—2(A, B) = > ( 11 9(@) RIA\AT, A1)
A'CA|A|=m—2 agA’
Lamentablemente, en este caso, los polinomios
{R(sc,A’) = H (x—a); AACA, |A=m-— 2}
acA’

ya no forman una base para los polinomios de grado < m—2 (pues hay (3') de ellos), al contrario
de lo que ocurria en el caso de Syl,,, (A4, B) donde los polinomios

{R(x,A’) =[[@-a);Aca|d=m- 1}
acA’
si formaban una base para los polinomios de grado < m — 1... Pero esto se puede solucionar
“duplicando” las variables y considerando el espacio vectorial de los polinomios S(3 ,,,—2y C K[z, y]
simétricos y de grado en x y en y acotado por d, independientemente, y obteniendo una base de
interpolacion de Lagrange andloga a la que tenemos para p=m — 1.

Lema 3.5 [ChLo1996, Th.2.1.] Dado A = {aq,...,am}, el conjunto
B:={R(z,A)R(y, A'); A C A |A'|=m—2} C Sam-2 C Klz,y]

es una base de Sz m_2) -
Mds aiin, todo polinomio simétrico h(x,y) € Sia,m—2) satisface

o= P e
'CA,||A |=m—2

donde h(A\A') := h(oy,a;) si A\NA" = {a;,0;}.

14



Prueba.- Primero calculemos la dimension dimK(S(Zm_g)). Por el teorema fundamental de
los polinomios simétricos elementales, todo polinomio simétrico en KJz,y] es un polinomio en
eil(z,y)=xz+y y ea(x,y) = xy, que son polinomios homogéneos de grado 1 en = y también en
y. Por lo tanto para que h simétrico tenga grado acotado por m — 2 tanto en z como en y,
tiene que ser de la forma h = Z” ciﬁjeieé con i+ 7 <m — 2, es decir es un polinomio en eq,es
de grado total < m — 2: esto tiene dimensién (mnzzgz) = (7;1) .

Ahora bien, como en B tenemos también exactamente (7;) = dimg (S(2,m—2)) polinomios simétricos
de grado < m — 2, alcanza con probar que son todos linealmente independientes. Sea

Z caR(x, AR (y, A") = 0.

A'CA,|A |=m—2

Evaluando esta identidad en cada A\ A" = {a;, a;} con i < j, todos los términos se anulan excepto
para A’ = A\{w;,a;} donde da exactamente caR(A\A’,A’) y por lo tanto cas = 0 dado que
R(A\A’, A") # 0. Esto demuestra la independencia lineal, o sea B es base.

Finalmente, del mismo modo,

hzy)= Y caR(@ ARy, A) = h(A\A) = caR(A\A', A')
A'CA,|A|=m—2
_ h(A\A)
TN T RAA, A)

LT D S V=

A'CA|A|=m—2

Corolario 3.6 El tinico polinomio hpy,2(x,y) € S2,m—2) que satisface las (”21) condiciones
hm—2(04, ;) = g(a;)g(e;) para todo 1 <i<j<m

es el polinomio

Rz, AYR(y, A’
hm—2(x,y) = |A/|Z: ( g‘/g(a)) (7€(A\)A’,(1y4') ) ¢ S2.m—2)-

Mds atn,
Syl,,_2(A, B)(y) = coeff ym-2 (hm—2(z,y)).

Se deduce inmediatamente para el caso gr(g) =n < m — 2 una parte del Teorema 3.4.

Corolario 3.7 Si n <m — 2, entonces hm—2(z,y) = g(x)g(y), y por lo tanto

0 sin<m-—2

Syl A, B) =
Vol ) {g = Sres,,_o(f,g9) sin=m—2 por el Ejemplo 2.2(2).

Unicamente falta entonces resolver el caso m — 2 < n para terminar de probar el Teorema 3.4.

Probamos a continuacién una expresion matricial para el polinomio h,,_o en ese caso que permite
deducirlo simplemente.
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Lema 3.8 Sea m — 2 <n. Entonces

n—m-2 2
QA bn
bn n—m-+2
det

am_(n_m_H) e e [079%% bm_1 bm

2T () o o f(x) [zg(x) g(x) 2
B y ) e o ) Jyely) g(y)

hm72(x7y) - T —y

Prueba.- Es inmediato que el denominador a la derecha divide al numerador pues haciendo = =y
anula el numerador, luego la expresién a la derecha es un polinomio. Ademads es simétrico pues
permutando z e y cambia el signo arriba y abajo. Falta ver que su grado en z (y por lo tanto en
y) estd acotado por m — 2. Esto se ve de la misma manera que vimos que gr(Sresq(f,g)) < d:
el grado en z de la matriz del numerador estd acotado por m — 1 ya que es facil verificar que los
coeficientes de los monomios ™ hasta 2™t! son nulos pues se corresponden con determinantes
de matrices con dos filas repetidas. Luego al dividir por el denominador = —y el grado en x esta
acotado por m — 2.

Finalmente verifiquemos que este polinomio interpola como hy,—2 en A\A’ = {w;, o;} para todo
1 <i<j<m. En ese caso la expresién a la derecha da simplemente

gn—m+2 2ig(ai)g(ay) — ajg(ai)g(ay)

a; — o = g(ai)g(a;) = hlai, aj),

lo que termina la demostracion.
O

Notemos que esta expresion matricial para h,,—2(x,y) es muy parecida a la que define Sres,,,—2(f, g) .
Simplemente hay que mirar el coeficiente en ™2 de h,,_5 para concluir la demostracién com-
pleta del Teorema 3.4.

Proposicion 3.9 Sea m — 2 < n, entonces
Syl —2(A; B) = Srespm—a(f, 9)-
Prueba.- Si llamamos 6(z,y) al determinante de la matriz del numerador en el Lema 3.8, tenemos
c0eff > (s (1, y)) = coeft 1 (5(z, ).

Pero

n—m-+2 2
Am bn
bn n—m-+42
coeff ym—1(8(x,y)) = det
am,(n,erl) ce ce QAm bm—l bm
Am—1—(n—m+1) =-++ -+ (m-1 bm—2  bm—1 2
y ) f®) [yely) gy

= Srespm—2(f,9)(y),
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lo que concluye la demostracién.
O

Comentarios.-

(1) Esta forma de calcular Syl,,_5(A, B) mediante interpolacién de Lagrange simétrica se gen-
eraliza directamente por medio de la misma construccién al caso Syl,(A,B), 0 < p < m — 2,
considerando el espacio S(;,_p ;) de polinomios simétricos en m — p variables z1,...,Zp—p ¥
grado < p en cada una de las variables, y su base

B:.= {R({xl, ey T AN AT C A A = p} C Sim—p,p)-

En particular se obtiene
Syly(A,B) =0 para n<d<m— 1. (6)

(2) Esta interpolacién simétrica también permite probar la relacién entre todas las sumas dobles
Syl, 4(A, B) con Syl;(A, B) para 0 < d:=p+q < min{m,n}, y también para los otros valores
de p y ¢, mediante la para nada obvia regla de intercambio siguiente:

Lema 3.10 Sean A con |[A|=m, 0<p<m y B con |B|=n>m—p. Entonces

; wREZ, - T—p }, A ~REx1, .. Tm—p}, B
> R(A\A,B) . R(A\A’,A’)} L > R(4,B\B) . R(B’,B\B’)} )

A'CA B'CB
|A’|=p |B'|=p
Esto se debe a que ambos son polinomios simétricos de grado < p en x1,...,Zm—p. El de la

izquierda es el polinomio que evaluado en A\ A’ vale R(A\A’, B), luego alcanza con probar que
el de la derecha da lo mismo en A\A’. Pero

R(A\A', B") R(A', B\B’)
R(A,B\B)————1—~ =R(A\A',B 1
2 RABEgE pg) - RAE 2 R e
B'CB,|B'|=p B'CB,|B’'|=p
y por lo tanto alcanza con probar que el polinomio simétrico y de grado < m —p en z1,...,7)p
definido como ,
Z R({z1,...,zp}, B\B’)
! !
2 R(B.B\B)
|B'|=p

es igual al polinomio 1. Esto es claro por interpolacién simétrica de Lagrange ya que evaluando
en todo B’ C B con |B'| =p da 1. Los detalles de (1) y (2) se pueden ver en [KSV2015].

(3) Pero esta férmula “a la Poisson” para las subresultantes solo es vdlida para polinomios con
raices simples. Hasta la fecha no hay una descripcién de las subresultantes en término de raices
en el caso de polinomios con raices multiples.

Como consecuencia de la “férmula de Poisson” descrita en el Teorema 3.3 para las subresultantes,
y de la Identidad (6) se obtiene una demostracién alternativa simple del resultado siguiente, clave
para probar el Teorema Fundamental de la Sucesién de Restos Polinomiales de [Col1967, BrTr1971]
enunciado informalmente en el Teorema 2.6. Aqui asumiremos que ¢ tiene raices simples, pero el
resultado vale por continuidad para todo g.

Lema 3.11 [GCL1992, Lem.7.1] Sea f =qg+1r con gr(r) =k <n = gr(g), y notemos por ry
el coeficiente principal de r. Entonces
bm*Sresy(g,7) para 0<d<k

m—k,n—k—1
. — (_1\(m=d)(n—d) bn T r para d=k
Sresa(f>9) = (=1) 0 para k<d<mn-—1
pm—ntly para d=n—1.
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Prueba.- La idea aqui es andloga a la de la Identidad (3), aunque hay que tener un poco de
cuidado ya que las sumas de Sylvester estdn definidas para polinomios ménicos.

Notamos f = amf, g = byg y v = rxgr, donde f, g = b,g y 7 son ménicos. Observando
que f(8) = r(B8) = rp7(B) para todo 8 € B, y llamando C el conjunto de las k raices de r,
obtenemos del Teorema 3.3 para d <n—1,

Sresq(f,g) = aly b Sresq(f, 9)
= ap Syl 4(A, B)

m(n— n—dpm— H,B B/( - )
o 5 (o) B
B'CB,|B'|=d p¢B’

m(n— m— H = '( - )
=yt 5 ( 11 7 ) /BBEj , B\B')
B'CB,|B’|=d p¢B’

— (_1\(m=k)(n=d)(_1\k(n—d)pm—d HBEB/( B )
(1) Corenrt S (T wi®) R pa
B'CB,|B’'|=d p¢B’

:( 1)(m B)n= d)bm dy dSYlod(C B)
= (—1)" D igy, (B, C).

Pero por otro lado, para k < n < m, tenemos por el Teorema 3.3, la Identidad (6) y el Ejemplo
3.2,
(—1)4n=d)Gres,(g,7) para 0<d<k
Syld70(B, C)= 0 para k<d<n-—1
(=117 para d=mn— 1.

Juntando la informacién, usando que Sresy(g,r) = bfl_drg_dSresd@v,ﬂ y que Sresg(q,7) = T,
obtenemos

(—1)tm=dn=dpm=kSresy(g,r) para 0<d <k
- (,1)("1*’@)(”*’6)[)2”*’“702_’“_1 para d=k
Sresa(f.9) =9 | para k<d<n-—1
(—1)m=(r=pm=ntly para d=mn—1.

4 Personajes clasicos que fueron apareciendo en esta histo-
ria.

e Kuclides, matemdtico griego, 325-265 AC, el “padre de la geometria”.

Gottfried Wilhelm Leibniz, filésofo y matemético aleméan, 1646-1716.

Gabriel Cramer, matematico suizo, 1704-1752.

Leonhard Euler, fisico y matematico suizo que ejercié en Rusia, 1707-1783, el “ciclope de la
matematica”.
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e Etienne Bézout, matematico francés, 1730-1783.

e Alexandre-Théophile Vandermonde, quimico, matematico y musico francés, 1735-1796.

e Joseph-Louis Lagrange, astrénomo y matematico italiano que ejercié en Francia, 1736-1813.
e Siméon-Denis Poisson, matemético francés, 1781-1840.

o Augustin-Louis Cauchy, matematico francés, 1789-1857.

e Carl Gustav Jacob Jacobi, matematico aleméan, 1804-1851.

e James Joseph Sylvester, matematico inglés, 1814-1897.

e Charles Hermite, matematico francés, 1822-1901.

e Francis Sowerby Macaulay, matematico inglés, 1862-1937.

e Issai Schur, matematico ruso que ejercié en Alemania, 1875-1941.

e Bartel Leendert van der Waerden, matemaético e historiador de la matematica holandés,
1903-1996.
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