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Teorema del Transporte Optimo para el costo cuadratico

Ejercicio 1 Sea Q = [0,1]""!. Sea u la medida de probabilidad uniforme en Q x {0} y sea v la
medida de probabilidad uniforme en @ x {—1} U @ x {1}.

(a) Mostrar que la tnica solucién al problema de Kantorovich con costo cuadratico es
m=L""100 20y X LY (Opyue1y + Ogyaz1y)/2-
donde £"7! es la medida de Lebesgue (n — 1)—dimensional.
(b) Concluir que el problema de Monge no tiene solucién.
Ejercicio 2 Probar la siguiente variante del criterio de optimalidad de Knott-Smith:

Sean p, v € P(R™) con segundo momento finito, sea m € II(u, v) y sea ¢ una funcién convexa, semi
continua inferiormente en R™ no idénticamente +oo tal que

[ 6@+ o iy <=
R7™ xR™

Entonces

I7] ::/ Mdﬂ'(x,y)g ( inf I>+5.
RrxRr 2 T (p1,0)

Ejercicio 3 Sea Py 2(R") el conjunto de las medidas de probabilidad absolutamente continuas con
segundo momento finito.

Sea 0 € Pac2(R™) v sea {pitren C Pac2(R™) una sucecion tal que pp — p € Poc2(R™).

Sean Vg, (resp. V) el mapa 6ptimo en el problema de Monge con costo cuadrético entre o y pg
(resp. p), y sea 7 (resp. 7) el plan de transporte éptimo asociado.

(a) Probar que m — .
(b) Asumir que Vi es continuo y probar que Vi = Vo, i.e.

Ve >0, lim o[|Vyr — V| > ¢] =0.
k—o0

(¢) Usar el Teorema de Lusin para concluir Vi, 2 Vi sin asumir la continuidad de V.

Sugerencia: Para (a), usar que el plan de transferencia éptimo es tnico. Para (b), usar que si Vo es
continuo, entonces A. = {(z,y): |y — Vp(z)| < €} es abierto (;Por qué?). Para (c), encontrar primero
M tal que o[|Vp| > M| < §, después R. tal que of|x| > R.] < § y luego aplicar el Teorema de Lusin
en el compacto Bg_(0) a una truncacién de V.

Ejercicio 4 Sea H: R? — R una funcién monétona y continua a derecha en cada variable tal que

lim H(z,y) =1, lim H(z,y)=0.
(*Tvy)_)("'oov'i'oo) (m,y)—>(—oo,—oo)

Probar que H define de manera tinica una medida de probabilidad 7= € P(R?) por la férmula

F((—OO,JJ] X (—oo,y]) = H(l’,y)
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Ejercicio 5 Probar el Teorema de Hoeffding-Fréchet: Una funcién H en las hipotesis del ejercicio
anterior define una probabilidad 7 € P(R?) con marginales p,v € P(R) si y sélo si

F(z)+G(y) — 1 < H(z,y) < min[F(2),G(y)], V(z,y) € R?,
donde F' y G son las funciones de distribucion de u y v respectivamente, i.e.

F(z) := p((=o0,z]) vy G(y) :=v((—00,y)).

Ejercicio 6 El caso discreto: Sean z1,...,TN ¥ Y1,...,yn puntos de RY (no necesariamente distin-
tos). Sea pu = (1/N)SXN 6., v = (1/N) Zjvzl 6y, y m = (1/N) PR O(z:,:)- Notamos por Sy en
conjunto de permutaciones de {1,..., N}.

(a) Mostrar que m es 6ptima en el problema de Kantorovich para transportar p a v con costo
cuadratico si y solo si para todas las permutaciones o € Sy se tiene

N N
Z |z — yil” < Z |25 = Yo
i—1 i=1

(b) Mostrar que la condicién dada en (a) es equivalente a que para todo m < N y para todo
{i1,...,im} C{1,..., N},

m m
Z ‘xlk - yik|2 < Z ‘mlk - yik71|27
k=1 k=1

donde, por convencion, iy = i,,.

(¢) Mostrar que la condicién de (b) es equivalente a

m
Zyik : ($ik+1 — ) <0,
k=1

donde, por convencion, imy,1 = %1.

Sugerencia: Para (a), recordar que vimos que todo plan de transferencia se escribe como un promedio
de permutaciones, i.e. T(u,v) = {(1/N)2N, O(@iygy): @ € Sn} (ver Ejercicio 5 de la prctica 0).
Para (b) usar que una permutacién puede descomponerse como composicién de ciclos de soportes

disjuntos.

Definicion 1 Un subconjunto I' C R™ x R™ se dice ciclicamente mondétono si verifica que, para todo
m > 1y para todo (x1,y1), -, (Tm, ym) €T,

m m
Z i — yil* < Z i — yia]?,
i=1 k=1

con la convencion yo = Ym. Fquivalentemente

m
Zyi (@ip1 — i) <0,
i=1

con la convencion Tymy1 = Tm.
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Ejercicio 7 Teorema de Rockafellar: Un conjunto no vacio I' C R™ x R™ es ciclicamente mondtono
si y sélo si estd contenido en el subdiferencial de una funcién convexa semi continua inferiormente
¢ en R™. M4ds aun, conjuntos ciclicamente monétonos maximales (con respecto a la inclusién) son
exactamente los subdiferenciales de funciones convexas semi continuas inferiormente en R".

Sugerencia: Para la reciproca, observar que todo subconjunto de uno ciclicamente mondtono es
ciclicamente mondtono, luego alcanza con ver que Oy es ciclicamente monétono. Tomar entonces
(i, yi) € Op (ie. yi € Op(x;)), i =1,...,m, y usando la definicién de subdiferencial “ciclicamente”,
concluir el resultado.

Para la ida, tomar (xg,yo) € I' y definir ¢ como

p(x) = sup {ym - (z —xm) + - +yo- (z1 —x0): m €N, (z5,4:) €T}

y probar que ¢ verifica lo pedido (la monotonia ciclica de I" se usa para ver que ¢(zg) < 0, luego ¢
no es idénticamente +00).

Ejercicio 8 Usar el ejercicio anterior para dar una demostraciéon alternativa del siguiente teorema:
Sean p,v € P(R™). Sim € Il(u,v) es un plan de transferencia éptimo para el problema de Kantorovich
con costo cuadrdtico, entonces T tiene su soporte contenido en el subdiferencial de una funcion conveza
semi continua inferiormente.

Sugerencia: Usar (sin demostrar) el siguiente resutado de W. Gangbo y R. McCann (1996): Si
7 € II(p, v) es un plan de transferencia 6ptimo para el problema de Kantorovich con costo cuadratico,
entonces el soporte de 7 es ciclicamente monétono. (Para una indicacién de la prueba, ver la
Proposicién 2.24 del libro de C. Villani, Topics in Optimal Transportation).

Concluir la siguiente versién refinada del teorema de Brenier: Si u,v € P(R™) y u no da masa a
conjuntos chicos, entonces existe una funcion convexa @ en R™ tal que

Vo#u=v.

Notar que no se hace la hipétesis de segundo momento finito.



