
Teoŕıa de Transporte Óptimo - 2do. Cuatrimestre 2013 1

Funciones Convexas.

Ejercicio 1 Sea E un espacio de Banach y notamos por E∗ el espacio dual. Sea θ : E → (−∞,+∞]
una función convexa. Se define la transformada de Legendre de θ como

θ∗ : E∗ → (−∞,+∞], θ∗(z∗) = sup
z∈E

[
〈z∗, z〉 − θ(z)

]
.

Verificar que θ∗ resulta convexa.

Ejercicio 2 Si consideramos θ : Rn → R dada por θ(x) = |x|p
p con 1 < p < +∞, calcular θ∗(y), con

y ∈ Rn.

Ejercicio 3 Dada θ : E → (−∞,+∞] convexa, se define el epi–grafo de θ como

Cθ = {(z, λ) ∈ E × R : θ(z) < λ}.

(a) Chequear que Cθ es convexo. Más aún, verificar que si θ es arbitraria y Cθ resulta convexo,
entonces θ es convexa.

(b) Verificar que si θ es continua en z0 ∈ E, entones Cθ tiene interior no vaćıo.

Sugerencia: Chequear que (z0, θ(z0) + 1) ∈ int(Cθ).

Ejercicio 4 Verificar que si C ⊂ E es un conjunto convexo tal que int(C) 6= ∅, entonces int(C) = C.

Espacios Polacos.

Definición 1 Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que X es un espacio Polaco si es completo y
separable.

Ejercicio 5 Sean X e Y dos espacios Polacos. Probar que X × Y resulta polaco con la métrica
“natural”.

Ejercicio 6 Verificar que si X es un espacio métrico localmente compacto, entonces toda medida de
probabilidad es regular. Es decir, para todo A ⊂ X conjunto de Borel, se tiene

µ(A) = sup
{
µ(K) : K ⊂ A, compacto

}
= inf

{
µ(U) : A ⊂ U, abierto

}
.

Sugerencia: Usar que el conjunto de las medidas de Radon coincide con el dual de C0(X) (las
funciones continuas que tienden a cero en el “infinito”).

El resultado es cierto si se reemplaza “localmente compacto” por “polaco” (i.e. completo y sepa-
rable). Pero la prueba es diferente. ¿Sale?

Ejercicio 7 Verificar que si X es localmente compacto, entonces toda medida de probabilidad es
tight. Es decir, dado ε > 0, existe un compacto Kε tal que µ(X \Kε) ≤ ε.

Si se reemplaza “localmente compacto” por “polaco” esto se conoce como el Teorema de Ulam.
¿Sale?
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Ejercicio 8 Una famila B de medidas de probabilidad en X se dice tight si para todo ε > 0, existe
un compacto Kε tal que

sup
µ∈B

µ(X \Kε) ≤ ε.

El Teorema de Prokhorov dice que si X es polaco y B es tight, entonces es secuencialmente pre-
compacta, i.e. para cualquier sucesión {µk}n∈N ⊂ B, existe una subsucesión {µkj}j∈N ⊂ {µk}k∈N y
una medida de probabilidad µ∗ tal que

lim
j→∞

∫
X
φdµkj =

∫
X
φdµ∗, ∀φ ∈ Cb(X).

Probar que si X es compacto, este resultado es una consecuencia directa del Teorema de Banach–
Alaoglu. (En particular, si X es compacto, cualquier familia B es tight).

Ejercicio 9 Sea X un espacio métrico y F : X → R una función no negativa y semicontinua inferior-
mente. Se define

Fn(x) := inf
y∈X

[
F (y) + n dist(x, y)

]
.

Verificar que {Fn}n∈N es una sucesión creciente de funciones no negativas y uniformemente continuas
tales que

F (x) = lim
n→∞

Fn(x).

Ejercicio Adicional de Medidas.

Ejercicio 10 Sean (X,Σ, µ) e (Y,Σ′, ν) dos espacios de probabilidad y sea Π(µ, ν) el conjunto de
medidas π definidas en X × Y que tienen marginales µ y ν (la definición precisa fue dada en el
ejercicio 3 de la práctica 0).

Consideremos X0 ⊂ X e Y0 ⊂ Y medibles de medida positiva y se definimos

π∗0 =
1X0×Y0

π∗(X0 × Y0)
π∗,

µ0(A) = π∗0(A× Y0), A ⊂ X0, ν0(B) = π∗0(X0 ×B), B ⊂ Y0.

Sea π0 ∈ Π(µ0, ν0) y definimos π = π∗(X0 × Y0)π0 + 1(X0×Y0)cπ∗.
Probar que π ∈ Π(µ, ν).


