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Desigualdades de Sobolev:
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Teorema de inmersion de Sobolev

LLas mejores constantes para estas igualdades
son
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Una de las mayores diferencias entre estas can-
tidades es el hecho de que la primera no es
homogénea con respecto a dilataciones del do-
minio, mientras que la segunda si lo es:
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donde 3 = (Ng— 2N 4+ 2)/q

pero
gp(MQ) — MQSP(Q)
donde a = (pN —2p — 2N)/p



Para 1 < g < 24,y 1 < p < 2* las inmer-
siones son compactas, en consecuencia existen
extremales. Estos extremales son soluciones
débiles de
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respectivamente.



Problema: Estudiar la dependencia de la mejor

constante de trazas de Sobolev con respecto
al dominio.

Consideremos la familia de dominios

2 = pQ2 = {px | © € Q}

Flores - del Pino probaron (Comm. PDE’s,
2001) que para dominios que se expanden (u —
o)

Sq(2,) — Sq(RJ_\I_[) cuando p — oo

Para dominios que se contraen (u — 0), FB -
Rossi (CPAA, 2002) mostraron

Sq¢(2u) €2
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Recientemente, FB - Martinez - Rossi (JDE,
en prensa) consideraron diferentes familias de
dominios (dominios ‘“angostos”).



Comportamiento de los extremales:

Flores - del Pino: En dominios que se ex-
panden, los extremales desarrollan un “pico”
cerca del punto donde la curvatura media del
borde es maxima.

FB - Rossi: En dominios que se contraen,
los extremales, cuando se los escala al do-
minio original de la forma v(z) = u(ux) y de-
bidamente normalizados, convergen a una con-
stante en H1().



Otra diferencia importante entre el Teorema
de trazas de Sobolev y el Teorema de inmersion
de Sobolev aparece en el comportamiento de
los extremales:

Si © es una bola, Q2 = B(0, u).

- Extremales para S,(B(0, 1)) son funciones ra-
diales.

- Extremales para Sy(B(0, 1)) no son radiales,
al menos para valores grandes de u (esto es
una consecuencia de Flores - del Pino).



Pregunta: Es cierto que para valores pequenos
de p los extremales para Sq(B(0,u)) son fun-
ciones radiales?

Respuesta: Si! (FB - Lami Dozo - Rossi, Ann.
Inst. H. Poincaré, en prensa).

Otra diferencia entre estos problemas es el rol
del exponente critico.

Es un hecho bien conocido que
—Au = AulP~%u en B(O,pn)

u=20 en 0B(0, u)
no tiene solucion si p > 2%,

Sin embargo, para
Au = u en B(0, )

% = Mul?"%u  en 9B(0, )

soluciones radiales se calculan explicitamente
para todo q.



Para entender el rol que juega el exponente
critico 24, = 2(N—1)/(IN—2) hay que mirar, no
las soluciones de la ecuacion diferencial, sino
la existencia de extremales para Sq(2).

En FB - Lami Dozo - Rossi, se muestra que
existen w1 > po > 0 tales que, para todo u < u»o
existe un extremal radial para la inmersion

HY(B(0,p)) «— L?*(8B(0,pn))

y para u > pq1 NO existen extremales para la
inmersion.

- La parte de no existencia es valida para do-
minios €2 generales.

Pregunta: iSigue siendo valida |la parte de la
existencia para dominios €2 generales?




Respuesta: Sil

Teorema 1 Sea {2 un dominio suave y aco-
tado en RY tal que

€2 N—-2 1/(N-1)
P2~ 2 ON ’
donde wy es la medida de la bola unitaria.

Entonces existe un extremal para la inmersion
HI(Q) — L% (69).

Remark 2 Sea 2 un dominio suave y acotado
en RN y sea

Q= uQ = {uz | z € QY

donde u > 0. Observamos que si i es pequeno,
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entonces €2, verifica las hipotesis del Teorema
1 y luego existe un extremal para la inmersion



