INTRODUCCION A LAS ECUACIONES NO LOCALES
ESPACIOS DE SOBOLEV FRACCIONARIOS

JULIAN FERNANDEZ BONDER

RESUMEN. En estas notas haremos una introduccién muy bésica al cédlculo
fraccionario y a las ecuaciones no locales. Nos enfocaremos casi exclusivamen-
te al operador fraccionario (—A)® y a los espacios de Sobolev asociados, los
espacios H*.

iNDICE
1. Introduccién 1
1.1. Motivacién 2
1.2.  Decaimiento de p 2
2. Espacios de Sobolev fraccionarios 4
2.1.  Definicién del espacio H*(RY) 4
2.2. Limite £, — £ cuando € | 0 6
3. Condiciones de contorno 7
4. Desigualdad de Poincaré 8
5. Resolucién del problema de Dirichlet 10
6. El problema de evolucién 11
7. El problema de autovalores para £ 11
8. Compacidad de la inclusién H§(Q) C L*(Q) 13
9. El problema de autovalores para L, parte 2 15
10. El problema de evolucién, parte 2 16
11. El problema de evolucién con fuente. El método de Duhamel 20
12. Problemas no lineales 21
Referencias 26

1. INTRODUCCION

En estas notas haremos una introduccion a las ecuaciones diferenciales no locales.
este tipo de ecuaciones aparece muy naturalmente cuando se consideran fenémenos
difusivos de largo rango.
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Entre este tipo de ecuaciones, el opererador fraccionario (—A)*® juega un rol
preponderante debido a las numerosas aplicaciones en donde aparece y por las
propiedades regularizantes que el mismo tiene [5, 6, 7].

Algunas de las aplicaciones donde aparece este tipo de ecuaciones es en algunos
modelos fisicos [11, 13, 16, 19, 23, 26], finanzas [1, 20, 25], dindmica de fluidos [8, 9],
ecologia [18, 21, 24] y procesamiento de imégenes [17].

1.1. Motivacién. Se quiere modelar la evolucion de un fenémeno de difusién de
una cierta sustancia que tiene densidad u = u(z,t). Luego, se hace la suposicién de
que la difucién viene dada por una cierta transicién de probabilidad p = p(z,y),
donde p(z,y) mide la proporcién de particulas que estdn en la posicién y y que
pasan a la posicién x por unidad de tiempo.

Se supone que se tiene una fuente f = f(x,t) que indica la cantidad de particulas
que se agregan a la posiciéon z a tiempo ¢ por unidad de tiempo.

Luego, la ecuaciéon que modela la evolucién viene dada por

A et = [ ety [ et dy+ )

Es decir, la variacién de la densidad de particulas en la posiciéon = a tiempo ¢ es la
cantidad de particulas que llegan a la posicién x por unidad de tiempo, menos la
cantidad de particulas que se van de x por unidad de tiempo mas la cantidad de
particulas que la fuente agrega en x por unidad de tiempo.

Observemos que la transicién de probabilidad p debe verificar

1=/]RN p(x,y)dyz/RNp(y,x)dy

Luego, (1.1) se transforma en
(1.2 wiat) == [ ples)lute.t) = uly.0)dy + flz.)

A partir de esta ecuacién, Einstein en su cldsico trabajo sobre movimientos
Brownianos [12] dedujo que, si se asume que el niicleo p tiene interacciones de
corto alcance, tomando el limite cuando ese rango de interaccion tiende a cero, las
soluciones de la ecuacién (1.2) convergen a las soluciones de la ecuacién del calor.

En estas notas no haremos esta suposicién, sino que asumiremos que p admite
interacciones de largo alcance.

Asi mismo, fundamentalmente nos dedicaremos al estudio del problema estacio-
nario de (1.2), es decir, estudiaremos el problema

(13) £uw)i= [ plana)uta) — u(w) dy = f(a),
y s6lo sobre el final estudiaremos muy someramente el problema de evolucién (1.2).

1.2. Decaimiento de p. Si bien resulta natural suponer que p tiene un cierto
decaimiento cuando |z — y| — oo supondremos que ese decaimiento viene dado en
forma de potencia. Es decir, asumiremos que

(1.4) p(x,y) ~ |
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Asi mismo, es natural suponer que p tiene una singularidad cuando x = y. Luego,
asumiremos que (1.4) es también cierta cuando |z — y| — 0.

Debido a la singularidad de la funcién p, para que el operador L esté bien definido
la integral tiene que entenderse en el sentido del valor principal. Esto es

Lu(z) = v.p. /RN Pl y)(u(z) —uly)) dy = lim b p(a,y)(u(r) — uly)) dy

Atn asi, para que esta integral esté bien definida es necesario que el parametro
a esté limitado.
En efecto, supongamos que u estd acotada, luego
1

/' memw»fmwwyscwmm/ Ly
RN\ B (z) RN\ B (z) |z — vy

oo
:CHuHOONwN/ r= N =1 g
1

B C’||uHOO(gf]Q’,) sia>N
] sia <N,
de donde se deduce que a > N.

Por otro lado, asumamos que p(x,y) = p(Jx — y|), entonces

/ plz = y|)(u(z) - u(y)) dy :/ (2 (u(z) = u(z — 2)) dz
Bi(z)\Be(z)

B1(0)\B:(0)
-/ o2 (@) — u(z + 2)) dz.
B1(0)\B:(0)

Luego la tdltima integral es igual a

1

(1.5) -2 /Bl<o>\35(o> (2] (ul( + 2) — 2u(z) + ulz — 2)) d=.

Si suponemos que u € C?, se tiene entonces que
(1.6) lu(x + 2) — 2u(z) + u(z — 2)| < Cz|>.

Luego, de (1.5) y (1.6), se obtiene

/' ol — ) (u(z) — u(y)) dy
Bi(z)\Be(x)

<c/ 22 d
BL(O\B.(0)

1
= C/ ri=e N gr

€

B C(l—g2=tNy  sia#N+42
| Cloglel sia=N+2,
Luego, si @« < N + 2 el limite € | 0 es finito.

Esto nos da la restriccién
N<a<N+2.

Es habitual usar la notacién a = N + 2s lo que da la restriccién

0<s< 1.
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Resumamos lo hecho hasta ahora en el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Sea p: R — R tal que

C
‘P(t”ng 0<s <1,

Sea L el operador definido como

£ule) = v [ olle =y lu(e) = ulu) dy.

Entonces este operador estd bien definido para u € C2(RN)NL>®(RY) y se puede
calcular mediante la expresion

Lu(x) = —% /]RN p(|z])(u(z + 2) — 2u(z) + u(z — 2)) d=.

2. ESPACIOS DE SOBOLEV FRACCIONARIOS

Queremos ahora dar una nocién al operador £ para funciones més generales,
pagando eventualmente el costo de que la definicién no serd en un sentido puntual,
sino en uno méas débil.

2.1. Definicién del espacio H*(RY). Podemos entonces preguntarnos, ;para
qué clase de funciones se tiene que Lu define una funcién de L?? O més general-
mente, jpara qué clase de funciones se tiene que Lu define una distribucién en
D'?

Para poder responder a estas preguntas, empecemos definiendo, para cada € > 0
los operadores L. de la forma

Loulz) = / p(z,y)(ulz) — uly)) dy.
R™\ B (z)

Obviamente, se tiene que L.u — Lu y en qué sentido se tenga ese limite deter-
minard en qué sentido estd definido Lu.

Veamos entonces cudndo L.u € L2.

De la desigualdad de Holder obtenemos

Lou(a)] < / 1oz ) lu(z) — u(y)| dy
RN\B.(z)

< ( Lo tm0) dy) ([, e ltute) - uts?ay)

= (/IRN W dy) : ,

donde hemos usado la cota |p(z, )| < Cla — y|~(N+29),
Luego,

2
@1) /]RN [Leul”de < Oe RN xRN [T —y|NF2e o
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A la integral doble que aparece al lado derecho se lo conoce como la seminorma
de Gagliardo. Usaremos la siguiente notacién:

& i ([ S )

Esto motiva la definicién siguiente.
Definicién 2.1. Dado 0 < s < 1 se define el espacio de Sobolev fraccionario como

HRY) := {u € L*(R"): [u], < o0}.

Este espacio tiene una estructura natural de espacio de Hilbert. En efecto, si
definimos el producto interno

(2.3) [, v]s = /RN uv dx + //]RNXRN (u(@) _;(2);?]1\]1(2)3_ v(y) dxdy,

no es dificil probar que (H*(RY), [-,]s) es un espacio de Hilbert. La norma inducida
por ese producto interno es

1
l[ull ey = [u, u]d

1
(u(z) —u(y))? :
= d dzxd
(Lo [ s
= ([lull3 + [u]?)®.
Observacion 2.2. Del Teorema 1.1 se desprende que C°(RY) C H*(RY).
De hecho C?(RM) N L>=(RY) N L2(RY) ¢ H*(RY).
En resumen, hemos probado el siguiente lema.

Lema 2.3. Sea0 < s < 1 yseap: RV xRN — R tal que |p(z,y)| < Clz—y|~(N+29),
Dado € > 0 se define el operador

Loulz) = / plie, ) (ulz) — u(y)) dy.
RN\ B. (z)

Luego, siu € H*(RYN) tenemos que Lou € L2(RY).
La estimacién (2.1) explota cuando € | 0 por lo que no nos permite concluir nada

acerca del limite.

Dado que queremos mantener la identificacién de L?(R™) con su espacio dual,
no resulta conveniente (de hecho serfa erréneo) identificar H*(RY) con su espacio
dual. El espacio dual de H*(R") se lo denota por H~*(R"). Es decir,

“SRN) = £ HSRY) S5 R: feslinealy sup  — 0 ool
veH* (RN) HUHHS(RN)

En H~*(R") la norma se define como

I£ll-s = sup {(f,v): v € H*RY), |[v]lge@yy <1}
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2.2. Limite £. — L cuando ¢ | 0. Para estudiar el limite € | 0 debemos
entonces debilitar el espacio en donde se trabaja.

Observemos que si f € L?(R™) entonces f induce una distribucién en D’ de la
forma

(f,p) = / fedr, paratoda ¢ € D= CX(RY).
RN
Por otro lado, recordemos que si {T;}.>0 C D', decimos que T, — T en D’ si

(Tt ) = (T, ),
para toda ¢ € D.

En consecuencia, debemos probar que existe el limite (L. u, ) para toda ¢ € D.

Pero

<£6u7 90> = ~/]RN Loup dx
B / / p(x,y)(u(z) — uly))p(z) dydz
RN JRN\ B, (x)
N / / p(y, =) (u(y) — u(z))p(y) dydz,
RN JRN\B.(z)

donde hemos realizado el cambio de variables z < y.

Asumamos ahora que p(z,y) = p(y, z), entonces obtenemos

1
o) =5 [ [ ppule) - un) (o) — o) dody
RY JRN\ B, (2)

Usando la Observaciéon 2.2 y la cota para p, es facil ver que el integrando

pz.y)(ule) —u(y))(p(z) — (y)) € L' (RY x RY).
Luego, por el Teorema de Convergencia Mayorada se concluye que

(Lu, o) =lHm(L.u, @)
el0

-3 // pla,y)(u(w) — u(y)(p(x) — oly)) dady

y de esta expresion se deduce adicionalmente que
(2.4) [(Lu, )| < Cluls[g]s.
Es decir, se observa que Lu € H—*(RY).

Resumamos todo esto en un teorema.

Teorema 2.4. Sea 0 < s <1 yseap: RY x RN — R tal que p(z,y) = p(y,z) y

Ip(z,y)| < m

Definamos el operador Lu como
Lu(e) = op. [ pley)lule) = ulw) dy.

Entonces L: H*(RN) — H=*(RY) resulta ser un operador lineal y continuo.
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Finalmente se tiene la expresion

ue) =3 [[ | plaaute) — utn)wle) = o) dedy

3. CONDICIONES DE CONTORNO

Usualmente uno tiene el sistema contenido en una cierta regién del espacio Q2 C
RY (acotada o no). Luego, resulta natural asumir que fuera de esa regién la densidad
de particulas es 0, con lo cual u(x) = 0 para z € RY \ Q. Esto motiva la definicién:

Definicién 3.1. Sea 0 < s < 1y sea Q C RY. Se define el conjunto H§(Q) como
HS(Q) := {u € H*RY): u(z) = 0 c.t.p. en RV \ Q}.

Luego, el problema que intentaremos resolver es encontrar una funcién u €
HE(Q) tal que

(3.1) {Eu:f en

u=0 enRV\Q
donde f € H=*(RY). Esto significa:
Definicién 3.2. Sea Q C RY y 0 < s < 1. Sea p: RY x RY — R medible tal que
existe C' > 0 tal que |p(z,y)| < Oz — y|~(N+29),
Dada f € H*(Q) decimos que v € H§(£2) es una solucién débil de (3.1) si
1
G2 5[] e - uw)ee - o) didy = (f.0),
RN xRN
para toda v € Hj(€2).

Observemos que si definimos
(33) =5 [ P~ u(w) o) = (o) dod

entonces B: Hj(Q) x H5(2) — R define una forma bilineal y la ecuacién (3.2) toma
la forma abstracta

(3.4) Blu,v] = (f,v).

Resulta entonces natural intentar aplicar el Teorema de Lax-Milgram para probar
existencia y unicidad de solucion.

Recordemos el Teorema de Lax-Milgram.
Teorema 3.3 (Lax-Milgram). Sea H un espacio de Hilbert y B: H x H — R

una forma bilineal, continua y coersiva. Es decir BJ-,-] es lineal en cada variable y
ezisten constantes 0 < 0 < A < oo tales que

|Blu,v]| < Allulllloll y  Blu,u] > 0llul,
para todo u,v € H.

Entonces, dada f € H' existe un tinico u € H tal que

Blu,v] = (f,v),
para todo v € H.



8 JULIAN FERNANDEZ BONDER

De (2.4) se deduce facilmente que la forma bilineal B[] definida en (3.3) es
continua. Para poder aplicar el Teorema de Lax-Milgram resta entonces verificar la
coersividad.

4. DESIGUALDAD DE POINCARE

Como dijimos anteriormente, resta chequear que la forma bilineal B[-, -] definida
n (3.3) es coersiva. Pero

Blud =5 [ pla)ul) - u)? dedy

1 9 (u(T) — uy

Luego, si asumimos que existe A > 0 tal que
N 3
p(z,y)le —y[VH > A,

obtenemos

A
(41 25 [ e ey = S0

Para poder entonces concluir la coersividad de BJ-, -] es necesario que la seminor-
ma de Gagliardo [ -], controle a la norma en H*(RY), ||-||,. Esto es posible obtenerlo
para funciones en H(€2) cuando {2 tiene medida finita, gracias a la desigualdad de
Poincaré.

Veremos dos demostraciones de esta desigualdad. La primera es mas elemental,
pero requiere que 2 sea acotado. La segunda, algo més complicada, requiere sélo
que €2 tenga medida finita.

Teorema 4.1 (Desigualdad de Poincaré, versién 1). Sean Q C R¥ acotado y
0 < s < 1. Entonces existe C > 0 que depende sdlo de s, N y diam(QY) tal que

(4.2) [ullz < Cluls,
para toda v € HE(€)).

Demostracion. Dada u € H§(), se tiene

//RNXRN |x—y|N(+2)s) drdy

u(y))?
dyd
//\ |x— Ty Wl
*/ u?(z) / ;dy dx
RN R\ [T —y|NH2s '

Luego debemos encontrar una cota inferior para el peso

1
(13) pole)i= [ o
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Una cota inferior elemental para pg se obtiene como sigue: si llamamos d = diam(2),
entonces para todo x € Q vale que Q C By(z). Luego

1
pa(r 2/ i W
(=) RN\ By(z) |T — y|NT2s

1
- g
/|z|2d | 2|V +2s Y

- N(UN
© 2sd%s”
Entonces si tomamos
25 2 ,
C = (N:N> diam(Q)?,
el teorema queda demostrado. O

Fl siguiente lema permite obtener una cota inferior del peso pg asumiendo sélo
que el conjunto 2 tiene medida finita. Luego implica de manera trivial la desigual-
dad de Poincaré en ese caso.

Lema 4.2. Sean Q C RY de medida finita y 0 < s < 1. Entonces

Co
>

donde cy > 0 depende sélo de s y N.

Demostracion. Sea r > 0 tal que |B,(z)| = |©|. Es decir,
()
r=—) .
WN

(RY\ Q)N By (2)] = |By(2)| 2N By ()|
= 9] =20 B (x)]
=[N RY\ B,(2))]

Entonces tenemos

Ahora bien

1 1
pg(m):/ 7de+/ s s
®RN\Q)NB,.(z) [T — Y[V T2 RN\Q)A(RN\ B, () [T — Y|V 2

pero

[ L IR\ NE, @)
BRN\Q)NB,.(z) [T — Y[V T2 7~ rN+2s
_ 12N ®RY\ B,(2))]
- rN+2s

1

> / .
QNRN\ B, (z)) [T — Y[V 28
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Luego
( )>/ - d
palz) 2 Y
RN\ B,.(z) [T — y|N T2
1
/|z|>r |Z|N+23
2s
_ Nwn ijlerN
2128 25|Q| %
2s
Tomando entonces ¢y = N, wjl\;r N (2s5)71, se concluye el resultado. (]

Con la ayuda del Lema 4.2 se obtiene entonces la siguiente mejora del Teorema
4.1

Teorema 4.3 (Desigualdad de Poincaré, versién 2). Sean Q C RN de medida finita
y 0 < s < 1. Entonces existe C > 0 que depende sdlo de s, N y |Q] tal que

(4.4) [[ull2 < Cluls,

para toda v € HE(S2).

Demostracion. La demostracién es exactamente igual que la del Teorema 4.1 y se
usa el Lema 4.2 para acotar el peso pg dado por (4.3). O

Con la ayuda de la desigualdad de Poincaré (4.4) obtenemos que [-]; resulta ser
una norma equivalente a || - ||s para funciones de H§(2).

Corolario 4.4. Sean Q C RN de medida finita y 0 < s < 1. Entonces
[uls < Jlulls < (1+C%) 2 [uls,

para toda v € H§(2), donde C > 0 es la constante del Teorema 4.3.

5. RESOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET

Con todos estos preliminares, ya es inmediato probar el teorema de existencia y
unicidad del problema de Dirichlet para el operador L.

Teorema 5.1. Sea Q C RY de medida finita y 0 < s < 1. Entonces, dada f €
H=3RN), eziste una tinica u € H(Q) solucion débil de

Lu= Q
(5.1) u=7f en N
u=0 en RV \ Q.
Demostracion. Lo nico que resta probar es que la forma bilineal B[, -] es coersiva.

Pero esto es inmediato de la desigualdad (4.1) y del Corolario 4.4. g
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6. EL PROBLEMA DE EVOLUCION

Nos concentraremos ahora en el estudio del problema de evolucién. Estudiaremos
primero el problema

up+Lu=0 en Q x (0,00)
(6.1) u=0 en (RV\ Q) x (0,00)
u=ugp en  x {t =0}.
Usaremos el método de separacién de variables, luego buscamos una solucién
u(z,t) = w(z)v(t). Luego, dado que L es lineal y no depende de t, tenemos
v (Hw(z) + v(t)Lw(z) =0,
de donde

-

Facilmente se deduce que v(t) = e~* y que w debe verificar

{Cw:)\w en §)

6.2
(6:2) w=0 en RV \ Q.

Asumiremos que existen 0 < s < 1 y constantes 0 < ¢ < C' < oo tales que
(6.3) ¢ < play)le —yNP < C.

Luego, de (6.3) es facil deducir que si w € H5(Q), w # 0, verifica (6.2), entonces
A > 0. En efecto, observemos primero que si f = Aw, entonces f € H§(2) C
L*RYN) c H=*(R") y tenemos
1
3 [ e ~ v el - o) dady = (o) = A [ wlep(o)ds
RN xRN

Q
para toda v € H§(§2). Luego, tomando v = w y usando (6.3) se llega a

5 oy p(2y) (w(z) —w(y))? dedy  [w]?
Jow? de ~ w3

A= > 0.

Luego, debemos estudiar el problema de autovalores para el operador L (6.2).

7. EL PROBLEMA DE AUTOVALORES PARA L

El objetivo de esta seccién es el de estudiar la ecuacion (6.2). Es decir, buscamos
hallar los valores de A > 0 tal que exista w € Hg(€2) solucién no trivial del problema.

Para eso lo adecuado resulta mirar, dada f € L?(R™), la solucién de la ecuacién
{Eu =f enQ

7.1
(7-1) u=0 enRN\Q.

Por lo visto en el Teorema 5.1, este problema tiene existencia y unicidad. Llamemos
Sf ala solucién, es decir S: L%(Q2) — H(2) es el operador solucién asociado al
problema (7.1).
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Observemos que S resulta un operador continuo. En efecto, si u = Sf tenemos

1
5[] e — u) o) — o) dody = [ fods
RN xRN
para toda v € H§(€2), de donde tomando v = u y usando (6.3),

// pla)ule) = u))* dedy = | fuds < |fl2ful

Luego, usando la desigualdad de Poincaré (Teorema 4.3), concluimos que

1S f 1%z 0y < Clul? < Cllfllallulla < ClFI2IIS 1l ()
Es decir

1S fllag ) < Cllfll2-

Llamemos ahora i: H§(Q) — L*(Q) a la inclusién (i.e. i(w) = w) y definimos
K =io0S8: L3(Q) — L*(Q). Luego, es facil verificar que A > 0 es un autovalor de
(6.2) si y s6lo si p = A~! es un autovalor de K y w € H(Q) es una autofuncién
asociada a A de (6.2) si y sélo si w es una autofuncién de K asociada a p.

Luego el problema al que arribamos es el estudio de los autovalores y autofuncio-
nes del operador K: L?(Q) — L?(Q). Para eso haremos uso del siguiente teorema
que suele demostrarse en los cursos de Anélisis Funcional (ver, por ejemplo, [3,
Theorem 6.11].

Teorema 7.1 (Descomposicién espectral de operadores compactos y autoadjuntos).
Sea H un espacio de Hilbert separable y sea K: H — H un operador compacto y
autoadjunto. Entonces existe una base numerable ortonormal de H de autofunciones
de K.

Recordemos las siguientes definiciones: Si H es un espacio de Hilbert separable
y K: H — H es un operador lineal y acotado, entonces

1. K se dice compacto si dada un sucesién acotada {zy}reny C H, existe una
subsucesion {zy; }jen C {Zr}ren tal que { Ky, }jen es convergente;

2. K se dice autoadjunto si (Kz,y) = (z, Ky) para todo =,y € H, donde (-,-)
denota el producto interno en H.

Debemos entonces verificar que el operador K = i0S es compacto y autoadjunto
para poder aplicar el Teorema 7.1.

Lema 7.2. El operador K = io S es autoadjunto, donde i: H3(Q) — L*(Q) es
la inclusion i(w) = w y S: L?() — HS(Q) es el operador solucion, Sf = u con
u € H§(Q) la dnica solucion del problema (7.1), L es el operador no local

Lulw) = v | pley)(u(e) = ulw) dy
yp: RN xRN = R es medible y verifica (6.3).

Demostracion. La demostracion es elemental.

Sean f,g € L?(Q) y llamemos u = Kf, v = Kg. Observemos que la forma
bilineal asociada a L es simétrica, es decir

- %//RNXRN plz, y)(u(z) —u(y))(v(z) —v(y)) dedy = Blv,u].
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Luego,
(Kfy)Z(%g%=l;wdx=lﬂwUF=Bhud=iéfvir=(ﬂv)=(LKEL
lo que concluye la demostracién. (I

Queda entonces ver que K es compacto. Pero observemos que S: L?(2) — HS(Q)
es acotado, luego si probamos que i: H§(Q) — L?(Q) es compacto, esto dard el
resultado deseado.

8.  COMPACIDAD DE LA INCLUSION H§(Q) C L?*(Q)

Para la demostraciéon de la compacidad del operador inclusién ¢, haremos uso
del siguiente teorema que puede encontrarse en [3, Theorem 4.26].

Teorema 8.1 (Kolmogorov-Riesz-Fréchet). Sea {un}nen C L2(RY) una sucesion
acotada (i.e. sup, ey ||fnll2 < 00). Dado h € RN, notemos por thu(x) = u(z + h).
Si

lim sup ||7pun — un|l2 =0,

—0peN
entonces existe u € L2(RY) y una subsucesion {u,, fren C {tnnen tal que up,, —
u en L? (RN).

loc

Recordemos que u,, — u en L2 (RY) significa que para todo E C R medible
y acotado, ||un, — ull2,z — 0 cuando k — oc.

El siguiente lema es fundamental.

Lema 8.2. Sea 0 < s < 1. Existe entonces una constante C > 0 que depende sdlo
de N y s tal que

[Thu —ullz < Clh|” [uls,
para toda u € H*(RY).

Demostracion. Observemos primero que

©0 el ai= [ [ ) a0 dyd,
Byp(z)

donde wy es la medida de Lebesgue de la bola de radio 1 en RY.

Ahora, se usa la siguiente desigualdad elemental
(8.2) u(z + h) — u(@)]* < 2(ju(z + h) = u(y)]® + |uly) — u(@)?),
para todo y € B|().

Luego, de (8.2), obtenemos

/ / |u(z 4+ h) — u(x)|? dy de <
RN J B ()
u(z + h) — u(y)® N+2
+h— Sdyd
/RN /Bh(x) \m+h y|N+2s |2 yl yax

u(y)l® N+2s
+ 2/ / |z — y|N T dy dx
RN J B, (z) |$ - ZJ|N+2S

2(I + II).
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Los términos I y Il se acotan de manera similar. Primero se observa que, si
reRN eyc By (),

(8.3) [z =yl <I[h] vy lz+h—yl<|z—yl+]|hl <2/
Luego, de (8.3),

+h) —u(y)]?
8.4 1< @lh N+23/ / |u(x dy de < (2[R|)N+2* [u]2.
s asemr [ Ry (211 ¥+ [

Andlogamente,
(8.5) IT < |hNT28 [y)2,

Finalmente, usando (8.1), (8.4) y (8.5) concluimos
22N+ 4 1)

IThu — ull3 < [ [u]3,
lo que concluye la demostracién. O
Observacion 8.3. Observemos que si N = 3 (con lo que wy = %7‘(‘) ys= % tenemos
que
51
C=4—
T

Con la ayuda del Teorema 8.1 y del Lema 8.2 se obtiene facilmente el siguiente
resultado de compacidad.

Teorema 8.4. Sean 0 < s < 1 y sea {up }nen C H*(RY) una sucesion acotada, i.e.
sup,en [|unlls < 0o. Eriste entonces una funcion u € H*(RN) y una subsucesion
{tny toen C {untnen tal que un, — u en L2 (RY).

Demostracion. Sillamamos M = sup,,cy ||un||s,p €s claro entonces que

sup [[uplla <My sup[upls < M.
neN neN

Luego, {u, }nen es acotada en L2(RY) y, por el Lema 8.2,

sup || Thtn — unllp < CM|RJ%.
neN

Luego, la sucesiéon {uy}nen verifica las hipdtesis del Teorema 8.1, con lo que
tenemos que existe u € L2(RY) y una subsucesién {u,, }ren C {un}nen tal que
Up, — uwen LE _(RN).

Sélo queda por verificar que v € H*(R™). Pero eso es una consecuencia del Lema,
de Fatou. En efecto, pasando eventualmente a una subsucesién, podemos suponer

que u,, — u en casi todo punto de RY. Luego

[ny () = wn, W)I*, Jul) — uly)]®

OS |$_y‘N+25 |93—y|N+25

para casi todo (z,y) € RY x RY.
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Entonces, por el Lema de Fatou

// u(y)|® drdy
RN xRN |$—y|N+28

2
< liminf / / [t (%) = xnk(y)\ dady
k—oc0 RN xRN ‘JZ‘ — | +2s

< sup [un,)? < o0,
neN

como queriamos ver. O

La convergencia local en L?(R™) no puede mejorarse. De hecho es sencillo ver
que en general no es cierto que si {u, hneny C H*(RY) es acotada, entonces {uy, }nen
tenga algin punto de acumulacién en L?(RY).

Ejemplo 8.5. Sea p € CZ(RY), p > 0, sop(p) = B1(0). Por ejemplo, se puede
tomar p(z) como el nicleo reqularizante estindar,

1
e =127 silx| <1
pla) ={ "

0 sino.

Entonces es facil ver que p € H*(RY) para todo 0 < s < 1 y si llamamos u,(x) =
p(x +nv) con v € RN fijo, entonces {u, tnen C H*(RY) es acotada y verifica

lunllz = ||pll2 para todon € N 'y w, — 0en L2 (RY).

En consecuencia u, 4 0 en L2(RY).

El motivo por el cual en el Ejemplo 8.5 no se obtiene compacidad de la sucesién
en L2(RY) es porque la masa de la sucesion se pierde en el infinito. En cambio si
consideramos funciones restringidas a un dominio acotado, este fenémeno deberia
evitarse y asi conseguir la deseada compacidad. Ese es el contenido del siguiente
corolario.

Corolario 8.6 (Compacidad de H(Q) C L?(2)). Sea Q C RN un abierto acotado
y 0 < s < 1. Entonces, si {un}tnen C HF(Q) es acotada, existe u € HE(Q) y una
subsucesion {un, tren C {Un fnen tal que u,, — u en L*(Q) cuando k — oo.

Demostracion. La demostracién es inmediata del Teorema 8.4. En efecto, Por el
Teorema 8.4 existe u € H*(RY) y una subsucesién {un, }ren C {un}tnen tal que
Up, — u en LE _(RY). Pero, en particular, como Q es acotado, u,, — u en L*(Q).
Finalmente dado que, pasando a una nueva subsucesién de ser necesario, u,, — u
en casi todo punto de RY se tiene que u = 0 en casi todo punto de RY \ Q. Por
ende u € H§(Q). O

9. EL PROBLEMA DE AUTOVALORES PARA L, PARTE 2

Con los resultados de las secciones previas ahora si podemos completar el estudio
del problema

(9.1) {Ew:/\w en

w=0 en RV \ Q.
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Observemos que el Corolario 8.6 nos da que la inclusién i: H§(Q) < L*() es
compacta, de donde K = io S: L?(2) — L?(Q) es compacto y, como vimos en
el Lema 7.2, es autoadjunto por lo que puede aplicarse el Teorema 7.1. Tenemos
luego.

Teorema 9.1. El problema (9.1) admite una sucesion de autovalores { A, }nen C
Ry (contados con su multiplicidad). Mds atin, el conjunto de autofunciones asocia-
das {wy, }nen C HZ(Q) forma una base ortonormal de L*(Q).

10. EL PROBLEMA DE EVOLUCION, PARTE 2

Una vez completado el estudio del problema de autovalores (9.1), podemos fina-
lizar lo empezado en la Seccién 6 y obtener un resultado de existencia y unicidad
para el problema de evolucién

up+Lu=0 en Q x (0,00)
(10.1) u=0 en (RV\ Q) x (0,00)
U = U en Q x {t = 0}.

Para esto, se debe dar una definicién de qué se entiende como solucién de (10.1),
pero primero razonemos formalmente.

Buscamos entonces una solucién por el método de variables separadas de la forma
o0
(10.2) u(z,t) = Z ane M, (z),
n=1

donde {A,}nen C R4 son los autovalores (contados con su multiplicidad) de (9.1)
Y {wWn }nen C HF(Q) son las respectivas autofunciones dadas por el Teorema 9.1.

Observemos que {wy, }nen forma una base ortonormal de L?(€2), luego si asumi-
mos que uy € L2(2), es claro que los coeficientes {a, },en se deben tomar de la
forma

(10.3) an ::/uown dz.
Q

Luego, de la identidad de Parseval (ver, por ejemplo, [15]),
(104 a2 = ol < oo.
n=1

De esta identidad, es facil ver que la férmula (10.2) efectivamente define una funcién
en el espacio C([0, T]; L?(Q2)) para todo T > 0.

Lema 10.1. Sea Q2 C RY medible y acotado y sea L el operador no local dado por
(1.3) donde p: RN x RN — R verifica (6.3).

Sea {An}nen C Ry la sucesion de autovalores de (9.1) (contados con su multi-
plicidad) y {wp tnen C HE(Q) la sucesion de autofunciones asociadas normalizadas
tales que forman una base ortonormal de L*(2).

Sea uy € L?(Q)) que estendemos por cero a RN y definimos los coeficientes
{an}nen por (10.3).

Entonces la férmula (10.2) define una funcion en el espacio C([0,T]; L*(RY))
para todo T > 0.
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Demostracion. El espacio C([0,T7]; L2(£2)) es un espacio de Banach con la norma

[v]| :== sup (- t)][2.
0<t<T

Recordemos que en un espacio de Banach, una serie v = ZZO=1 v, €s convergente si

la sucesién de sus sumas parciales es convergente en norma. Es decir, si definimos
k .
Vi = >_,_1 Un, entonces se debe verificar que

|Vie = Vj|| = 0 cuando k,j — oc.

Con todas estas consideraciones generales, para concluir el lema debemos verifi-
car que se tiene que si j < k,

2
k

sup Z ane Mtw,|| — 0 cuando j, k — .

0<t<T || .
=r= n=j 9

Pero, para 0 < ¢ < T fijo, usando la identidad de Pitagoras (dado que {wy, }nen C
L?(9) es una base ortonormal) se tiene

k 2 k k
Z ane*)‘"twn = Zaie*”‘"t < Z ai — 0,
n=j 9 n=j n=j
donde hemos usado en el célculo del limite la identidad de Parseval (10.4).
El lema queda entonces demostrado. (I
Observacion 10.2. Observemos que, en particular, tenemos que
|lu(-,t) — ugll2 = 0  cuando ¢ | 0.

Luego, en este sentido decimos que u(z,0) = ug(z) para z € Q.

Para poder continuar, necesitamos que la funcién definida en (10.2) tenga més
regularidad.

Lema 10.3. Con las mismas hipdtesis que el Lema 10.1, tenemos que la formula
(10.2) define una funcién en el espacio L*([0,T]; H5(2)) para todo T > 0.

Demostracion. La demostracion es similar a la del Lema 10.1.

El espacio L2([0,T]; Hg(2)) es un espacio de Banach con la norma

T 3
Hﬂw:<A[%Jﬁﬁ>

(verificar este hecho!). Luego para concluir el lema tenemos que demostrar que
2

T k
/ Z ane tw,| dt -0 cuando k,j — oo.
0 |nZy .

Pero, de (6.3) se deduce que
1
<y [, ) - o) dudy = Bl
Cc RN xRN



18 JULIAN FERNANDEZ BONDER

Luego, usando que Bluy,,v] = A, [, unv dz para v € Hg(Q),

2

k 1 k k

g ane_)‘"twn <-B g ane_’\”twn, g ame_)‘mtwm
A C j .

=j s n=j =j

&
== Z aname_(’\”"”\"”)tB[wn, Wiy
c

n,m=j

L
== Z aie_Q)‘”tB[wn, Wy

n=j

1 k

E 2 —2X,t

= E -ane >\7L
:J

Observemos que

T —
/ Aot gy = L2
o n 2 —

N |

Integrando, llegamos a

k 2 k
T
1
/ E ane Mtw, | dt < % g ai — 0 cuando j, k — oo.
0 |nZ ’

S n=J

El lema queda entonces demostrado. O

Estos dos lemas nos permiten entonces dar una nocién de solucién para (10.1).
Definicién 10.4. Decimos que u € C([0,T]; L2(2)) N L2((0,T); H3()) es una
solucién débil de (10.1) si cumple que u(x,0) = ug(x) y

—/Quo(x)v(x,O) dx—/oT/Qu(m,t)vt(x,t) dx dt
+/OT //RNXRN (@, ), t) — u(y, 1) (0(z,£) — o(y, t)) dady dt = 0,

para toda v € C([0,T]; H3()) N C1((0,T); L*(Q)) tal que v(z,T) = 0 c.t.p. en Q.

Esta ecuacion se puede reescribir como

T T
(0, 0(-,0))a — / (u(er 1), vr (- £))o it + / Blu(- ), ()] dt =0,

donde (-, )2 es el producto interno en L?(Q)) y B[,-] es la forma bilineal dada en
(3.3).

Ahora es sencillo chequear que la funcién construida en (10.2) es una solucién
de (10.1) en el sentido de la Definicién 10.4

Efectivamente, los Lemas 10.1 y 10.3 ya muestran que la si u es dada por (10.2),
entonces u € C([0,T]; L2(2)) N L2((0,T); H§(2)) v si elegimos los coeficientes por
(10.3), entonces se tiene que u(zx,0) = up(z).
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Sea entonces v € C([0,T]; H3(2)) N C1((0,T); L*(Q)) tal que v(z,T) = 0 c.t.p.
en () y calculemos

(UOa 7 2 - Zan Wnp, V", )21

pnqg

/OT('LL(-,t),Ut(~7t) an/OTe (Wny v (-, )2 dt

3
Il
-

M

an/OTe wn, v(+,t))2 dt

< Wy, v(+, 0 2+/ Ane 2 (wy,, v (,t))gdt).
Luego,

T
—(uo,v(-,O))g—/O e Zan/ Ane M (w0, 0 1))z dt.

3
Il
-

Pllﬂéﬂ

Por otro lado,

/TB[u(~ t),v(-,t)]dt = ia /T e Mt Blw,,v(-,t)] dt
0 ’ ) i — n 0 ns )

Si ahora recordamos que w,, es autofuncién de £ y por lo tanto verifica

B[’LU»,“ (b] = )‘n(wrw ¢)27
para toda ¢ € HE(Q) concluimos el siguiente teorema.
Teorema 10.5. Sea Q C RN medible y acotado y sea L el operador no local dado
por (1.3) donde p: RN x RN — R werifica (6.3).
Sea {An}nen C Ry la sucesion de autovalores de (9.1) (contados con su multi-

plicidad) y {wp }nen C HE(Q) la sucesion de autofunciones asociadas normalizadas
tales que forman una base ortonormal de L*(2).

Sea ug € L%*(Q)) que extendemos por cero a RN y definimos los coeficientes
{an}nen por (10.3).

Entonces la férmula (10.2) es una solucidn de (10.1) en el sentido de la Defini-
cion 10.4.

Veamos ahora que la solucién dada por el Teorema 10.5 es en realidad la tinica
solucién de (10.1).

Teorema 10.6. Con las mismas hipdtesis que en el Teorema 10.5, el problema
(10.1) tiene una dnica solucion en el sentido de la Definicién 10.4.
Demostracion. El teorema queda demostrado si vemos que la tnica solucién de

up+Lu=0 en Q x (0,00)
(10.5) u=0 en (RV\ Q) x (0,00)
u=0 en Q x {t =0},

es la solucion trivial, u = 0.
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Sea entonces u € C([0,T]; L2(2)) N L?((0,T); H3(£2)) una solucién de (10.5) y
definamos la funcién

T
v(x,t) := / u(x, s)ds.
t
Es claro entonces que v € C1((0,7); L*(Q)) N C([0,T); H () v que v(z,T) = 0.
Luego es admisible como funcién test en la Definicién 10.4.

Observemos primero que vy = —u y

BuC (01 = [[ - plea)(utet) = ulw) [ (ules) — uly.5) dsdady

=53 [ L. o ( / ulars) - u(y,s>>ds>2 dady.

Luego, de la Definicién 10.4, recordando que en este caso ug = 0, tenemos
T
0

O:—/OT/Qu(a:,t)vt(x,t)dxdt—f—/ Blu(- ), v(-, )] dt

= /OT/QU2(;1:,t) dx dt + %//RNxRN p(z,y) (/OT(u(x,s) - u(y,s))d5> dzdy,

de donde se deduce facilmente que u = 0. [

11. EL PROBLEMA DE EVOLUCION CON FUENTE. EL METODO DE DUHAMEL

El método de Duhamel es un método que sirve en problemas de evolucién lineales
para calcular el la solucién del problema general a partir de las soluciones del
problema de evolucién homogéneo.

Se puede utilizar en ecuaciones diferenciales ordinarias, en la ecuacién del calor,
en la ecuacién de ondas, etc. Ver, por ejemplo, [14, 15], etc.

Aplicaremos dicho método a la resolucién de
u+Lu=f enQx(0,7)
(11.1) u=0 en (RV\ Q) x (0,7)
u=0 en Q) x {t =0},
donde f € L?(Q x (0,7T)) = L?((0,T); L*()).
Observemos que, por la linealidad del problema, si resolvemos (11.1) y (10.1)
habremos encontrado una solucién para el problema general de evolucion.

Observemos también que (la prueba de) el Teorema 10.6 también implica que
(11.1) posee a lo sumo una solucién.

Dado 0 < 7 < T', llamemos entonces u” (z,t) a la solucién de
(u )+ Lu" =0 enQx(r,T)
(11.2) u” =0 en (RV\ Q) x (1,7)
u(z,7) = flz,7) z €.
Luego se construye la solucién de (11.1) como
¢

(11.3) u(z,t) = [ o (x,t)dr.
0
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Veamos, formalmente, que la funcién dada por (11.3) verifica (11.1). En efecto,
u(z,0) =0y

ug(w,t) = u(z,t) +/0 (u")¢(x, t) dr

= f(z,t) — /Ot LuT (x,t)dr
= f(z,t) - L (/Ot u” (x,t) d7>

= f(z,t) — Lu(z, 1),
donde hemos usado que £ conmuta con la integral.

Una demostracién rigurosa de que la férmula (11.3) es en efecto una solucién
(débil) de (11.1) sigue las mismas ideas que la Seccién 10 y es dejada de ejercicio
al lector.

12. PROBLEMAS NO LINEALES

En muchos contextos, el término de fuente f en la ecuacién (5.1) no viene dado,
sino que el mismo depende de la solucién de la ecuacidn, i.e. f = f(x,u(x)). Esta
situacién es usual en modelos de combustién (ver [4]).

Al intentar estudiar el problema (5.1) en este caso, el primer inconveniente técni-
co que se presenta es que la funcién f(-,u(-)) debe tener alguna propiedad de inte-
grabilidad que haga que la definicién de soluciéon débil tenga sentido.

Para fijar ideas, supongamos que |f(x,t)| < C(1+ |¢|?) para algiun p > 1. Luego
si requerimos que
@, () () dz < oo
RN
para toda ¢ € C2°(RY), se necesitard entonces que u € LV (RY).

La pregunta natural entonces es: Para qué valores de p > 1 es cierto que si
u € H*(RY) entonces u € LP(RN)?

Para empezar a dar una respuesta a esa pregunta, hagamos el siguiente razona-
miento dimensional. Supongamos que existe una constante C' > 0 tal que para toda
u € H*(RY) se tiene que

(12.1) Jully < Clul..

Sear >0y u(z) = u(rz), luego de (12.1) se deduce que ||u,||, < Clu,]s, para
todo r > 0. Ahora

up (y))?
T —dd
e // |x—y|N+29 e

p—2N z) — u(y))? PN+2s
dzdy
// \m— TR e

donde hemos hecho los cambios de variables T = rx y 4§y = ry.
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Luego, aplicando (12.1) obtenemos que
P ull, < OrF 0 ful.
Finalmente, haciendo r 1 oo y 7 | 0 se deduce que la tnica posibilidad para que la
desigualdad (12.1) sea cierta es que se verifique
N N

— — —+s5=0,

P 2
es decir

(12.2) p=2"

El ndmero 2% se denomina el exponente critico de Sobolev.

Debemos entonces verificar entonces que si p = 2%, la desigualdad (12.1) es
verdadera. Esa desigualdad se la conoce como desigualdad de Gagliardo-Nirenberg-
Sobolev.

Teorema 12.1. Eziste una constante C = C(s, N) tal que para toda u € H*(RY)
se tiene que

(12.3) [ull2s < Cluls.

Demostracion. Alcanza con verificar (12.3) para toda u € C2°(RY). Tomemos z €
RY, r>0ey € B,(r). Luego, se tiene

lu()] < Ju(z) = u(y)| + [u(y)]-
Integramos en B,.(x) con respecto a y y obtenemos

wont N ()| < / ju(z) — u(y)|dy + / () dy

r(x)

_ Ju@) —ul)l, s "
—/B — T =y dy+/ lu(y)| dy

@) |o—y|Tt B, (x)

e /B( BEO= 20 ays [ Jutwldy

) o -y 2t B,(x)

r(x)

Ahora, usamos la desigualdad de Hélder en ambas integrales y obtenemos

(], )

1
+ (riN)N;NZS </ |u
]RN

* 23
% dy) .

Realizando célculos elementales se deduce entonces que

)= UJ;]%T'S [(/RN Wdy)é +wir ¥ (/]RN |u|? dy)z}} .

Elevamos ambos miembros a la potencia 2% y obtenemos

1
2% T s2* (u(z) —u(y))2 2 ~,. -3
‘U(./L')| S(UN T RNWdy +OJ]1\\;7"

[N

wnr™ u(z)] Sr%+s(riN)

wlz
VR
T
2
=
[\v]
W ¥
2y
Ned
N—
e
| I
Tl:l\i
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Observamos que esta desigualdad se verifica para todo r > 0, luego buscamos
igualar ambos sumandos y esto se logra tomando

C e
(S [ dy) ™

u(x)—u 2
(I]RN (|£_)y‘N(+y2)3‘ dy)

2|~

De esta forma se llega a

) < (o™ ([ SO0} (]

Integrando ahora en z y simplificando la expresion se concluye que

2s

% dy) .

s __N
2 < (4w o™ 2

[ s

Esto finaliza la demostracién del teorema. O

Observacion 12.2. La constante C(s, N) calculada en el Teorema 12.1 no es Gpti-
ma. El cdlculo de la constante 6ptima es un problema importante y delicado, en
particular interesa el comportamiento 6ptimo cuando s 11y s | 0. Es sabido que
ese comportamiento viene dado por

C(s,N) ~s(1—s)K(N).
Para més detalles, ver [2, 22, 10].

Como corolario inmediato de el Teorema 12.1 obtenemos el siguiente resultado
de inmersién.

Corolario 12.3. Sea Q C RY de medida finita. Luego H3()) C LP(Q) para todo
1 <p <2}, donde la inclusion es continua.

Demostracion. Siu e H3(Q) y 1 < p < 2%, tenemos

2% —p 2% —p
lullpe < 19177 Jlullz. < CI1Q1F [u]f,
donde hemos usado la desigualdad de Hoélder y el Teorema 12.1. O

Combinando este corolario con el Teorema de compacidad, Corolario 8.6, obte-
nemos el siguiente Teorema.

Teorema 12.4. Sea Q0 C RN acotado. Luego, si {u,}nen C HE(Q) es acotada,
existe una subsucesion {un, tren C {Un}nen ¥y u € HF(Q) tal que ||up, —ulp, — 0
cuando k — oo para todo 1 < p < 23.

Demostracion. La demostracién es una consecuencia directa de los Corolarios 8.6
y 12.3.

En efecto, por el Corolario 8.6 sabemos que existe u € HE(Q) v {un, tren C
{tn}nen tal que |Jup, — ull2 = 0 cuando k — occ.

Ahora, si 1 < p < 2, por la desigualdad de Holder, obtenemos
[lten,, — ullp < |Q|22;Pp|\unk —ull2 = 0, cuando k — oo.

Finalmente, si 2 < p < 2%, se utiliza la siguiente desigualdad de interpolacién

(12.4) £ 1l < 211257,
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donde 0 < 8 < 1 viene dado por

(12.5) ~ 4+ —

En efecto, de (12.4), se deduce que

1-0
)

ey, = llp < llm,, = wll3]lun,, — u

2% + Hu

%:efSunk—-un3<supnun
neN

1-0
gcmm—uéﬁwm¢+MQ
neN

donde hemos usado (12.3) en la dltima desigualdad.

De esto ultimo se deduce fécilmente que |lu,, — u|l, — 0 cuando k¥ — oo como
queriamos ver.

Resta demostrar la desigualdad de interpolacién (12.4), pero eso queda de ejer-
cicio al lector. O

Veamos ahora como el Teorema 12.4 se puede utilizar para demostrar la existen-
cia de una solucién no trivial para el problema

Lu=uP™l en Q)
(12.6) u=0 en RV \ Q

u>0 en RY,
para 1 <p < 2%.

Empecemos con el siguiente lema.

Lema 12.5. Sea p: R” x R* \ A — R tal que p(x,y) = p(y,x), donde A =
{(z,z): € R"} es la diagonal. Supongamos que para 0 < s < 1 existen constantes
a, B > 0 tales que

(12.7) a<|z—yN*p(z,y) < 6.
Sea L: H3(Q) — H*(Q) el operador dado por

Lule) = v | pley) (o) = ulw) dy

donde el limite se entiende en sentido H*(Q2) y notemos por Blu,v] a la forma
bilineal asociada a L, i.e.

1
Blu.ol = (Cu) =5 [ olen)(u(e) = ) (o(e) - o) dady.
N>< N
Finalmente, dado 1 < p < 2%, existe uw € H§(Q), |Jull, =1, v >0 c.t.p., tal que
(12.8) Blu,u] = inf{Bv,v]: v € Hj(Q), |lv|l, = 1}.

Demostracion. La demostracion de este lema se hace por el llamado método directo
del cdlculo de variaciones.

El método funciona asi. Sea {uy, }neny C H{(€2) una sucesién minimizante, i.e.

lunllp =1y Blup,un] = mf{Bv,v]: v € H;j(Q), |jv|, =1}
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Observemos que de la hip6tesis (12.7), se deduce que
2
sup[un|? < = sup Bluy, uy] < oo.
neN & peN

Luego, la sucesion {uy, }rnen es acotada en H§(£2). Ahora, por el Teorema 12.4, existe
una subsucesion {un,, tren C {un}nen v u € H§(Q) tal que ||u,, —ul, — 0 cuando
k — oo, de donde se deduce que |ul|, = 1.

Pasando eventualmente a una sub-subsucesién, podemos asumir que u,, — u
c.t.p., de donde, por el Lema de Fatou, obtenemos que

Bl =5 [[ | olw)ut) - u)? dedy

< lfminf = / / P 9) ttng () — timy (1))? dly
2 RN xRN

k—o0
= liminf Blup, , un,] = m Bluy,, uy]
k—o0 ’ ’ n—00

= inf{B[v,v]: v € Hj(Q), ||v|, = 1}.
Finalmente, observemos que de la desigualdad elemental
(12.9) lu(@)] = Ju)|| < Ju(z) —u(y)l,
se deduce que si u es un minimizante de (12.8), entonces |u| también lo es. O
Observacion 12.6. Observando con més cuidado la desigualdad (12.9), no es dificil

ver que si u € H§(£2) es un minimizante de (12.8), entonces u tiene signo constante.
Queda de ejercicio al lector demostrar este hecho.

Veamos que un minimizante « de (12.8) es una solucién de una variante de la
ecuacién (12.6).

Lema 12.7. Sea u € HE(Q) un minimizante para (12.8) tal que v > 0 c.t.p.
Entonces existe A > 0 tal que u es solucion de

Lu= Pt enQ
(12.10) u=0 en RV \ Q

u>0 c.t.p. en RN,

Demostracién. Primero, observemos que por solucién de (12.10) entendemos una
u € H§(Q) tal que u > 0 c.t.p. en RY y que

Blu,v] = )\/ uP" v de,
Q

para toda v € Hj(€2).

Demostraremos que toda funcién u que resuelve el problema de minimizacién
(12.8) es efectivamente una solucién de (12.10).

Para eso, sea v € H3(Q?) y definimos i: R — R dada por

Blu+tv,u +tv] [ u+ tv u+tv

(12.11) i(t) = , .
[lu+to]|3 l[u+tvllp” llu+tollp

Observemos que, por la definicién de u como solucién de (12.8), tenemos que
i(0) < i(t) para todo t € R. Luego i'(0) = 0.
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Ahora,
Blu + tv,u + tv] = Blu,u] + 2tBu,v] + t*Blv, v],
de donde
d
(12.12) — Blu + tv, u + tv] = 2B[u, v].
dt —0

Por otro lado,

d
—/ |u+tv\pdx:p/ lu + tv|P~2(u + tv)v de,

de donde
d 2
(12.13) %HU‘FtUHp

2
= f||u\|§_pp/ up_lvd:r:2/ uP~ o da.
=0 P Q Q

Luego, de (12.11), (12.12) y (12.13) obtenemos
(0) 2B[u,v]Hu||12,—B[u,u]2fQ wP v dx
A =

[lull3
Entonces, si llamamos A = Blu,u] y recordamos que #'(0) = 0, llegamos a

= 2B[u,v] — B[u,u]Q/ uP~ v du,
Q

Blu,v] = )\/ uP~ o da.
Q
Como v es arbitraria, concluimos que u es solucién de (12.10). O

Finalmente, usando la homogeneidad de la ecuacién, observamos que si p # 2 se
puede considerar A = 1 tomando un multiplo adecuado de u.

Teorema 12.8. Sea p: R® x R"\ A — R tal que p(x,y) = p(y,x), donde A =
{(z,x): z € R"} es la diagonal. Supongamos que p verifica (12.7).
Sea L: H3(Q) — H5(Q) el operador dado por

Luw) = vp. [ ol y)(uta) = u(w) dy

donde el limite se entiende en sentido H~*(Q)

Sea 1 < p < o0, p# 2. Entonces existe una solucion v € HE(Q) de (12.6).

Demostracion. La demostracién es inmediata a partir del Lema 12.7 y queda de
ejercicio al lector. O

Observacion 12.9. El caso p = 2 es un problema de autovalores y ya fue tratado en
la Seccién 7.
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