FEcuaciones Diferenciales No Lineales,
1° cuatrimestre de 20183.

Lista de ejercicios ntimero 4

METODOS NO VARIACIONALES

1. Sea w una solucién débil de

ug—Au=f en Q x (0,00)
u=0 en 9N x (0,00)
u=g en Q x {t =0},

donde g € L?(Q), f € L¥(Q x (0,7T)) para cada T > 0. Supongamos que f es
periédica en t con perfodo 7, es decir, f(z,t) = f(z,t +7) (z € Q, t > 0). Probar
que existe una tnica funcién g € L?(£2) tal que la solucién u es 7-periédica.

. Consideremos el siguiente problema eliptico no lineal

—Au+bDu)=f enQ
u=20 en 0f).

Usar el Teorema de punto fijo de Banach para mostrar que existe una tnica solucién
débil u € H2(Q)N HE(Q) donde b : R™ — R™ es Lipschitz si la constante de Lipschitz
Lip(b) es suficientemente pequena.

. Sea f: R — R una funcién Lipschitz y acotada tal que f(0) =0y f/(0) > A\; donde
A1 es el primer autovalor de —A en H{ (€2). Usar el método de super y sub soluciones
para mostrar la existencia de una solucién débil de

—Au=f(u) en§
u=20 en 0N}
u>0 en ().

. Supongamos que existen u, 4 sub y super soluciones clasicas de

—Au= f(u) en§
u=0 en 01,

donde f es una funcién creciente y regular. Usar el principio del maximo para verificar
que
u=ug <up < Sup <o <4,

—_



donde {uy}7°, estan definidas inductivamente por

—Aug = f(ug—1) enQ
up =0 en 0f2.

. Consideremos la ecuacion

{—Au = AF(z,u) en{ 1)

u=0 en 012,

donde F € C(Q x R, [0, +0)), F(x,0) > 0.

Se define el espectro ¥ de (1) como el conjunto de todos los A tales que (1) tiene
solucién. Probar que si A € X, entonces [0, \] C X.

. Con la notacién del ejercicio anterior, probar que si existen fo € C(Q) no negativa
y a > 0 tales que

F(z,u) > fo(z) +ou>0, z€Q, u>0,

entonces (1) no tiene solucién positiva para A > A;/a donde A; es el primer autovalor
de —A en H}(Q). Concluir que si F(x,u) = e* entonces (1) no tiene solucién positiva
para A > \j.

. Supongamos que 0 < F(z,u) < f(u) donde f es una funcién mondtona creciente.

Sea mg tal que
mo

f(mo)

Consideremos w la solucién de

m
> — para todo m € R.
m

f(m)’

{—Aw =1 en{) @)

w=20 en 0f).

Sea M = méxqw y definamos A\g = % Probar que si A < )¢ entonces (1) tiene
una solucién positiva.

. Puede probarse que si w es la solucién de (2) se tiene
1 10 2/N
M=mixw < — | —— .
@ T 2N <\Bl(0)\>
Usar este resultado para estimar Ay del ejercicio anterior en los casos:

a) Q= B;(0), F(z,u) =e"
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b) Q= B;(0), F(x,u) = (u+ a)P, con a > 0.

Probar que si F(x,u) > 0 entonces existe A € (0,00] tal que (1) tiene una solucién
positiva para 0 < A < A y que no existe solucién positiva para A < 0 o0 A > \. Més
aun,

a) Siliminf,_, Fl@.s)

F(z,s)

> 0 uniformemente en x, entonces A < oo.

b) Silimg_,e0 = 0 uniformemente en x, entonces A = oo.

Probar que si Fe(z,u) = exp(yjg;) entonces (1) tiene una solucién positiva para

todo A > 0. (Observar que F.(z,u) — F(z,u) = e" cuando € — 0 y que sin embargo
— por el ejercicio 6 — el problema (1) con F(z,u) no tiene solucién positiva para
A > )\1)




