FEcuaciones Diferenciales No Lineales,
1° cuatrimestre de 20183.

Lista de ejercicios niimero 1

ESPACIOS DE SOBOLEV

. Probar que en dimensién n = 1, si u € WP(I), donde I es un intervalo de la recta
y 1 < p < o0, entonces u coincide en casi todo punto con una funcién absolutamente
continua y que u’ (que existe en sentido cldsico c.t.p.) coincide con la derivada débil
c.t.p.

. Muestre que si u € W1P(0,1) para 1 < p < oo, entonces se tiene la estimacién

_1 1 1/p
) )| < o =o' 5 ([ 1),

para casi todo z,y € [0, 1].

. Muestre que C,(0,1) no es denso en W1P(0,1).

. Muestre que x g, () () no estéd en WHP(R"), 1 < p < oo. Més atin, no tiene derivada
débil.

. ;Para qué valores de a > 0 vale que u(z) := |z|~% pertenece a WP (B1(0))? Para
n > p, construya una funciéon de W1?(B1(0)) que no es acotada en ningtin subcon-
junto abierto de B(0).

. Demuestre la unicidad de la derivada débil.

. Pruebe que W¥P(U) es un espacio de Banach.

. Complete los detalles del Teorema de aproximacién local [Evans, pag. 250]. En
particular, pruebe la siguiente formula:

D%u® = pe x D%,

donde u € WFP(U), |a| <k, pe(z) = e "p(z/e) y p € C(R™).




10.

11.

12.

13.

14.

Mostrar que el Teorema de extensién visto en clase para WP (U) provee un operador
de extensién para W2P(U) también, si OU € C2.

Sea ' : R — R de clase C' con F’ acotada. Sea U C R" abierto acotado y
u € WHP(U) con 1 < p < co. Pruebe que

Fu) e W(U) v  F(u)s, = F'(u)ug, (i=1,...,n).

Sea 1 <p<ooyU CR"™ abierto acotado.

(a) Pruebe que si u € WHP(U), entonces |u| € WHP(U).
(b) Pruebe que si u € WHP(U), entonces ut,u~ € WhP(U) y

Dut — Du ct.p. {u>0} ’ Du— — 0 ctp. {u<0} .
0 c.t.p. {u <0} Du  c.t.p. {u>0}

(c) Pruebe que si u € WP(U), entonces Du = 0 c.t.p. {u = 0}.

Pruebe la siguiente desigualdad de interpolacién:

/U|Du‘2d:c< C</U“2d$>l/2(/UD2u|2dx>1/2,

para toda u € H2(U) N H}(U) con C independiente de u.

Muestre que si U es conexo y u € W1P(U) verifica que Du = 0 c.t.p. U, entonces u
es constante c.t.p. U.

Pruebe la siguiente desigualdad de Poincaré:

[ = (WollLr @)y < CllDull ey,

para toda u € WP(U), 1 < p < oo, donde U C R"™ es abierto, acotado con frontera
de clase Ct, C = C(n,p,U) y

1
(u)y == ’U‘/Uudw

es el promedio de u sobre U.




