Capitulo 8

Espacios vectoriales con
producto interno

En este capitulo, se generalizaran las nociones geométricas de distancia y perpendicularidad,
conocidas en R? y en R3, a otros espacios vectoriales. Sélo se consideraran espacios vectoriales
sobre R o sobre C.

8.1 Producto interno

Algunas nociones geométricas en R? y en R? pueden definirse a partir del producto escalar.
La definicién que sigue es una generalizacion del producto escalar a otros espacios vectoriales.

8.1.1 Definiciéon y ejemplos

Definicién 8.1 Sea V un espacio vectorial sobre R (respectivamente C). Un producto interno
sobre V es una funcién ® : V x V — R (respectivamente C) que cumple:

i) Para cada a € R (respectivamente C), y v,w,z € V

o d(v+w,z)=P(v,2) + P(w, 2)
e D(a.w,2)=a.P(v,2)

ii) ®(v,w) = ®(w,v) Yo,weV.
(Notar que esta condicién implica que para cada v € V, ®(v,v) = ®(v,v), es decir que
®(v,v) € R.)

iii) ®(v,v) > 0siv #0.

Notacién. Si ® es un producto interno, escribiremos ®(v, w) = (v, w).



190 Espacios vectoriales con producto interno

Definicién 8.2 A un espacio vectorial real (respectivamente complejo) provisto de un pro-
ducto interno se lo llama un espacio euclideo (respectivamente espacio unitario).

Observacién 8.3 De las condiciones i) y ii) de la definicién de producto interno se deduce
que si ® : V x V — R (respectivamente C) es un producto interno, para cada a € R
(respectivamente C), y v,w, z € V vale:

Sv,w+z2) = Pv,w)+ P(v,2),
d(v,aw) = @.®(v,w).

Ejemplos. Se puede comprobar que las funciones ¢ definidas a continuacién son productos
internos sobre los espacios vectoriales correspondientes:

e Producto interno canénico en R™:

(1, s &n)y Y1y -3 Yn)) = ZT1y1 + - + TpYn-
e Producto interno canénico en C™:

S((z1, -y &n), (Y1, Yn)) = 1Yy + -+ + TnTp-

e Dada B € C™*", denotamos por B* € C"*™ a la matriz transpuesta conjugada de B,
es decir, a la matriz definida por (B*);; = Bj;. Se define ® : C"™*" x C"*" — C como

®(A, B) = tr(A.B").
e Sia<beRyCla,b={f:[a,b] = R/ f continua}, se define ® : C[a,b] x C[a,b] — R

como

b
B(f,g) = / f(@)g(z) dr.

Dado un espacio vectorial V' es posible definir distintos productos internos sobre V. En el
ejemplo siguiente veremos una familia de productos internos en R2.

Ejemplo. Sea ® : R? x R? — R definida por

O((w1,72), (Y1,y2)) = T1y1 — T1Y2 — Tay1 + . Tayo
Hallar todos los valores de o € R para los cuales ® es un producto interno.

Es inmediato verificar que, para cualquier @ € R se cumplen las condiciones i) y ii) de la
definicién de producto interno. Veamos para qué valores de « se cumple la condicién iii). Se
tiene que

®((z1,12), (x1,22)) = 27 — 2w120 + 3
= 2 —2xyw9 + 25+ (a — 1)
= (21— 22)° + (@~ 1)z}
De esta igualdad se deduce que ®(v,v) >0Vv #0 < a > 1.

En consecuencia, ® es un producto interno si y solo si a > 1.
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8.1.2 Norma de un vector

La nocién que sigue generaliza la de longitud de un vector en R? o R3.

Definicién 8.4 Sea (V,(,)) un espacio vectorial sobre R (respectivamente C) con producto
interno y sea v € V. Se define la norma de v asociada a (, ) (y se nota |[v||) como ||[v| = (v, v)z.

Proposicién 8.5 (Propiedades de la norma.) Sea (V,{,)) un espacio vectorial con producto
mnterno.

i) Para cadav €V, ||v|| >0, y ||v]]| =0 si y sélo si v=0.
i1) Sean o € R (respectivamente C) y v € V. Entonces ||a.v| = |af. ||v].
iii) Desigualdad de Cauchy-Schwartz. Siv,w € V, entonces
[{v, w)] < [Jv]. [|w]].
iv) Desigualdad triangular. Siv,w € V, entonces

lo+wlf < o]l + [lw]-

Demostracion. Las propiedades i) e ii) se deducen inmediatamente de la definicién de norma.

ii1) Siw = 0, no hay nada que hacer. Supongamos entonces que w # 0. Se tiene que

0 < <v_(v,w> (v, w) >

w2 " Tl
g\ ww)y )
= (o) - e )
o T ), ) o),
= 0 ) = 0 e e (0

— ”UHQ_ |<’U7w>‘2
[l

Esto implica que |{v,w)|? < ||v]|?||w]||?, de donde se obtiene la desigualdad buscada.

iv) En primer lugar, observamos que

lv + wi® (v 4w, v+w)

(v,0) + (v,w) + (v,w) + (w, w) (8.1)
[0]1* 4+ 2 Re(v, w) + [lw]|.
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Entonces, teniendo en cuenta que Re(v,w) < |(v,w)| y aplicando la desigualdad de
Cauchy-Schwartz, resulta que

lo+wl® < loll* +2 (v, w)] + ]

A

[oll + 2 {lvlw]| + [lw]?
(ol + llwl)?,

de donde se deduce que |[v 4+ w]|| < |[v|| + ||w]|- O

La desigualdad de Cauchy-Schwartz vista en ciertos espacios vectoriales con producto
interno nos permite obtener distintas propiedades:

Ejemplo. Sean f,g € Cla,b]. Entonces

< (/abfz(x) dxf (/abg%x) dx>

En general, se puede definir una norma en un espacio vectorial V' sobre R o C como una
funcién || || : V' — R que cumpla las condiciones i), ii) y iv) de la proposicién anterior. Una
norma cualquiera en este sentido puede no provenir de un producto interno (es decir, puede
no haber ningtin producto interno tal que la norma asociada sea || ||). Un ejemplo de esto es
la norma infinito en R", definida por ||(z1,...,2Zn)||cc = max{|z1|,..., |Tn|}-

1
2

/a ' fl)ole) d

Dada una norma, se puede decidir si proviene o no de un producto interno, ya que éste se
puede recuperar a partir de su norma asociada:

Proposicién 8.6 (Identidades de polarizacion.)

i) Sea (V,{(,)) un R-espacio vectorial con producto interno. Entonces para cada v,w € V
vale:

ii) Sea (V,{(,)) un C-espacio vectorial con producto interno. Entonces para cada v,w € V

vale: ) . ; ;
(v.0) = S wl? = o — w4+ o+ w2 = o — ]
Demostracion.
i) Si V es un R-espacio vectorial, entonces ||v +wl|? = ||[v]|? +2(v, w) + ||w|]® y |Jv —w]||*> =

0[] = 2(v, w) + ||w|*. Entonces

1 , 1 s 1 -1 B
Zlo+wll? = 2l = wll? = S(,0) = (5 ), 0) = (v,w).
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i1) En forma analoga a lo hecho en 4), usando la identidad (8.1), resulta que si V es un
C-espacio vectorial, entonces

1 1
Zlo+ 0l = o = wl? = Refo, w).

Por otro lado, ||v + iw|? = ||v||? + 2 Re(v, iw) + |liw]|®> = [|v]|* + 2Im(v, w) + |w|?* v,
similarmente, ||v — jwl||? = ||[v]|? — 2 Im(v, w) + ||w||?, lo que implica que

i g 1 Lo
—||v + iwl||* — =||v —iwl||* =i Im(v, w).
Fllo il = 2o — iwl? = iTmgv, w)
La identidad del enunciado se obtiene haciendo (v, w) = Re(v, w) + i Im(v, w). O
Una norma cualquiera estard asociada a un producto interno si y sélo si la funcién que

se obtiene mediante estas identidades resulta un producto interno. En lo que sigue, sélo se
consideraran normas asociadas a productos internos.

8.1.3 Distancia entre vectores

A partir de la definicién de norma de un vector, podemos definir la nocién de distancia entre
dos vectores.

Definicién 8.7 Sea V un R-(o C-) espacio vectorial con producto interno (,). Se define
d:V xV — R como d(v,w) = ||v—w|.

Utilizando las propiedades de la norma se puede verificar que la funcién d satisface las
siguientes propiedades:

i) d(v,w)>0Vov,weV.
ii) d(v,w) =0 <= v =w.
iil) d(v,w) = d(w,v) Yo,w € V.
iv) d(v,z) < d(v,w) +d(w,z) Vo,w,z € V.
Dados vectores v,w € V se dice que d(v,w) es la distancia entre v y w.
Dado un conjunto no vacio cualquiera X, puede definirse una distancia en X como
cualquier funcién d : X x X — R que cumpla las propiedades i), ii), iii) y iv) anteriores.

Hay distancias en espacios vectoriales que no provienen de ninguna norma. En lo que sigue,
solo trabajaremos con distancias asociadas a normas asociadas a productos internos.
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8.1.4 Angulo entre dos vectores

Sea (V, {(,)) un espacio euclideo. La desigualdad de Cauchy-Schwartz establece que para todo
par de vectores v,w € V se tiene que |{(v,w)| < ||v||.||w]]. Si v, w # 0, resulta entonces que

< ow)
ol lw]l

Esto nos permite introducir la siguiente nocién de angulo entre dos vectores:

Definicién 8.8 Sea (V, (,)) un espacio euclideo y sean v, w € V no nulos. Se define el dngulo

entre v y w como el Unico nimero real « € [0, 7] tal que cos(a) = m
vl|.|w
Observamos que si « es el angulo entre v y w, entonces
lo+wl® = (v+wv+w) =v]?+2(v,w) + [Jw]

[V + 2. cos(a). [[v]l.[[w]] + [|wl]?,

que es la férmula conocida como teorema del coseno.

8.1.5 Matriz de un producto interno

Si V es un espacio vectorial de dimensién finita con un producto interno (, ), fijada una base
de V, vamos a construir una matriz asociada al producto interno y a dicha base.

Definicién 8.9 Sea V un R-(respectivamente C-) espacio vectorial de dimensién finita, sea
(,) un producto interno sobre V' y sea B = {v1,...,v,} una base de V. Se define la matriz
del producto interno (,) en la base B como la matriz A € R"*" (respectivamente A € C"*™)
tal que

Aij = (vs,v5) V1<i,j<n.

Notacién. Escribiremos |{,)|p para denotar la matriz del producto interno (,) en la base B.

Observacién 8.10 Si A es la matriz de un producto interno, entonces A;; = A;; Vi, j.

Sin embargo, la condicién A;; = Aj; Vi,j no es suficiente para que A sea la matriz de un
. . 0 1 . .
producto interno. Por ejemplo, A = 11 ) no puede ser la matriz de un producto interno
en una base, ya que si v es el primer vector de la base, seria (v, v) = 0.

Ejemplo. Para el producto interno en R? definido por

((z1,72), (Y1, 42)) = T1y1 — T1Y2 — Tay1 + T2y (a>1)
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(ver pagina 190) y E la base canénica de R?, resulta

e=( 1 )

La matriz de un producto interno en una base B nos permite calcular el producto interno
entre cualquier par de vectores:

Proposicién 8.11 Sea V un R-(o C-) espacio vectorial de dimension finita y sea (,) un
producto interno sobre V. Sea B una base de V. Entonces, para cada v,w € V, se tiene que

(v,w) = (). 1(,)]B- ()55

Demostracion. Sea B = {v1,...,v,}. Supongamos que v = »_ o;v; y w = »_ (;v;. Entonces
i=1 i=1
n n n n n n o
(v,w) = < > aiv, Zﬁjvj> = Z%‘<Ui, Zﬁjvj> = Z%(Zﬂj(%ﬂlﬂ)-
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Por otro lado, teniendo en cuenta que (v)g = (a1,...,a,) y (wW)g = (b1, ..., Bn), resulta que
©)5:10) 5 )5 = Y (16)50)5) = ai( D (0i,0:)5)-
i=1 i=1 j=1
Luego (v,w) = (v)p-[(,)|5. ()5 U

8.2 Ortogonalidad

En esta seccién generalizaremos la nocién conocida de perpendicularidad en R? y algunas pro-
piedades que se basan en esta nocién, a espacios vectoriales con producto interno arbitrarios.

8.2.1 Conjuntos ortogonales y ortonormales

Definicién 8.12 Sea (V, (,)) un espacio vectorial con producto interno. Dos vectores v, w €
V se dicen ortogonales (o perpendiculares) si (v, w) = 0.

Observacién 8.13 (Teorema de Pitdgoras.) Si v,w € V son vectores ortogonales, entonces
lv+wl? = [[o]|* + [lw]>.

Definicién 8.14 Sea (V,(,)) un espacio vectorial con producto interno. Se dice que
{vi,...,v;} C V es un conjunto ortogonal si (vi,v;) = 0 Vi # j. El conjunto se dice
ortonormal si es ortogonal y ||v;|]| = 1 para cada 1 <i <.
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Ejemplos.

1. En R™ (o C™) con el producto interno candnico, la base candnica es un conjunto ortonor-
mal:

o (e;,e;) =0sii+#j.

b ||@z||2 <€Z7ez> =1paracadal <i<n.

2. En R? con el producto interno canénico, el conjunto {(1,1),(1,—1)} es un conjunto
ortogonal, pues ((1,1),(1,—1)) = 0.

Este conjunto no es ortonormal, ya que |[(1,1)] = vV2 # 1y |[(1,-1)|| = V2 # 1. A
partir de este conjunto podemos hallar uno que es ortonormal dividiendo cada uno de

los vectores por su norma: {(%7 %), (%, ;—%)}

Si (V,(,)) es un espacio vectorial con producto interno, la matriz de (,) en una base
ortogonal (u ortonormal) de V' es particularmente simple:

Observacién 8.15 Si (V,(,)) es un espacio vectorial de dimensién n con producto interno,
entonces B = {v1,...,v,} es una base de V ortogonal para (,) si y sélo si
(vi,v1) - 0
() = : :
0 .. <Un’ ’l)n>
En particular, B es una base ortonormal de V' si y sélo si |(, )|z = In.

Como consecuencia, si B = {vy,...,v,} es una base ortonormal de V se puede calcular
facilmente el producto interno entre dos vectores (y, en partlcular la norma de un vector) a

partir de sus coordenadas en la base B: si v = Z QU Yy w= Z B; v;, entonces:
i=1 =1

n

W= ab v = (3 )

i=1

Nl

Proposicién 8.16 Sea (V, (,)) un espacio vectorial con producto interno. Sea {vi,...,v,} un
conjunto ortogonal de V' con v; # 0 para cada 1 <i <r. Entonces {vy,...,v,} es linealmente
independiente.

,
Demostracion. Supongamos que » . o;v; = 0. Entonces para cada 1 < j < r,
i=1

”
0=1(0,v;) <Zalv“vj> :Zai@i,vj) = aj. ||v;|%,
i=1

y como v; # 0, resulta que a; = 0.



8.2 Ortogonalidad 197

En consecuencia, {v1,...,v,} es linealmente independiente. (I

Si se tiene una base ortogonal de un subespacio, las coordenadas en esta base de cualquier
vector del subespacio pueden encontrarse facilmente usando el producto interno:

Proposicién 8.17 Sea (V,(,)) un espacio vectorial con producto interno. Sea {vi,...,v.}
C V un conjunto ortogonal tal que v; # 0 para cada 1 < i < r y sea v €< v1,...,0, >.
Entonces
—~ (v,v;)
v = Z : ]2 . ’l)j.
2y

,
Demostracion. Siv = E ; v;, para cada 1 < j < r se tiene que
i=1

r r
(v,v5) = <Zawi,vj> =Y a@ilvi,vy) = aj (v, 05) = ag ||,
1=1

=1

v, v,
de donde se deduce, teniendo en cuenta que v; # 0, que o = <||J2> O
Uj
Corolario 8.18 Sea (V,{(,)) un espacio vectorial con producto interno y sea {v1,...,v,} un
conjunto ortonormal de V. Entonces, para cada v € < vy,...,v, >, Se tiene que

T
v = Z(v,m).vi.
i=1

Finalmente, combinando este resultado con la Observacién 8.15, se obtiene:

Corolario 8.19 Sea (V,{(,)) un espacio vectorial con producto interno y sea {v1,...,v,} un
conjunto ortonormal de V. Entonces:

T
i) Para v,w € < vy,...,0, >, (v,w) = Z(v,v».(w,v».
i=1

[N

T
it) Para cada v € < vy,...,0, >, ||v]| = (Z |<v,vi>|2)
i=1

En lo que sigue, intentaremos encontrar bases ortonormales en un espacio vectorial de
dimension finita con producto interno. Comenzaremos haciendo esto en un ejemplo.

Ejemplo. Se considera en R? el producto interno definido por

((z1,72), (Y1, 42)) = T1Y1 — T1Y2 — Tay1 + A T2y> (a>1)
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(ver pagina 190). Hallar una base de R? ortonormal para este producto interno.

Elegimos un vector en R?, por ejemplo, (1,0). Buscamos un vector ortogonal a éste para
el producto interno dado, es decir, un vector (y1,%2) € R? tal que

0=((1,0), (y1,92)) = y1 — ¥2,

por ejemplo, (y1,y2) = (1,1).
Entonces {(1,0), (1,1)} es una base ortogonal de R? y, por lo tanto, basta normalizar (es
decir, dividir por la norma) cada uno de los vectores de esta base. Se tiene que

(Lo = 1,
1L = (LD, =(1-1-1+a) =Va—1
Luego, B = {(1, 0), ( a171’ \/%)} es una base ortonormal de R? para el producto interno

dado.

La proposicién siguiente asegura que todo espacio vectorial de dimension finita con pro-
ducto interno tiene una base ortonormal. Mas ain, su demostracién da un procedimiento
recursivo, conocido como el método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt, que permite
obtener una base ortonormal del espacio a partir de una base cualquiera del mismo.

Proposicién 8.20 (Método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt) Sea (V,(,)) un

espacio vectorial con producto interno y sea {vy,...,v,} una base de V. Euxiste un base
ortonormal B = {wy,...,w,} de V tal que

< Vyee oy U > =< Wipy..., Wi > V1<k<n.
Demostracion. Se construird una base ortogonal {z1,...,2,} de V que cumpla:

< Zlyeees 2l > =< VU1,...,0 > V1<k<n.

Normalizando los vectores de esta base se obtendra la base ortonormal buscada.

Construiremos los vectores de la base recursivamente:

e Tomamos z; = vy, que satisface < z1 > = < vy >.

e Buscamos 2z € V con (29,21) = 0y tal que < 21,20 > = < wvy,vy >. Esta segunda
condicion vale si y sélo si zo es de la forma zo = a.v1 + b.vy con b # 0. Podemos suponer
entonces que b = 1, es decir, z3 = v3 4+ a.v; y buscar a de manera que se cumpla la
primera condicién:

0= <ZQ,21> = <7)2 +av1,v1> = <U2,’Ul> +CL.<U1,’[)1>,

lo que implica que
—(v2,v1)

a =
[[vr 12
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Luego, el vector

{v2,01) (v2, 21)

Z9 = Vg — H ”2 V1 = Vg —

satisface las condiciones requeridas.

e Supongamos construidos zi,..., 2, € V tales que
(i) (zi,z;) =0sii#j.
(i) <z1y..,2k>=<v1,...,0,> V1I<k<r.
Consideramos el vector
.
(vr41, 2i)
Zr4+1 = Upy41 — Z Wzl (82)
i=1 v
Se tiene que:
a) < 210052 %r41 2> = < 215005 20, Upgel 2> = < V1,000, Upy Upgl >,

b) para cada j <r

<Zr+17zj> =

r
UT+1;Z7,
Vr41 — Z Z>
(vee = E e
r

(vr41, 2i)
= (vrp1,25) — Y W (2, 25)
1

i=1

Vpt1, 25)
= (Urg1,25) — W (25,2j)
J

= 0.
Luego, 2,11 satisface las condiciones requeridas.

De esta manera, al concluir el n-ésimo paso se obtiene una base ortogonal {z1,...,2,} de V
que ademas satisface < z1,...,2r > =< v1,...,0; > paracada 1 < k < n.
Zi

[

B ={wy,...,w,} resulta una base ortonormal de V' que cumple lo pedido. O

Finalmente, para cada 1 < ¢ < n consideramos el vector w; =

Luego el conjunto

Corolario 8.21 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno, y
sea S un subespacio de V., S # {0}. Entonces existe una base ortonormal de V que contiene
una base ortonormal de S.

Demostracion. Sea {si,...,s,} una base de S. Existen v,41,...,v, € V tales que B =
{81,487, Upt1,...,0,} es una base de V. Aplicando el proceso de Gram-Schmidt a B se
obtiene una base ortonormal B’ = {wy, ..., wr, Wyri1,...,w,} de V que satisface

<Wiyeooy, Wy > =< 81,...,8 >=25.
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En consecuencia, {w1,...,w,} es una base ortonormal de S incluida en la base ortonormal
B de V. O

Mostramos ahora el método de Gram-Schmidt en un ejemplo:

Ejemplo. Dada la base B = {(1,0,14),(1,1,2 + i), (0,0,1)} de C?, ortonormalizarla usando
el método de Gram-Schmidt.

Notaremos v; = (1,0,%), vo = (1,1,24) y v3 = (0,0, 1).
e Comenzamos tomando z; como el primer vector de la base: z; = (1,0, 1).

e Construimos ahora z; aplicando la férmula (8.2) para r = 1:

((1,1,241),(1,0,1))
11, 0,8)[2

= (L1L,24i)—(1—14).(1,0,4) = (i,1,1).

<U2,Z1> .
Zo = Uy — 21 =(1,1,2414) —
(B

.(1,0,1)

e Finalmente, hallamos z3 aplicando nuevalmente la férmula (8.2) para r = 2:

(v z) o (vs, %)
S B [P R P
B ~{(0,0,1),(1,0,0)) o (0.0,1),G.1,1)
B ()] B R [CA T O
1 . 1 .
= (0,0.1) + 5. (1,0,1) = 5. (i, 1,1)
oi—11
- (53%)

El conjunto {21, 22, 23} es una base ortogonal de C3. Dividiendo cada vector por su norma,
obtenemos

z1 1 . )
w, = - (1,0,i) = 0,
= i A= (507%)
1

SRFap

Wy = = —F=. (7, 1, - s T =
22l V3 V3 V3
o —1 1 | —
w3 = = = \/6 (17 o 7) = ( 627 \/éa @)
BN 6" 36 376
tales que {wi,wq, w3} es una base ortonormal de C3 que cumple <v; > = <w; > y

< V1,02 > =< wWi,wy >.
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8.2.2 Complemento ortogonal

Definicién 8.22 Sea (V,(,)) un espacio vectorial con producto interno, y sea S C V un
conjunto. Se define el complemento ortogonal de S como

St={veV:(vns)=0 VseS}
Observacién 8.23 S+ es un subespacio de V:

i) 0 € S*, pues (0,s) = 0 para todo s € S.

ii) Sean v,w € S*. Para cada s € S, se tiene que (v,s) = 0y (w,s) = 0, con lo que
(v 4w, s) = (v,8) + (w,s) =0+ 0=0. Luego, v +w € S*.

iii) Siv e Sty A€ R (o C), entonces para cada s € S vale (\.v,s) = A\.(v,s) = X\.0 = 0.
Luego, A.v € S*.
Ejemplos.

1. En R? con el producto interno candnico:

{(LY = {(z,y) €R?/{(z,y),(1,1)) =0}
= {(z,9) eR* /2 +y =0}
= <(1,-1)>.

2. En C3 con el producto interno canénico:

< (i, 14+i) >t = {(z,y,2) € C*/{(x,y, 2), (o, i, a(1 +4)) = 0 Vo € C}
= {(z,y,2) €C*/a(z.1+y(—i)+2(1 —i)) =0Va e C}

{(z,y,2) €eC®Jx —iy+ (1 —i)z =0}

= <(i,1,0),(i —1,0,1) >.

En el caso en que S es un subespacio de V', se tiene el siguiente resultado, cuya demostracién
provee un método para hallar S+.

Proposicién 8.24 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno,
y sea S CV un subespacio. Entonces:

i) SN S+ =/{0}.
i) dim(S) + dim(S*) = dim V.

En consecuencia, S ® St =V.
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Demostracion.

i) Sea z € SNS*. Como z € S+, para cada s € S, se tiene que (z,s) = 0. En particular,
tomando s = x € S, resulta que ||z||*> = (z,z) = 0, de donde = = 0.

ii) Sea {s1,...,s,} una base de S. Existen v,11,...,v, € V tales que
{817 ct 787'7,07"'1‘17 ce 7UTL}

es una base de V. Aplicando el proceso de Gram-Schmidt a esta base se obtiene una

base ortonormal de V', B = {wy,...,w,, wy41,...,wy}, que ademds cumple
KWiyeoo Wy > =< 81,...,8 >=25.
Sea j > r. Veamos que w; € S+. Dado s € S, existen escalares oy, ...,q, tales que

-
s = Y a;w;. Entonces
i=1

I T
(wj,s) = <wj,Zoziwi> = Zaﬁ(wj,wi} =0,
i=1 i=1

ya que, como la base B es ortogonal y j > r, se tiene que (w;,w;) = 0 para cada
1 <¢ < r. En consecuencia, w; € S+,

Se tiene entonces que wyy1,...,w, € S, con lo que < wy41,...,w, > C S+ (pues S+
es un subespacio) y, por lo tanto,
dim(S*) > dim(< wyq1,...,w, >) =n —r = n — dim(S),
es decir, dim(S) + dim(S+) > n. Por otro lado, como S N S+ = {0},
dim(S) + dim(S+) = dim(S + S*) < dim(V) = n.

Entonces dim(S)+dim(S+) = dim(V). M4s atin, de la demostracién se deduce también
que St =< Wwepq,. .., wy, > O

Ejemplo. Sea S = < (1,0,i),(1,1,24+14) > C C?. En el ejemplo de la pagina 200, hallamos
una base ortonormal {w1,ws, w3} de C3 con la propiedad de que {w, w2} es una base de S.
Entonces, la demostracion del ftem ii) de la proposicién anterior nos dice que S+ = < w3 > =

(5 =54))

Proposicién 8.25 Sea (V, (,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno,
y sea S un subespacio de V. Entonces (S1)+ = S.

Demostracion. Por definicién, (S1)* ={v eV /{v,t) =0Vt e St}

Veamos que S C (S1)*: Sea s € S. Para cada t € S+ se tiene que (s,t) = (t,s) = 0, de
donde se deduce que s € (S+)*1.




8.2 Ortogonalidad 203

Por otro lado, por la proposicién anterior, dim((S+)*) = dim S, y por lo tanto, vale la
igualdad S = (S+)* . O

Ejemplo. Hallar el complemento ortogonal del subespacio

931+i$2—|—133—134:0}

S = {($17$27$3»$4) ect/ {(1 —i)ry+ 23 =0

para el producto interno candnico.

Observamos que la condicion xq+ixo+x3—x4 = 0 puede reescribirse, utilizando el producto
interno canénico de C*, en la forma {((z1, 22,73, 74),(1,—i,1,—1)) = 0. Andlogamente, la
ecuacién (1 —é)xe + x3 = 0 puede reescribirse como ((x1, z2, z3,24), (0,1 +4,1,0)) = 0.

Concluimos entonces que S = < (1, —4,1,—1),(0,1+14,1,0) >+ y, por lo tanto, aplicando

la proposicién anterior resulta que

SJ— = (< (17 _ia la _1)7 (Oa 1 +Z717O) >L)L =< (L _ia la _1)7 (Oa 1 +17170) >.

8.2.3 Proyeccién ortogonal

Dado un subespacio S de un espacio vectorial V' de dimensién finita con producto interno,
como S @ S+ =V, se puede considerar el proyector ps : V' — V cuya imagen es S y cuyo
nticleo es S+ (ver Seccién 3.4).

Definicién 8.26 Sea (V(,)) un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno y
sea S C V un subespacio. Se define la proyeccion ortogonal sobre S como la transformacién
lineal pg : V — V que satisface:

ps(s) = s VseS§
ps(t) = 0 Vte St
Observamos que si B = {v1,...,0r,0p41,...,0,} €8 una base ortonormal de V tal que
{v1,...,v,} es una base de S 'y {v,41,...,v,} una base de S+, la proyeccién ortogonal sobre

S es la uUnica transformacién lineal pg : V' — V que satisface:

ps(v;))=v; VI<i<r y ps(v;) =0 Vr+1<i<n.

n
En consecuencia, para cada v € V, recordando que v = Y (v, v;). v;, resulta que
i=1

T

ps(v) =ps (Y (o)) = D (.0 ps (o) = (o, v vs

=1 i=1 i=1

lo que nos da una expresién para ps(v) en términos de los vectores de la base ortonormal de

S.
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Ejemplo. Sea S el subespacio de C3 dado por S = < (1,0,7),(1,1,2+1i) >. Hallar la
proyeccién ortogonal pg : C3 — C3.

De acuerdo a lo calculado en el ejemplo de la pagina 200, el conjunto

B _{(L 0 L) (L 1 L)}
S \/§7 ) \/§ ) \/ga \/37 \/g
es una base ortonormal de S. Entonces, para cada z = (21,72, 23) € C3, vale

1 7 1 7 7 1 1 7 1 1
ps(z) = <$’<ﬁ’0’ﬁ)>'(ﬁ’o’ﬁ)+<””(ﬁ’ﬁ’ﬁ)>'(ﬁ’ﬁ’ﬁ)

B (l’l*i.’ﬂg 0 ’LZCl+£L'3)+(.’£1+’L£L'2+Z’JZ3 7Z'f£1+x2+563 72‘331 +IL’2+LL’3)

2 2 3 ’ 3 ’ 3
(5 n i i —i n 1 . 1 i . 1 . 5 )
= |(zmi+zs22—-x3, =1+ 22+ 23, -1+ -T2+ <23 ).
g U1t gl T ¥ W g2t gy, LT F g2 F LT
Notar que si {ws,...,w,} es una base ortogonal de S, de la férmula hallada més arriba

(v, w;)

[[wil[?

T
para pg se desprende que pg(v) = Z w; para cada v € V.

i=1

Observacion 8.27 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita con producto interno y
sea S un subespacio de V. Entonces pg + pgr = idy .

En efecto, si B = {v1,...,0p,0p41,...,Un} €s una base ortonormal de V tal que
{v1,...,v,.} esunabase de Sy {v,11,...,v,} es una base de S*, para cada v € V se tiene que
T n

ps(v) = 3 (v, v3).v; y pse(v) = > (v,v;).v;. Entonces ps(v) +pge(v) = > (v,v;). v; = v.
i=1 i=r+1 i=1

8.2.4 Distancia de un punto a un subespacio

A continuacién nos concentraremos en el estudio del siguiente problema: dado un subespacio
S de un espacio vectorial V' de dimensién finita con producto interno y un punto p € V,
encontrar, si es posible, el punto de S que se encuentra a menor distancia de p. Por ejemplo,
si S es una recta en R?, dicho punto es el tinico s € S tal que el segmento de s a p es
perpendicular a S. En lo que sigue, generalizamos esta idea a un espacio vectorial y un
subespacio arbitrarios.

Comenzamos introduciendo el concepto de distancia de un punto a un conjunto.

Definicién 8.28 Sea (V, (,)) un espacio vectorial con producto interno y sea S C V. Para
cada v € V se define la distancia de v a S como

d(v,S) =inf{d(v,s) : s € S} = inf{|lv —s|]| : s € S}.
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La proyeccién ortogonal nos permitira resolver el problema enunciado al comienzo y cal-
cular la distancia de un punto a un subespacio.

Proposicién 8.29 Sea (V, (,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno
y sea S C V un subespacio. Entonces para cada v € V, d(v,S) = ||v — ps(v)||. En otras
palabras, el punto de S a menor distancia de v es pg(v).

Demostracion. Sea B = {vi,...,0p,Up41,...,05} una base ortonormal de V tal que
{v1,...,v,} es una base de S.

Seav € V. Se tiene que v = > (v,v;).v; ¥y ps(v) =

=1 %

(v,v;).v;. Por otro lado, para cada
1

n T

T
s €S, vale s = > (s,v;).v;. Entonces

i=1
n T T n
v — 5= Z(v,vi>.vi - Z(s,m).vi = Z(v — 8,0:).v; + Z (v, v3). v;
i=1 i=1 i=1 i=r41

y, en consecuencia,

IIU*SII2ZZ|<U*8,U¢>I2+ Yo HowdlPz Y (o w)l?.

i=r+1 1=r+1

Ademas, la igualdad vale si y sélo si
DHw=sv)?=0 < [(v=50)=0V1<i<r <= (s,v;) = (v,v;) V1 <i <,
=1

es decir, para
i I

s = Z(s,vﬁ.vi = Z(v,v,).vi = ps(v).

=1 =1

Luego, el punto de S a menor distancia de v es pg(v) y d(v,S) = ||[v — ps(v)]]. O

Como consecuencia de la Observacién 8.27 y de la proposicién anterior se deduce:

Observacion 8.30 Sea V un espacio vectorial de dimensioén finita con producto interno y
sea S un subespacio de V. Entonces, para cada v € V, vale d(v, S) = ||pg+ (v)]|.

Ejemplo. Sea S = {x € R? / 221 + 225 — 23 = 0}. Hallar la distancia de (1,—1,2) a S y el
punto de S més cercano a (1,1,2).

Sabemos que d((1,—1,2),S) = ||pgs (1,—1,2)||. Calculamos entonces pg+ (1, —1,2).

En primer lugar, observemos que S = {z € R?: (z,(2,2,-1)) =0} = < (2,2, 1) >+ de
donde S+ = < (2,2, 1) >. Luego, {(2,2,—1)} es una base (ortogonal) de S*. Entonces

(1,-1,2), (2,2, ~1)) = s
Ga-niF - @20=5 @2-0=(F.53)

psL(l, -1, 2) =
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—4 —4 2 2
d((1,-1,2),8) = 1,-1,2 :H<7’7’*>H:*'
(1,-1,2),9) = Ips- (1, -1,2) = | (55 55 2) | = 2

El punto de S maés cercano a (1, —1,2) es ps(1,—1,2), que podemos calcular como
—4 —4 2 13 -5 16
1,7132 = 1>7132 - 1>7132 = 1771a2 7(737,7):(737,7>
ps(1,-1,2) = (1-1,2) = pss (1,-1,2) = (1,-1,2) - (5, 25, 2) = (2,25
8.3 Endomorfismos en espacios vectoriales con producto
interno

8.3.1 Adjunta de una transformacién lineal

En lo que sigue, le asociaremos a cada endomorfismo f de un espacio vectorial V' de dimensién
finita con producto interno, otra transformacién lineal f*:V — V.

Definicién 8.31 Sea (V,(,)) un espacio vectorial con producto interno y sea f : V — V
una transformacién lineal. Se llama adjunta de f, y se nota f*, a una transformacién lineal
f*:V =V tal que

(f(v),w) = (v, f*(w)) Yv,weV.

Ejemplo. Consideremos C? con el producto interno canénico. Sea f : C2 — C? la transfor-
macién lineal definida por f(z,y) = (z + iy, 2z — (1 +4)y). Se tiene que

(fl,y), (zw)) = ((z+iy,2z—(1+)y), (z,w))
= (z+iy)z+2x—(1+4i)y)w
= z(Z+2w)+y(iz - (1+i)w)

= z(z+4+2w)+y(—iz+ (—1+iw)
= ((@,9), (z + 2w, —iz + (-1 + i)w)).
Entonces, la funcién f* : C? — C? definida por f*(z,w) = (2 + 2w, —iz + (=1 + i)w)
satisface (f(z,v), (z,w)) = {(z,y), f*(z,w)) para todo par de vectores (z,y), (z,w) en C2.

Observar que, si F es la base candnica de C?, entonces

|fE:(; —1i—¢> Y |f*|E:(—1i —12—1—2')’

y, por lo tanto, | f*|g es la matriz transpuesta y conjugada de |f|g.

El siguiente resultado prueba la existencia y unicidad de la adjunta para endomorfismos
en espacios vectoriales de dimensién finita con producto interno.
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Proposicién 8.32 Sea (V, (,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno
y sea f:V — V una transformacion lineal. Entonces existe una unica transformacion lineal
[*:V =V que satisface (f(v),w) = (v, f*(w)) Vo,w € V.

Demostracion.

Unicidad. Supongamos que f*:V — V' y f* : V' — V son dos transformaciones lineales que
verifican la propiedad del enunciado.

Fijemos w € V. Para cada v € V, se tiene que

(f(),w) = (v, f*(w)) v (f(v),w) = (v, f*(w)).
Entonces (v, f*(w)) — (v, f*(w)) = 0 para todo v € V o, equivalentemente,

(v, f*(w) — f*(w)) =0 YveW

En particular, tomando v = f*(w) — f*(w) resulta que (f*(w) — ), f*(w) — f*(w)> =0,

lo que implica que f*(w) — f*(w) = 0. Luego, f*(w) = f*(w).

Como esto vale para cada w € V, concluimos que f* = f*

Existencia. Sea {vi,...,v,} una base ortonormal de V. Si existe f* : V — V con las
condiciones del enunciado, para cada w € V debe cumplirse

n n n

fH(w) = Z(f*(w),vi> Vi = Z (vi, f*(w)) v = Z (f(vi),w)v; = Z<w»f(vi)> Vi
i=1 i=1 i=1 i=1
Definimos entonces f*:V — V como f*(w) = > (w, f(v;)) v;.
i=1
Veamos que la funcién f* que definimos es una transformacién lineal que cumple la
propiedad del enunciado:

e f* es una transformacién lineal:

— Para w,w’ € V, se tiene que

frlotw) =

I

@
Il
-
-
Il
_

(w+w', flvi))vi = Z((w fi)) + (w', f(vi)) vi

I
(]
—~
g
Kﬁ
—~
=
s
+
WM:
LS
—~
S\
=
s
\-‘/
~
&
I
Kﬁ
*
—~
g
S~—
_l’_
K"
*
g\

K2

~Para A€ C (o R), we V, vale

n n

FOw) => w, fo)) v = > Aw, f(i) vi = A f*(w).

i=1 =1
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e Para todo par de vectores v,w € V, vale (f(v),w) = (v, f*(w)):
Sean v,w € V. Se tiene que v = > (v,v;) v; y entonces f(v) = > (v,v;) f(v;). Obser-
vamos que =t =

n

Fhw) = (Y e)fE) w) =D w,0) (), w).

i=1 i=1

Por otro lado,

W) = (e D Sw)v) = Do 3w /w)v;)
= Yt (X Tw Fw)wi ) = Dot o), Flw)
= Z<U7vi> <f(111),w>
Concluimos entonces que (f(v),w) = (v, f*(w)). O

A partir de la matriz de un endomorfismo f : V' — V en una base ortonormal de V', puede
obtenerse facilmente la matriz de su adjunta en la misma base:

Proposicién 8.33 Sea (V, (,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno
y sea f:V — V una transformacion lineal. Sea B una base ortonormal de V. FEntonces

|f*[8 = (If]B)"

Demostracion. Supongamos que B = {vy,...,v,} es la base ortonormal dada de V. Entonces,
para cada 1 <i,j < n,

(7 B)is = (7 (vg), i) = (vi, f*(v5)) = (f (i), v5) = (1) = ((IF]B)")is

de donde concluimos que |f*|p = (|f]|5)*. O

Este resultado puede utilizarse para hallar la adjunta de una transformacion lineal:

Ejemplo. Sea f: C? — C? la transformacién lineal definida por
flz,y,2) = (x4 iy —iz, 2+ i)z +iy + 2, (1 +i)y + 22).
Hallar f* para el producto interno canénico de C3.

Consideremos la base canénica E de C3, que es una base ortonormal para el producto
interno canénico. Se tiene que

1 i i
fle=| 2+i i 1
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Por la proposicién anterior,
fle=fle) = —i —i 1—i
i 1 2

Luego, f*(z,y,2) = (z+ (2 — 1)y, —iz — iy + (1 — i)z, iz + y + 22).

8.3.2 Transformaciones autoadjuntas y matrices hermitianas

En esta seccién estudiaremos una clase particular de transformaciones lineales en espacios con
producto interno: las transformaciones lineales f : V' — V cuya adjunta coincide con f.

Definicién 8.34 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno
y sea f:V — V una transformacién lineal. Se dice que f es autoadjunta si f* = f.

Esta definicién puede reescribirse en términos de la transformacién lineal y el producto
interno del espacio considerado:

Observacién 8.35 Una transformacion lineal f: V — V es autoadjunta si y sélo si
(f(@),y) = (z, fly)) VzyeV.

En lo que sigue veremos que la matriz de una transformacién lineal autoadjunta en una base
ortonormal tiene cierta estructura particular. Mas precisamente, las matrices involucradas
seran del siguiente tipo:

Definicién 8.36 Una matriz A € R™" se dice simétrica si A;; = Aj V1 < 4,5 < n
equivalentemente, si A = A'. Una matriz A € C"*" se dice hermitiana si A;; = Aj; V1
1,j < n o, equivalentemente, si A = A*.

IN L

Proposicién 8.37 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno
y sea f:V — V una transformacion lineal. Son equivalentes:

i) f es autoadjunta.
it) ¥ B base ortonormal de V', |f|p es hermitiana.

iii) 3 B base ortonormal de V tal que |f|p es hermitiana.

Demostracion. La equivalencia de los tres enunciados se deduce de la Proposicion 8.33 y la
definicién de transformacién lineal autoadjunta. O
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Diagonalizacion de transformaciones lineales autoadjuntas

A continuacién nos concentraremos en el estudio de la diagonalizacién de transformaciones
lineales autoadjuntas. Probaremos quesi f : V' — V es una transformacion lineal autoadjunta,
entonces [ es diagonalizable. Mds aun, veremos que existe una base ortonormal de V formada
por autovectores de f y que todos sus autovalores son reales.

Comenzamos con el estudio de los autovalores:

Proposicién 8.38 Sea (V, (,)) un espacio vectorial de dimensidon finita con producto interno.
Sea f 'V — V una transformacion lineal autoadjunta. Entonces, el polinomio caracteristico
de f tiene todas sus raices en R.

Demostracion. Consideraremos por separado los casos en que f esta definida en un C-espacio
vectorial o en un R-espacio vectorial.

e Si V es un C-espacio vectorial:
Sea A € C una raiz de Xy. Entonces, A es un autovalor de f. Sea v € V' un autovector
de f de autovalor A € C. Se tiene que
Acoll? =X (v,0) = (o,0) = (f(v),0) = (v, f(v)) = (v,20) = A [Jv]]*.
Como ||v]| # 0, resulta que A = A, es decir, A € R.

e Si V es un R-espacio vectorial:

Sea B una base ortonormal de V' y sea A = |f|p € R"*". Como f es autoadjunta, A
es una matriz simétrica.

Si A € C es raiz del polinomio caracteristico de f, entonces A € C es un autovalor de A
considerada como matriz en C"*". Entonces existe x € C™ autovector de A asociado al
autovalor A. Si consideramos C™ con el producto interno candnico, entonces

M z|]? = Oz, z) = (Az, 2) = (2, Az) = (x,\x) = \.||z|]%,

de donde A = X y, por lo tanto X € R. O

Esta proposicién nos dice, en particular:

Observacion 8.39 Sea A € C" " una matriz hermitiana. Entonces todas las raices del
polinomio caracteristico de A son reales.

Probamos ahora un resultado sobre diagonalizacién de transformaciones lineales autoad-
juntas:

Teorema 8.40 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimensidn finita con producto interno.
Sea f:V — V una transformacion lineal autoadjunta. Entonces existe una base ortonormal
B de V tal que |f|p es diagonal real.
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Demostracion. Por induccion en n = dim V:
Para n = 1, el resultado es inmediato.

Sea n = dimV > 1 y supongamos que la propiedad vale para transformaciones lineales
autoadjuntas definidas en espacios de dimensién n — 1.

Sea f:V — V una transformacion lineal autoadjunta.
Por la proposicién anterior, existe A € R autovalor de f. Sea v un autovector asociado al
autovalor A y sea w = ﬁ, que es un autovector de norma 1 asociado al mismo autovalor.

Sea S = < w >*. Se tiene que S es un subespacio de V con dim S = n — 1. Ademds, S
es f-invariante, puesto que para cada x € S se tiene que

(f(x),w) = <:v,f(w)> = <£U, )‘w> = >‘<xaw> =0,

de donde f(z) € <w >+ = S.

Consideremos S con el producto interno obtenido por la restriccién a S del producto
interno de V, y la transformacién lineal f|; : § — S, que resulta autoadjunta. Por hipdtesis
inductiva, existe una base ortonormal B’ de S tal que |fi,|p/ es diagonal real.

Sea B = {w} U B’. Entonces, B es una base ortonormal de V' y

A 0
flz = ( 0 [fiols )

es una matriz diagonal real. O

A partir de este teorema es posible deducir un resultado andlogo sobre diagonalizacién de
matrices hermitianas:

Observacion 8.41 Sea A € C™*"™ una matriz hermitiana. Entonces, si se considera C™ con el
producto interno canénico, la transformacién lineal f4 : C"* — C", definida por fa(z) = A.z,
es autoadjunta y, si E es la base candnica de C", |fa|g = A.

Por la proposicién anterior, existe una base ortonormal B de C" tal que |fa|z = D es
diagonal real. Entonces
C(B,E)"'. A.C(B,E) = D.

Ademds, como E y B son bases ortonormales de C", la matriz de cambio de base satisface:

(C(B,E)™")i; = C(E, B)ij = (ej,v:) = (vi,e;) = C(B, E) ;i = (C(B, E)*);;

para todo 1 < i,j < n. En consecuencia, C(B, E)~! = C(B, E)*.
Andlogamente, si A € R™*™ es una matriz simétrica, la transformacién lineal f4 : R" —
R"™ es autoadjunta para el producto interno canénico de R” y, por lo tanto, existe una base

ortonormal B de R™ tal que |fa|g = D € R"*" es diagonal. En este caso, la matriz de cambio
de base que da la igualdad C'(B, E)~'. A.C(B, E) = D cumple: C(B,E)~! = C(B, E)".

Esto nos lleva a la siguiente definicion:
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Definicién 8.42 Una matriz U € C™*" se dice unitaria si es inversible y U~! = U*. Una
matriz O € R"*" se dice ortogonal si es inversible y O~! = O,

Utilizando esta definicién, la Observacion 8.41 puede resumirse como sigue:

Corolario 8.43 Sea A € C"*"™ una matriz hermitiana. Entonces existe una matriz unitaria
C € C" ™ tal que C*. A.C es diagonal real.

Sea A € R™ ™ una matriz simétrica. Entonces existe una matriz ortogonal O € R™*"™ tal
que Ot. A. O es diagonal.

El hecho que la matriz de cambio de base de una base ortonormal B de C™ (respectivamente
R™) a la base candnica de C™ (respectivamente R™) es una matriz unitaria (respectivamente
ortogonal) vale también para dos bases ortonormales cualesquiera:

Observacién 8.44 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimensién finita con producto in-
terno y sean By B’ bases ortonormales de V. Entonces C(B, B’) es una matriz unitaria (u
ortogonal).

Supongamos que B = {vy,...,v,} vy B’ = {ws,...,w,}. Entonces, paracadal <i,j < n,
vale

(C(B,B")™1)ij = C(B',B)ij = (wj, vi) = (v, w;) = C(B,B)j; = (C(B,B')")3;,
de donde C(B, B")~! = C(B, B')*, es decir, C(B, B') es una matriz unitaria.

8.3.3 Transformaciones unitarias y ortogonales

En esta seccién estudiaremos los endormorfismos de un espacio vectorial (V, (,)) que preser-
van el producto interno y, en particular, las distancias entre vectores. El siguiente teorema
caracteriza dichos endomorfismos.

Teorema 8.45 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimension finita con producto interno y
sea f:V — V una transformacion lineal. Son equivalentes:

i) Existe una base ortonormal B de V tal que f(B) es una base ortonormal de V.
i) (f(v), f(w)) = (v,w) Vo,we V.
i11) Para toda base ortonormal B de V, f(B) es una base ortonormal de V.

i) ()] = [[o]l Yo e V.

) f*of=fof*=idy.

Definicién 8.46 Sea (V(,)) un espacio vectorial con producto interno. Una transformacién
lineal f: V — V que cumple las condiciones equivalentes del Teorema 8.45 se dice unitaria si
V' es un C-espacio vectorial, u ortogonal si V' es un R-espacio vectorial.
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Demostracion del Teorema 8.45. Probaremos que i) = i) = i) = 1), i) < v) y ii) < v).

i) = it) Sea B = {v1,...,v,} una base ortonormal de V tal que f(B) = {f(v1),..., f(vn)}

es también una base ortonormal de V. Entonces, si v,w € V con v = > av; ¥
i=1

n
>~ Biv;, como By f(B) son bases ortonormales de V| se tiene que

w =
i=1

(v,wy = <Zaivi,Zijj> = ZaiE
i=1 j=1 i=1

(PO f@) = (D af@). Y Bif @) = > aif

de donde (v,w) = (f(v), f(w)).

i1) = i) Sea B = {vy,...,v,} una base ortonormal de V. Consideramos el conjunto f(B) =

{f(v1),..., f(vy)}. Se tiene que

(f(vi), f(vi)) = (v,v)=1 V1<i<n
(f(vi), f(vj)) = (vi,v;) =0 V1<i,j<mn,i#j

Luego, f(B) es una base ortonormal de V.
ii1) = 1) No hay nada que probar.

ii) = iv) Para cada v € V, se tiene que |[f(v)|| = (f(v), f(v))2 = (v,0)2 = |jv||, donde la
segunda igualdad es consecuencia de la hip6tesis ).

iv) = ii) Sean v,w € V. Aplicando la primera de las identidades de polarizacién (ver
Proposicién 8.6) resulta, si V' es un espacio vectorial real,

(@), = FI70) + F@)l? = 1)~ Fw)?
1 1
= I+ vl - 1w
1 1
= ot ul?— Flo—wl?
= (v,w).

En el caso en que V es un espacio vectorial complejo, la igualdad se prueba analogamente
utilizando la segunda de las identidades de polarizacion.

i1) = v) Sea v € V. Para cada w € V, se tiene que

(f7o f(v), w) = (F*(f(v), w) = (f(v), f(w)) = (v, w),
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lo que implica que (f* o f(v) — v, w) = 0. Tomando w = f* o f(v) — v, resulta que
(f* o f(v) —wv, f*o f(v) —v) =0, de donde concluimos que f* o f(v) =wv.

En consecuencia, f*o f = idy. Como V es de dimensioén finita, esto implica que también
vale fo f* =idy.

v) = i) Para v,w € V, se tiene que (f(v), f(w)) = (v, f*(f(w))) = (v, f* o f(w))
(v, idy (w)) = (v, w).

ol

La proposicién siguiente nos da la relacién entre transformaciones lineales unitarias (or-
togonales) y matrices unitarias (ortogonales).

Proposicién 8.47 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimensidn finita con producto interno
y sea B una base ortonormal de V. Sea f:V — V wuna trasformacion lineal. Entonces

f es unitaria (ortogonal) <= |f|p es unitaria (ortogonal).

Demostracion. Haremos la demostracién para transformaciones lineales y matrices unitarias
(el otro caso es totalmente andlogo). Sea n = dim V.

(=) Si f es unitaria, entonces f*o f = fo f* =idy. Para una base ortonormal B de V se

tiene que

In=1f"o flp =15 |flz = (fI8)"-|f]5-
En consecuencia, |f|g es inversible y (|f|z)™' = (|f|B)*, con lo que es una matriz
unitaria.

(<) Si|f|p es unitaria, |f|§1 = (|f|p)*, de donde resulta que |f*o flg = |fo f*|p = I ¥,
por lo tanto, f*o f = fo f* =idy. O

8.3.4 Clasificacion de transformaciones ortogonales

Para terminar, estudiaremos mas en detalle las transformaciones ortogonales en un espacio
euclideo V. Veremos que dada f : V — V ortogonal, existe una base ortonormal de V en
la que la matriz de f tiene cierta estructura particular. Esto nos permitird clasificar las
transformaciones ortogonales.

A lo largo de esta seccién, V' denotard un espacio euclideo, es decir, un espacio vectorial
real de dimension finita con producto interno.

En primer lugar, probamos dos resultados acerca de los autovalores de una transformacién
ortogonal y de sus subespacios invariantes.

Lema 8.48 Sea f :V — V una transformacion lineal ortogonal y sea A € R un autovalor de
f- Entonces A = £1.
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Demostracion. Si A € R es autovalor de f, existe v € V, v # 0, tal que f(v) = A.v. Como f
es ortogonal vale || f(v)|| = ||v|. Entonces

[vll = ()]l = [[Av]l = [ALflv]],
de donde resulta que |A| = 1 puesto que v # 0. Luego, A = £1. O

Lema 8.49 Sea f : V — V wuna transformacion lineal ortogonal. Sea S C V un subespacio
f-invariante. Entonces St es f-invariante.

Demostracion. Sea x € S+. Veamos que f(z) € S*: Sea s € S. Se tiene que fls 18— Ses
una transformacion lineal ortogonal, lo que implica que es un isomorfismo. Entonces existe
s € S tal que s = f(3) y, en consecuencia,

(f(x),s) = (f(2), f(5)) = (2,5) = 0.

En conclusién, (f(x),s) = 0 para todo s € S. Luego, f(z) € S*. O

Clasificacién de transformaciones ortogonales en un espacio de dimension 2

En lo que sigue, daremos una caracterizaciéon para las trasformaciones lineales ortogonales
definidas en espacios vectoriales de dimensién 2. En particular, clasificaremos las transforma-
ciones ortogonales en R2.

Sea V un espacio euclideo con dimV = 2 y sea f : V — V una transformacién lineal
ortogonal.

Sea B = {v1,v2} una base ortonormal de V. Entonces {f(v1), f(v2)} es una base ortonor-
mal de V' y, si

flo1) =avi +Pva vy f(va) = a'vi + Bvg,
resulta que {(«, 3), (o/, 3')} es una base ortonormal de R?, es decir,

l@.B) = @, 8) =1 y aa’+38 =0.

De estas condiciones se desprende que a?+ 32 = 1y que (o/, ') = (=3,a) o (¢/, 3') = (3, —a).
En consecuencia, la matriz de f en la base B es de alguna de las dos formas siguientes:

wie=(4 7)o @ue-(5 L)

(1) En este caso se tiene que Xy = (X —a)? 4+ 32 = X? —2aX + 1.
Si a = £1, entonces f = +idy. Sino, Xy no tiene raices reales.

Por otro lado, como ||(e, 8)]| = 1, existe 6 € [0, 27) tal que o = cosf, § = senf. Luego

1] < cosf) —senf >
B = .

senf cosf

Eventualmente cambiando la base {v1,v2} por {vi, —va} se puede tomar 6 € [0, 7].
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(2) Como |f|p es simétrica, existe una base ortonormal B’ de V' tal que |f|p: es diagonal.
Puesto que Xf = (X —a)(X +a) — 32 = X? — 1= (X —1)(X + 1) se puede tomar B’

tal que
1 0
o= )

Observamos que si B’ = {wy, ws} entonces f(w1) =wy y f(we) = —ws.

En el caso en que V = R?, clasificaremos las transformaciones lineales ortogonales en los
siguientes tipos:

Definicién 8.50 i) Sea f:R? — R? una transformacién lineal ortogonal. Se dice que f
es una rotacion si det(f) = 1.

ii) Sea f: R? — R? una transformacién ortogonal. Sea H C R? un subespacio de dimensién
1. Se dice que f es una simetria respecto de H si f|,, =idp y f| , = —idg+.

De nuestro anédlisis anterior se deduce que:

Observacién 8.51 Sea f : R? — R? una transformacién lineal ortogonal. Entonces f es una
rotacién o f es una simetria.

Vimos que si f es una transformacién ortogonal, existe una base ortonormal B = {vy,va}

de R? tal que
cosf) —senf 1 0
fle = ( senf cosf ) © fle = ( 0 -1 )

En el primer caso, det(|f|5) = 1, con lo cual, f es una rotacién.

En el segundo caso, f(v1) = v1 y f(v2) = —vo. Ademds, < vy >+ = < vy >. Luego, f es
una simetria respecto del subespacio < vy >.

Ejemplos.
1. Hallar la simetria f : R? — R? respecto de la recta L de ecuacién x + y = 0.

Tenemos que L = < (1,—1) > y L+ = < (1,1) >. Definimos f : R? — R? en la base
{(1,-1),(1,1)} como sigue:

fa,-1) = (1,-1)
f(la 1) = (71a71)'
Entonces f|, =idy f|,, = —idp+,lo que dice que [ es la simetria respecto de la recta

L.
Se tiene que f(x,y) = (—y, —x) para cada (z,y) € R%
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2. Hallar una rotacién f : R? — R? tal que f(2,1) = (1,2).

En primer lugar, observemos que [|£(2,1)|| = [|(1,2)|| = v/5 = ||(2,1)]| (recordar que
una transformacién ortogonal debe cumplir ||f(v)|| = ||v|| para cada vector v).
Vemos a definir f en una base ortonormal de R%. Para esto, consideramos el vector

(2,1) _( 2 1

eor = (s %) y construimos una, base ortonormal de R? que lo contiene:

)

) = (%, %) Escribimos este vector

2={(Z5 )

La condicién f(2,1) = (1,2) equivale a f(%,

E)

Sl

como combinacion lineal de la base B:

N———

(1 2)_4(2 1 +3(—1 2)
VB VB B \BTVE) 5\/5T 5/
Esto implica que la primera columna de la matriz |f|p de una transformacién lineal f
que verifique las condiciones del enunciado es (%, %)t Teniendo en cuenta la estructura
de la matriz de una rotacién en una base ortonormal, concluimos que debe ser
-3
|flp =

Gl ol

En consecuencia, debe ser

-1 2\ -3/2 1 4-1 2N -2 1
by Rl v R Gy by R vy )
Consideramos entonces la transformacién lineal f : R? — R? definida como:
2 1 B 1 2
(5% - (5%
-1 2 B -2 1
(ww) = (5w
Observamos que f es una transformacion ortogonal, puesto que la imagen por f de
una base ortonormal es una base ortonormal. Ademads, f es una rotacién, porque

det(|f|g) = 1. La condicién f(2,1) = (1,2) se deduce de la definicién en el primer
vector de la base.

Clasificaciéon de transformaciones ortogonales en un espacio de dimensién 3

En lo que sigue, daremos una caracterizacién de las transformaciones ortogonales definidas
en un espacio euclideo V' de dimension 3.

En el caso en que V = R3, para hacer esta clasificacién nos interesaran particularmente
las transformaciones lineales ortogonales que introducimos en la definicién siguiente.
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Definicién 8.52 i) Sea f:R® — R? una transformacién lineal ortogonal. Se dice que f
es una rotacion si det(f) = 1.

ii) Sea f : R? — R3 una transformacién ortogonal. Sea H C R? un subespacio de dimensién
2. Se dice que [ es una simetria respecto de H si f, =idy y f|,, = —idg-.

Sea V un espacio euclideo con dimV = 3 y sea f : V — V una transformacién lineal
ortogonal.

Se tiene que Xy € R[X] y grX; = 3. Entonces, Xy tiene una raiz en R, es decir, f tiene
un autovalor real A. Por el Lema 848 A =10 A= —1.

e Si A =1 es autovalor de f:

Sea v; un autovector de f asociado al autovalor 1 con |jv1|| =1 (si |Jv1]| # 1, lo dividimos
por su norma). Entonces S = < v; > es un subespacio invariante por f. Por el Lema
8.49, St es f-invariante.

Consideremos S+ con el producto interno inducido por el producto interno de V. En-
tonces f‘s . St — St es una transformacién ortogonal en un espacio euclideo con

dim S+ = 2. En consecuencia, existe una base ortonormal By = {vs,v3} de S+ tal que
vale alguna de las dos igualdades siguientes:

cosf) —senb

(1) |f\sL‘Bl - ( senf cosf

@ le = (5 ).

Sea B = {v1,v2,v3}. Entonces B es una base ortonormal de V' y vale alguna de las dos
igualdades siguientes:

) , con 6 € [0, 7],

1 0 0
(1) |fle=1| 0 cos§ —send |, conf € [0,m],
0 senf cosf
1 0 0
2) fle=1 0 1 0
0 0 -1

En particular, vemos que si V = R3:

— Si la matriz |f|p es como en (1), entonces f es una rotacién. En este caso, al
subespacio < v > se lo llama el eje de la rotacién.

— Si la matriz | f| 5 es como en (2), entonces f es una simetria respecto del subespacio
H=<wv,v9 >.

e Si A = 1 no es autovalor de f, entonces A = —1 lo es. Sea v; un autovector de f de
autovalor —1 con |jv1]] = 1, y sea S = < v; >. De manera anéloga a lo hecho en el
caso anterior, se considera S1, que es un subespacio f-invariante de dimensién 2, y la
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restriccién f|s LS + — S+ resulta una transformacioén lineal ortogonal. Como 1 no es
autovalor de f, existe una base ortonormal By = {vq,v3} de St tal que

cos) —senf
fsi|Bl<sen9 N >, con 6 € (0,7].

Entonces B = {v1,v2,v3} es una base ortonormal de V tal que

—1 0 0
|flB = 0 cosf® —senf |, conf e (0,7].
0 senf cosé

Vemos que en el caso en que V = R?, f es una rotacién compuesta con una simetria,

puesto que:
-1 0 0 1 0 0
Ifle = 0 1 0 ].1 0 cosf —senf
0 0 1 0 senf cosf
simetria rotacién

Resumimos los resultados obtenidos sobre transformaciones lineales ortogonales en R3:

Observacién 8.53 Sea f : R? — R3 una transformacién lineal ortogonal. Entonces f es una
rotacién o una simetria o una composicion de una simetria y una rotacién.

Ejemplo. Definir una rotacién f : R? — R? tal que f(1,1,0) = (0,1,1) y tal que el eje de la
rotacién sea ortogonal a (1,1,0) y (0,1,1).

Sea H = < (1,1,0),(0,1,1) > el subespacio de R? de dimensién 2 que contiene a (1, 1,0)
ya(0,1,1).

Consideremos Ht = {(z1,72,23) € R® : 21 + 29 = 0,29 + 23 = 0} = < (1,-1,1) >.
Queremos definir f de manera que H* sea el eje de la rotacion, es decir, que fln =idme.

En primer lugar, construimos una base ortonormal de R que contenga una base de H+
y una base de H:

1 -1 1 1 1 -1 1 2
{Gea@a) Gew !
base de H+ base de H

Definimos f en los primeros vectores de la base como sigue:

—
S
=
~
/N
5|

‘I
el —
—
w

N—
|
/N
Sl-
w

‘I
wll —
=
w
N—
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De esta manera, tendremos que la matriz de f en la base B es de la forma

1 0 *
1
=% 3 *
V3
0 -
2 >k

Para que la matriz tenga la estructura del {tem (1) de la pdgina 218, definimos

-1 L):ﬁ(iio) 1(;1;1)

e e -2 e e e )

En conclusién, f : R3 — R3 es la transformacién lineal definida por (a), (b) y (c). La condicién

(b) implica que f(1,1,0) = (0,1,1). Ademds, para la base ortonormal B considerada, se tiene
que

© J(

1 0 0
0 1 —V3
|f|B = 5 2 )
0o V31
2 2

de donde se desprende que f es una rotacién.

Clasificacién general de transformaciones lineales ortogonales

A continuacion generalizamos lo hecho en espacios de dimensién 2 y 3 al caso general de
una transformacién lineal ortogonal definida en un espacio euclideo V' de dimensién finita
arbitraria.

Teorema 8.54 Sea (V,{,)) un espacio euclideo de dimension finita. Sea f : V — V una
transformacion lineal ortogonal. Entonces existe una base ortonormal B de V tal que

I,
—1I,
cosfl; —senf;
Ifls = senfy; cosb; (8.3)

cosf, —send,
senf, cos0,

con ni,ne € Ng y 0; € (0,7) para cada 1 < i < r (donde todos los coeficientes de la matriz
cuyos valores no estdn indicados son cero).

Demostracion. Por inducciéon en n = dim V.
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Ya vimos que el resultado vale para dim V' = 2.

Sea n > 2 y supongamos que el resultado vale para transformaciones ortogonales definidas
en espacios de dimensiéon menor que n. Sea V un espacio euclideo tal que dimV = n y sea
f 'V — V una transformacién lineal ortogonal. Por el Lema 8.48, sabemos que los posibles
autovalores de f son 1y —1.

e Si A =1 es autovalor de f:

Sea v una autovector de f de autovalor 1 tal que ||v1|| =1 (si ||v1]| # 1, lo dividimos
por su norma). Entonces S = < v; > es un subespacio de V invariante por f, de donde
S+ también es invariante por f.

Consideremos f; = : S+ — S+, que es una transformacién lineal ortogonal definida
ISL ’

en un espacio euclideo de dimensién n—1 (considerando en S+ la restriccién del producto
interno de V). Por hipétesis inductiva, existe una base ortonormal B; de S+ tal que
|f1lB, es de la forma (8.3).

Tomando B = {v;} U By, se obtiene una base ortonormal de V tal que
1 O1x(n—1
|f‘B = X ) )
On-1)x1  |f1lBy

e Si A =1 no es autovalor de f, pero A = —1 si lo es:

que es de la forma (8.3).

Tomando un autovector v; de autovalor —1 con ||v1|| = 1 y procediendo como en el caso
anterior, resulta que existe una base ortonormal B de V tal que la matriz |f|p es de la
forma (8.3) con ny = 0 (es decir, sin unos en la diagonal).

e Si f no tiene autovalores reales:

En este caso, el polinomio minimal de f tiene la forma my = P,.P, ... P, donde para
cada 1 <i <r, P; € R[X] es un polinomio irreducible de grado 2. Se tiene que

0=m¢(f) = Pi(f)oPa(f)o...0P.(f).

Entonces, si definimos Q = P»... P, € R[X], vale Q(f) = Pa(f) o...o P.(f) vy, por lo
tanto,

(Pi(f)oQ(f)(v)=0 VveVW.

Como Q | my y Q # my, existe w € V tal que Q(f)(w) # 0. Sea v = Q(f)(w) ¥y
sea S = <, f(v) >. Observamos que S es f-invariante, puesto que Pi(f)(v) =0y

gr(P;) = 2. Ademas, v no es autovector de f puesto que f no tiene autovalores, con lo
que dim(S) = 2.

Consideremos la restriccion f1 = fi; : S — S, que es una transformacién lineal ortogonal
sin autovalores reales definida sobre un espacio euclideo de dimensién 2. Entonces existe
una base ortonormal Bg de S tal que

[ cost —sent;
|f1|Bs = ( sen cos b ) con 91 S (0,7‘().
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Dado que S es f-invariante y f es ortogonal, entonces S+ es f-invariante. Sea fo =
f‘s L S+ — St la restriccién, que es una transformacién ortogonal definida sobre un

espacio euclideo con dim S+ = n—2. Por hipétesis inductiva, existe una base ortonormal
Bgi de St tal que la matriz | f2|B,, tiene la forma (8.3). Ademds, como f no tiene
autovalores reales, fo tampoco los tiene, y por lo tanto en esta matriz no aparecen 1 ni
—1 en la diagonal. Luego

cosfly  —senfy
senfly  cos by

‘f2 |BSL =
cosf, —sen0,
senf, cos,

con 0; € (0,7) para todo 2 < i <.

En consecuencia, tomando B = Bg U Bg.1 se obtiene una base ortonormal de V' tal que

_ ‘f1|Bs 0 _
f'B‘< 0 |fals.. )‘

con 0; € (0,7) para cada 1 < i <. O

cosf; —senb;
senf; cosf;

cosf, —senf,
senf, cos,

8.4 Ejercicios

Ejercicio 1. Sea V un espacio vectorial y sea (,) un producto interno sobre V. Probar:

i) (z,y+2)=(2,y) + (z,2)

i) (z, cy) =c.(z,y)

iii) (z,y) =(z,2) Ve eV = y==z

Ejercicio 2. Sea (V, (, )) un espacio vectorial con producto interno. Probar que |(z,y)| =
lz]|-ly]| siy sblo si {z,y} es un conjunto linealmente dependiente.

Ejercicio 3. Sea V un espacio vectorial. Demostrar que la suma de dos productos internos
sobre V' es un producto interno sobre V.

Ejercicio 4. Sea V un espacio vectorial con producto interno y sea d la distancia asociada.
Demostrar que:

i) d(z,y) >0
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i) d(z,y) =0 < z=y
i) d(z,y) = d(y, )
iv) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)

IN

Ejercicio 5. Determinar si las siguientes funciones son o no productos internos. En caso
afirmativo encontrar su matriz en la base canénica del espacio correspondiente.

i) ®:R2xR? =R, ®(z,y) =2.21.41 + 3.22.91 — Ta.y2 + 3.71.92

K3 x K3 — K, ®(x,y) = 3.21.9; + 22.9; + 22275 + 1.7y + 23.73, con K =Ry
=C

viii

)
ii) ®:R?2xR? - R, ®(x,y) = 21.y1 + To.y1 + 2.20.y2 — 3.71.12
iii) ®: K2 x K2 - K, ®(z,y) =2.21.y1 +T2.y2 — T1.y2 — 22.y1, con K =Ry K =C
iv) ®:C? x C2 - C, ®(z,y) = 2.21.7; + T2.Yy — T1.y — T2
v) ®:C2xC? - C, ®(x,y) =2.21.7, + (1 +14).21.75 + (1 +0).22.7; + 3.22.75
vi) ®:C? x C? - C, ®(x,y) =219, — i.21.Yy + 1.02.71 + 2.72.7,
vil) @ : K3 x K3 — K, ®(x,y) =2.21.7; + 2373 — ¥1.U3 — 23.5;, con K =Ry K =C
) @
K

Ejercicio 6. Sea A € R?*2, Sea ® : R? x R? — R definida por ®(x,y) = y.A.2*. Probar
que ® es un producto interno sobre R? si y sélo si A = A?, Aj; > 0y det(A) > 0.

Ejercicio 7. Determinar para qué valores de a y b en R es
O(z,y) = a.x1.y1 + bxr.ys + b.xo.yr + bxo.ys + (1 + b).x3.93

un producto interno en R3.

Ejercicio 8. Probar que las siguientes funciones definen productos internos sobre los espacios
vectoriales considerados:

i) () K" x K" - K, (A,B) =tr(A.B*), con K=Ry K =C

i) (,):C[0,1] x C[0,1] = R, (f,g) = [, f(x).9(x)dz

iii) (V: K"x K" - K, (z,9) =7.Q*.Q.2", coon K=Ry K=C
donde Q € K™*™ es una matriz inversible.

iv) () VXV oK, (z,y), =(T(x),T(y)), coon K =Ry K=C

donde V' y W son espacios vectoriales sobre K, (, ) es un producto interno sobre W'y
T:V — W es un monomorfismo.
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Ejercicio 9. Restringir el producto interno del item ii) del ejercicio anterior a R,[X] y
calcular su matriz en la base B ={1,X,..., X"}.
Ejercicio 10.

i) Sea @ : R? x R? — R definida por ®(z,y) = x1.41 — 2.71.y2 — 2.22.91 + 6.72.¥2.

a) Probar que ® es un producto interno.
b) Encontrar una base de R? que sea ortonormal para ®.
ii) Encontrar una base de C? que sea ortonormal para el producto interno definido en el

Ejercicio 5. vi).

Ejercicio 11. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y sea B = {v1,...,v,} una base de

V.

i) Probar que existe un dinico producto interno en V para el cual B resulta ortonormal.
ii) Hallarlo en los casos

a) V= RQ y B = {(17 1)7 (2a _1)}

b) V=C? y B = {(171)7 (_177’)}

c) V=R3y B={(1,-1,1),(1,1,0),(0,1,1)}

d) V=CyB=1{(,i,1),(0,0,1),(0,1,4)}

Ejercicio 12. Hallar el complemento ortogonal de los siguientes subespacios de V:
i) V=R3 S ={(z1,72,73) € R®/2.71 — x5 = 0} para el producto interno canénico.
i) V=R3 Sy=<(1,21) >
a) Para el producto interno canénico.
b) Para el producto interno definido por (z,y) = x1.y1 +2.22.y2 +T3.Yy3 — T1.Yy2 — T2.Y1.
i) V=0C3, S3=<(i,1,1),(—1,0,i) >

para el producto interno (, ), definido en el Ejercicio 8. iv) con T : C3 — C3

1 —141¢ 0
Tx)=1{1 i 0 ].2t 'y (,) el producto interno canénico sobre C3.
1 e+1 4

iv) V=C*% Sy= {(m1,x27x3,x4) eCty {xl + 2wy —aws+ (14i)ws =0 }

x2—|—(2—i).x3+334:()
para el producto interno (z,y) = 1.7, + 2.22.95 + 3.3 + 3.24.7,.
v) V=R* S5=<(1,1,0,—-1),(-1,1,1,0),(2,-1,1,1) >

para el producto interno candnico.
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Ejercicio 13.

i) Hallar bases ortonormales para los subespacios del ejercicio anterior para cada uno de
los productos internos considerados.

ii) Definir explicitamente las proyecciones ortogonales sobre cada uno de dichos subespa-
cios.

iii) Hallar el punto de S5 més cercano a (0,1,1,0).

Ejercicio 14. Sean S;, So y S3 los subespacios de R* definidos por

1 — 29 =0 S3: {221+ 22+ 2.23=0

[L’1+£L'2—2..’E3:0
s {
.’L‘g—.’l?4=0

s '{$1+‘T2—£E3+£E4:0
2.x1+2.x4=0

Encontrar una base ortonormal {v1,v2,v3,v4} de R* tal que v; € S; (i = 1,2,3). ;Por qué
este problema tiene solucién?

Ejercicio 15. Se define (,) : R, [X] x R,,[X] — R como

=~ ,(k k
0 =3 1(5)9(3)
k=0
i) Probar que (,) es un producto interno.

ii) Para n = 2, calcular < X >+

Ejercicio 16.

i) Se considera C™"*™ con el producto interno (A, B) = tr(A.B*). Hallar el complemento
ortogonal del subespacio de las matrices diagonales.

ii) Se considera R3[X] con el producto interno (f, g) f f(x).g(x)dz. Aplicar el pro-

ceso de Gram-Schmidt a la base {1, X, X2, X3}. Hallar el complemento ortogonal del
subespacio S = < 1 >.

iii) Se considera C[—1,1] con el producto interno (f, g) f f(x).g(z) dx. Hallar el poli-
nomio de grado menor o igual que 3 mas préximo a la fun(;lon f ( ) = sen(mx).

Sugerencia: Observar que basta considerar el subespacio S = < 1,z, 2% 2% sen(mrx) >.
iv) Se considera C[0,] con el producto interno (f,g) = [, f ) dz.

a) Aplicar el proceso de Gram-Schmidt a la base B = {1, cosz, senz}.

b) Sea S el subespacio de C[0, 7] generado por B. Hallar el elemento de S més
préximo a la funcién f(z) = «.
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Ejercicio 17. Sea V un espacio vectorial con producto interno (, ). Sea W C V un subespacio
de dimensién finita de V. Probar que si @ ¢ W, entonces existe y € V tal que y € Wt y

(z,y) #0.

Ejercicio 18. Cdlculo de volimenes. Consideremos R™ con el producto interno canénico {, ).

El drea del paralelogramo P(v1,v3) que definen dos vectores vy y vs linealmente indepen-
dientes en R™ se puede calcular con la férmula “base por altura”, o sea, |[|vi]|. [[p<y, >+ (v2)]|-

El volumen del paralelepipedo P(v1,v2,v3) que definen tres vectores vy, v, v3 linealmente
independientes en R” seria “area de la base por altura”, o sea,

[o1ll- 1P<y >+ wo) |- 1P<vy 00> (3)]]-

Si esto se generaliza a k vectores linealmente independientes en R", el volumen del paralele-
pipedo P(vy,...,vx) seria

01l [P<vy >+ (W)l 1P<vy wa>+ ()] - - [IP<on,. oy >+ (OR) -
Se define entonces recursivamente el volumen del paralelepipedo P (v, ..., vy) definido por
los vectores linealmente independientes v1,...,vr € R™ como:

{ vol(P(v1)) = ||v1|

vol(P(v1,...,vx)) = vol(P(v1,...,%-1)). |[P<vy,...on_,>+ (v&)|| para k > 2.

Vamos a probar que el volumen del paralelepipedo definido por los vectores linealmente

independientes vy,...,v, en R™ es igual a |det(A4)|, donde A € R™*" es la matriz cuyas
columnas son los vectores vy, ..., v,.
i) Dados v1,...,v; € R™ se define G(vq,...,v;) € RF** como G(v1,...,v%)i = (vi,v)).

Probar que:

a) Siv, € <wy,...,v5—1 >, entonces det(G(vy,...,v;)) =0.

b) Si vy € <wvy,...,v5_1 >, entonces
det(G(U1, ‘e ,Uk)) = det(G(vl, N 7'Uk—1))- ||Uk||2-

¢) det(G(vy,...,vx)) = det(G(v1, ..., 06-1))- [P<vy....op_o >+ (VR[]
ii) Probar que, si v1, ..., v son vectores linealmente independientes,

(vol(P(vy,...,v)))° = det(G(vs, ..., vp)).

iii) Sean v1,...,v, € R"™ linealmente independientes y sea A € R™ " la matriz cuyas
columnas son los vectores vq,...,v,. Probar que G(vy,...,v,) = At. A. Deducir que
vol(P(v1,...,v,)) = | det(A4)].

iv) Calcular el drea del paralelogramo definido por los vectores (2,1) y (—4,5) en RZ2.
Calcular el volumen del paralelepipedo definido por (1,1,3), (1,2,—1) y (1,4,1) en R3.
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v) Sea f : R™ — R"™ un isomorfismo. Si vi,...,v, € R™ son linealmente independientes,
probar que

vol(P(f(v1),- .., f(vy))) = |det f|. vol(P(v1, ..., vy)).
Ejercicio 19. Calcular f* para cada una de las transformaciones lineales siguientes:
i) f:R?—=R? f(x1,22) = (3.1 + T2, —21 + 72)

ii) f:C*—C3  f(x1,20,23) = (2.21 + (1 —i).w2, 00 + (3 + 2i).23, 21 + i.72 + x3)
i) B={(1,2-1),(1,0,0),(0,1,1)}, f:R® R tal que

1 0 1
lfle=12 0 -1
01 0
iv) f:Ry[X] = Ro[X], f(p)=p" (donde (p,q fo x)dx).
v) P € GL(n,C), f:C" —C"n, f(A)=P LAP (donde (A, B) =tr(A.BY)).
vi) pp:R[X] - R[X], psrlp)=fp donde feR[X] fo dx

Ejercicio 20. Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno.
Sean f1 y fo endomorfismos de V' y sea k un escalar. Probar:

(fit+fo) =fi+f

1

i)

i) (k.f1)* =k.fi

iil) (f10f2)" = (f2)" o (f1)"

iv) Si fi es un isomorfismo, entonces f; es un isomorfismo y (f;)~* = (f; ')
v) ((f1)) = f

vi) ffofi=0=f1=0

Ejercicio 21. Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno y
sea f : V — V una tranformacién lineal. Probar que Im(f*) = (Nu(f))*.

Ejercicio 22. Sea f : R® — R3 la transformacién lineal definida por

flz,y,2) = (—x — 3y — 22,42 + 6y + 2z, —3x — 3y).
Hallar un producto interno (,) : R3 x R?® — R3 tal que f sea autoadjunta para (,).
Ejercicio 23. Sea (V, (,)) un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno y sea

S un subespacio de V. Probar que la proyeccién ortogonal P : V' — V sobre S es autoadjunta.
Calcular sus autovalores.
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Ejercicio 24.

i) En cada uno de los siguientes casos, encontrar una matriz O € R™*™ ortogonal tal que
0.A.0! sea diagonal:

5 0 -2
A:(_21 _21> A:(é _31> A=[0 7 =2
-2 =2 6

ii) En cada uno de los siguientes casos, encontrar una matriz U € C"*™ unitaria tal que
U.A.U* sea diagonal:

4 1 t 0 2 -1 — 0
1 3 2t 1 -1 2 —i 0
A= - —2¢ 3 1 A= l 1 2 0
0 1 —i 2 0 0 0 3

Ejercicio 25. Encontrar una base ortonormal B de R? tal que |f|z v |g|p sean diagonales
si las matrices de f y de g en la base canénica son:

1 3

3 1

2 -1
-1 2
Sugerencia: ver el Ejercicio 31 de la Seccién 6.5.

Ejercicio 26. Sea (V,(,)) un C-espacio vectorial de dimensién finita con producto interno y
sea f: V — V una transformacién lineal.

Definicién: Se dice que f es normal si fo f* = f*o f.

i) Probar que si f admite una base ortonormal de autovectores, entonces f es normal.
ii) Probar que si f es normal valen las siguientes afirmaciones:

a) ||f()] = |f*(w)|| Vv e V. En particular, Nu(f) = Nu(f*).

b) VA e C, f— A idy es normal.

c¢) Si v es un autovector de f de autovalor A, entonces v es un autovector de f* de
autovalor A.

d) Ex={veV/f(v)=Av} es f*invariante.

iii) Probar que si f es normal, entonces admite una base ortonormal de autovectores.

Sugerencia: observar que (Ey)’ es f-invariante y f*-invariante.

iv) Deducir de lo anterior que las matrices unitarias son diagonalizables sobre C. Encontrar
un ejemplo de matriz ortogonal que no sea diagonalizable sobre R.
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Ejercicio 27. Hallar la matriz en la base candnica de las siguientes transformaciones orto-
gonales:

i) f:R?* — R? rotacién de dngulo .

ii) f:R? — R2 simetria respecto de la recta de ecuacién z; — x5 = 0.

iii) f:R3 — R3, simetria respecto del plano de ecuacién z; + x5 — x3 = 0.

v

)
)
)
) us

[ :R* — R3, rotacién de dngulo § y eje < (1,0,1) >.

Ejercicio 28. Sea f : R? — R? la transformacién lineal cuya matriz en la base candnica es

1 V2 1
2 2 2
_ V2 0 _ V2
2 2
1 2 1
2 2 2

Decidir si f es una rotacién, una simetria o una composicion de una rotaciéon y una simetria.
Encontrar la rotacion, la simetria o ambas.

Ejercicio 29. Sea f : R? — R3 la transformacion lineal cuya matriz en la base canénica es

©loo
|

Ol Ol Ol
Ol Ol ©Ol=

Ol Ol

i) Probar que f es una rotacidn.

ii) Hallar g : R* — R3 tal que go g = f.

Ejercicio 30. Una funcién f : R™ — R" se llama isometria si verifica que

d(z,y) = d(f(2), f(y)) V&, yeR"

i) Probar que si f : R®™ — R"™ es una isometria tal que f(0) = 0, f resulta una transfor-
macién lineal y ademés f es ortogonal.

ii) Deducir que f : R®™ — R" es una isometria si y sélo si existen g : R” — R™ transfor-
macién ortogonal y v € R™ tales que f(z) = g(x) +v, Vo € R".



