Capitulo 6
Diagonalizacion

En este capitulo empezaremos a estudiar la estructura de los endomorfismos de un espacio
vectorial de dimensién finita.

6.1 Nociones basicas

Dada una transformacion lineal f : K™ — K",y dos bases By y By de K™ se tiene que
|f13, = C(Bz, B1)|f|3,C(B1, Ba) = C(Bz, B1)|f|3,C(Bz, B1) ™",

y por lo tanto, existe una matriz C € GL(n, K) tal que |f|z, = C.|f|p,-C~!. Reciproca-
mente, si A, B € K™*" son tales que existe una matriz C € GL(n, K) tal que A = C.B.C™1,
definiendo f : K™ — K™ como f(z) = A.x y considerando By = E la base candnica de K™y
B5 la base de K™ formada por las columnas de C, resulta que

A=|fls, v B=C1AC=C(E B)|f|lzC(Bs,E) = |fls,
Esto da lugar a la siguiente definicién (ya introducida en el Ejercicio 35 de la Seccién 3.8):

Definicién 6.1 Sean A, B € K™*™. Se dice que A y B son semejantes, y se nota A ~ B, si
existe una matriz C' € GL(n, K) tal que A = C.B.CL.

Por lo tanto, se demostré la siguiente propiedad (que es lo propuesto por el Ejercicio 36
de la Seccién 3.8):

Proposicién 6.2 Sean A, B € K™*". Entonces A ~ B siy sélo si existen una transformacién
lineal f: K™ — K™ y bases By y By de K™ tales que |f|p, = Ay |f|s, = B.

Por lo que vimos, una misma transformacion lineal da lugar a matrices semejantes si
calculamos sus matrices en distintas bases. Es por eso que, en lo que sigue, estudiaremos la
semejanza de matrices. El primer problema que consideraremos es el de determinar si una
matriz es semejante a una matriz diagonal.
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Definicién 6.3 Una matriz A € K™*" se dice diagonalizable si existe una matriz C' €
GL(n,K) tal que C.A.C~! es una matriz diagonal.

En otras palabras, una matriz diagonalizable es una matriz que es semejante a una matriz
diagonal. La nocién correspondiente para transformaciones lineales es la siguiente:

Definicién 6.4 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita, y sea f : V — V una
transformacién lineal. Se dice que f es diagonalizable o diagonal si existe una base B de V
tal que |f|p es diagonal.

Teniendo en cuenta que la semejanza de matrices es una relacién de equivalencia (ver
Ejercicio 35 de la Seccién 3.8) deducimos que:

Observacién 6.5 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea f : V — V una
transformacién lineal. Entonces f es diagonalizable si y sélo si |f|p es diagonalizable para
toda base B de V.

6.1.1 Autovalores y autovectores

Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea f : V — V una transformacién lineal

diagonalizable. Luego, existe una base B = {vy,...,v,} de V tal que |f|p es diagonal:
A0 ... 0
0 A
VP
: . w0
0 ... 0 X\,

Entonces, para cada 1 <i < n, f(v;) = \v;.

Reciprocamente, si para una base B = {v1,...,v,} de V 'y A1,..., A\, € K se cumple
que f(v;) = \v; para cada 1 < i < n, la matriz |f|p es diagonal y, en consecuencia, f es
diagonalizable.

Esto nos lleva a la siguiente definicion:

Definicién 6.6 Sea V un K-espacio vectorial, y sea f : V — V una transformacién lineal.
Se dice que v € V, v # 0, es un autovector de f si existe A € K tal que f(v) = A\wv. El
elemento A € K se llama un autovalor de f.

Usando estas definiciones, el razonamiento anterior se puede reescribir de esta forma:

Proposicién 6.7 Sea V' un K-espacio vectorial de dimension n y sea f : 'V — V una
transformacion lineal. Entonces f es diagonalizable si y sdlo si existe una base B de V
formada por autovectores de f.
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La mismas nociones se pueden definir para matrices: Dada A € K™*"™, se le puede asociar
una transformacién lineal f4 : K™ — K™ definida por fa(x) = A.z. Notar que |fa|lg = A,
donde E es la base candnica de K™. Entonces v € K", v # 0, es un autovector de f4 de
autovalor A si y sélo si A.v = A.w.

Definicién 6.8 Sea A € K™*". Se dice que v € K™, v # 0, es un autovector de A si existe
A € K tal que A.v = A\.w. El elemento A € K que verifica la condicién anterior se llama un
autovalor de A.

Podemos dar también un resultado andlogo a la Proposiciéon 6.7 para matrices:

Proposicién 6.9 Sea A € K™ ™. Entonces A es diagonalizable si y sdlo si existe una base
B de K™ formada por autovectores de A.

Ejemplos.

2 3

1. Decidir si A = ( 9 1

) € R?*2 ¢s diagonalizable.

En virtud de la proposicién anterior, basta buscar los autovectores de A, es decir, los

vectores © = (x1,72) € R? tales que (z1,22) # (0,0) y A. ( il ) = ( iil ) para
2 T2
algin A € R.

Para esto, buscaremos en primer término los elementos A € R para los cuales el sistema
A.x = A.x tiene solucién no trivial (autovalores de A) y después, para cada uno de
los valores hallados, los vectores (z1,72) € R? que son soluciones del sistema lineal
correspondiente.

Observamos que

_ _ A—2 -3 I _ 0
hamra o on-damo — (25 ) ()= (D),

Este sistema homogéneo tiene solucién no trivial si y sélo si el determinante de su matriz
asociada es 0, o sea, si y sélo si A2 — 3\ —4 = 0. Luego, los autovalores de A son A\ = —1
yA=4.

Busquemos ahora los autovectores correspondientes a cada autovalor:

Para A = —1, queda el sistema

-3 -3 z1\ _ (0

-2 =2 T2 o 0 ’
cuyo conjunto de soluciones es < (1,—1) >. Luego el conjunto de los autovectores
asociados a A = —1 es < (1,—1) > — {(0,0)}.

Para \ = 4, el sistema es
2 -3 X1 o 0
—2 3 Xro - 0 ’
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cuyo conjunto de soluciones es < (3,2) >. Luego el conjunto de los autovectores aso-
clados a A =4 es < (3,2) > — {(0,0)}.

En consecuencia, A es diagonalizable, puesto que B = {(1,—1),(3,2)} es una base de
R? formada por autovectores de A. Mas atn, si C = C(E, B) se tiene que
-1 0
-1 _
c.AC = ( Lo > |
3 00
2. Decidirsi A= 1 3 0 | es diagonalizable en R3*3,
0 0 3

Busquemos los autovalores de A, es decir, los valores de A € R para los cuales el sistema,
A.x = Az tiene solucién no trivial o, equivalentemente, el sistema (\.I3 — A).z = 0 tiene
solucién no trivial. Pero esto vale si y sélo si det(A.I3 — A) = 0, es decir (A —3)3 = 0.
Luego, A = 3 es el tnico autovalor de A.

Si A fuese diagonalizable, existiria C' € GL(n, K) tal que

300
CAC'=10 3 0| < A=
0 0 3

O O W
S w o
w o O

Luego, A no es diagonalizable.

6.1.2 Polinomio caracteristico

Como vimos en la seccién anterior, un método para determinar si una matriz es diagonalizable
consiste en buscar sus autovalores y luego ver si se puede armar una base de autovectores.

Sea A € K™*" y sea A € K. Se tiene que:

A es autovalor de A <= Jz e K" — {0} tal que A.x = \.x.
<= El sistema A.x = A.x tiene solucién no trivial.
<= Elsistema (\.I, — A).xz = 0 tiene solucién no trivial.
— det(\I,—A)=0.

(Comparar con el Ejercicio 13 de la Seccién 5.7.)

Definicién 6.10 Sea A € K™*™. Se llama polinomio caracteristico de A, y se nota X4, al
polinomio X4 = det(X.I,, — A) € K[X].

Si A e K™ X, resulta ser un polinomio ménico de grado n (notar que en la matriz

X.I,

— A, s6lo aparece n veces X y que el signo del término (X — a11)...(X — any) en el

determinante es 1). Por lo anterior, tenemos:
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Proposicién 6.11 Sea A € K™*" y sea A € K. Entonces \ es autovalor de A si y sélo si A
es raiz del polinomio caracteristico de A.

Ejemplo. Decidir si A = ( 0 1 ) es diagonalizable en Q?*2, R2X2 y C2*2,

-1 0

Los autovalores de A son las raices del polinomio

— X -1 _ 2
XA—det(l X>_X + 1.

Como este polinomio no tiene raices en Q ni en R, resulta que A no es diagonalizable en Q%2
: 2x2
ni en R“*=,

Considerada como matriz en C2%2, los autovalores de A son i y —i, y los autovectores
asociados son < (1,7) > —{(0,0)} y < (—=1,72) > —{(0,0)}. Como B = {(1,7),(—1,i)} es una
base de C? formada por autovectores de A, entonces A es diagonalizable en C2*2,

Queremos definir el polinomio caracteristico asociado a un endomorfismo de un espacio
vectorial de dimension finita. Para eso, veremos que dos matrices semejantes tienen el mismo
polinomio caracteristico.

Proposicién 6.12 Sea A € K™ y sea C € GL(n,K). Entonces Xg 4.c—1 = XaA.

Demostracion. Se tiene que

Xeacr = det(X.I,—CAC™" = det(C.X.I,.C~' —C.AC™)
= det(C.(X.I, — A).C™Y) = det(X.I, — A) = Xa. O
Definicién 6.13 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita, y sea f : V — V una
transformacion lineal. Se define el polinomio caracteristico de f como Xy = Xjf|,, donde B
es una base cualquiera de V.
Como en el caso de matrices, se tiene que:
Observacion 6.14 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita. Sea f : V — V una

transformacién lineal y sea A € K. Entonces A es autovalor de f si y sélo si A es raiz de X.

6.2 Una caracterizaciéon de matrices diagonalizables

6.2.1 Suma directa de subespacios

Para lo que sigue, vamos a necesitar generalizar la nocién de suma directa de dos subes-
pacios de un K-espacio vectorial (ver Seccién 1.4.2) al caso de cualquier cantidad finita de
subespacios.
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Definicién 6.15 Sea V un K-espacio vectorial y sean Sy, S5, ...,S, subespacios de V. Se
define la suma de S1,S5,, ..., S, como

W =S8 +Ss+ 48 ={s1++s/si €S, 1<i<r}.

Es fécil ver que W es un subespacio de V.

Definicién 6.16 Sea V un K-espacio vectorial y sean Sp, S, ...,S, subespacios de V. Se
dice que S, Ss, ..., S, estan en suma directa si, para cada w € W = S; + Sy +-- -+ 5, existen
unicos s; € S;, 1 <i <r, tales que w = s1 + ...+ s,. En este caso se dice que W es la suma
directa de los subespacios Si,...,S,, y se nota

Wle@Sz@--~€BST=EBSZ—.
=1

Vamos a dar una definicién equivalente de la suma directa de varios subespacios:

Proposicion 6.17 Sea V' un K-espacio vectorial y sean Sy, So, ..., S, subespacios de V. Son
equivalentes:

)W =65,
=1

it) W=_814+...+ 85, y para cada 1 < j <, vale
Sj N (Si+ 82+ + 81+ Sj41+ -+ 50) = {0}
Demostracion.
i)=1i) Sea1<j<r. SeaxeS;N(S1+S+ --+8_1+S41+---+5,). Entonces

= 04+ 0 42+ 0 +---+0,
= 51+"'+Sj71+0+3j+1+"'+3r-

Por la unicidad de la escritura en la suma directa, resulta que x = 0.

-
i1) = 1) Por hipdtesis, existen s1,..., s, con s; € S; para cada 1 <7 < r tales que w = Y s;.
i=1

T T
Supongamos que w = Y s; = Y §; con s;,8; € S; para cada 1 <i <r.
i=1 i=1

Entonces, para cada 1 < 5 < r, se tiene que

T

55— 85 = Z(s; — 8i).

=1
ij

-
Como s; — s} € Sj y > (s; — si) es una suma donde cada s; — s; € S;, de la hip6tesis
i=1
i

se deduce que s; — s’ = 0. Luego, s; = s -

/.
it
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Como en la suma directa de dos subespacios, en este caso también es posible obtener una
base del espacio suma uniendo bases de cada uno de los sumandos. La demostracion de este
resultado es andloga a la de la Proposicion 1.46.

Proposicion 6.18 Sea V un K-espacio vectorial y sean Si,S2,...,S, subespacios de V.
Para cada 1 < i <r, sea B; una base de S;. Son equivalentes:

i) W=@e5,.
i=1
i) B=B1UByU---UB, es una base de W.

Observamos que en la condicién ii), B es la familia obtenida mediante la unién de las
familias Bq, Bo, ..., B,.

6.2.2 Espacios de autovectores y diagonalizacion

Dado un autovalor A de una matriz A € K™*™ el conjunto de los autovectores de autovalor
A no es un subespacio de K™, puesto que, por definicién, 0 no es un autovector de A. Sin
embargo, podemos considerar el siguiente subespacio que consiste en agregar el vector 0 a ese
conjunto:

Definicién 6.19 Sea A € K™*" y sea A un autovalor de A. Se define
Ex={veK"/Av=Av}={ve K" /(\I, — A).v=0}.

Observamos que E) es un subespacio de K™, puesto que es el conjunto de soluciones de
un sistema lineal homogéneo.

Proposicién 6.20 Sea A € K™*™ y sean A1,...,\. autovalores distintos de A. Entonces
Ey,,..., E\, estan en suma directa.

Demostracion. Lo probaremos por induccién en la cantidad r de autovalores considerados.

Para r = 2: Sean A1 y A2 autovalores distintos de A. Si v € Ey, N E),, se tiene que
Av =X Ny Av = A, de donde (A1 — Ag).w = 0. Como A; — Ay # 0, resulta que v = 0.
Luego, Ey, N Ey, = {0} y la suma es directa.

Supongamos ahora que el resultado vale para el caso de r autovalores distintos, y sean
A,y .-y Ay Arp1 autovalores distintos de A.

r+1
Debemos probar que para cada 1 < i < r+ 1, Ex, N @ Ey;, = {0}. Sin pérdida de
j=1

i
generalidad, supongamos que ¢ = r + 1.

T
Seav € Ex, ., N E,,. Entonces, existen v; € Ey,(1 < j <r) tales que v = v +...+v,.
j=1 '
Multiplicando esta igualdad por la matriz A, tenemos

Ar10 = A\v1 + ...+ Aoy,
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pero si la multiplicamos por A1, se tiene
)\r+1'l) = )\r+1vl + ...+ )\r+1vr~
Restando miembro a miembro,

0= ()\1 - )\r+1)7)1 +...+ ()\r — )\r+1)vr~

Como por hipdtesis inductiva, los subespacios Ej,(1 < j < r) estdn en suma directa, el
vector cero se escribe de forma tnica como suma de ceros. Luego, (A\j — Arq1)v; = 0 para
cada 1 < j <1y, por lo tanto, v; = 0 para cada 1 < j <r, con lo cual v = 0. O

Ya vimos que todo autovalor A de una matriz A es raiz de su polinomio caracteristico.
Ahora veremos que siempre existe una relacién entre la dimensién de E) y la multiplicidad
de A como raiz de Xj4.

Proposicién 6.21 Sea A € K"*™ y sea A € K. Sea r la multiplicidad de A\ como raiz de
Xa (es decir, X4 = (X — X)"P con P(A\) #0) y sea Ex = {x € K"/ Ax = Az}. Entonces
dim(Ey) <r.

Demostracion. Sea fa : K™ — K™ la transformacién lineal definida por fa(z) = A.x.
Sea s = dim(E)) y sea {v1,...,vs} una base de Ey. Sean vsy1,...,v, € K™ tales que
B ={vy,...,Vs,Vs41,...,0,} €s una base de K. Se tiene que
sSXSs
A0 0
0
|fA|B = . N )
0 0 A
0 M
de donde
SXS
X-X 0 0
0
Xp, = det : -N
0 0 X-—-\
0 XI, .— M

(X = N\)* det(X I,y — M)

(X = N)Q.



6.2 Una caracterizacién de matrices diagonalizables 141

Por hipétesis, X4 = (X — A)"P con P € K[X] tal que P(\) # 0. Entonces
(X-XN°Q=X;, =X4=(X—-AN)"P conP(\)#0,

de donde s < r, es decir, dim(Fy) < mult(\, Xy4). O

El siguiente teorema establece condiciones necesarias y suficientes sobre los subespacios
E\ asociados a los autovalores de una matriz para que ésta sea diagonalizable.

Teorema 6.22 Sea A € K™"*" y sean A1, ..., A todos los autovalores de A en K, con \j # A;
si 1 # j. Son equivalentes:

i) A es diagonalizable en K"*".
i) 591 By, = K.
Qi) Xy = (X = A)" ... (X =) y a; =dim E), para cada 1 < i <r.
Demostracion.

i) = i) Si A es diagonalizable en K™*" | existe una base B = {vy,...,v,} de K" formada
por autovectores de A. Para cada v; € B, existe ¢, 1 <7 < r, tal que v; es autovector de
A de autovalor \; (porque A1,..., A, son todos los autovalores de A), es decir v; € Ej,

”
para algin 1 <14 < r, lo que implica que v; € @ Ej,.
i=1

1=

r
En consecuencia, K" = < vq,...,v, > = @ E,.
i=1

it) = #4) Por la proposicién anterior, para cada 1 < i < r, dim E), < mult(\;, X4). Si
s

K™ = @ E), se tiene que

i=1

n=dmK" = ZdimE;w < Zmult()\i,XA) < gr(X4) =n.
i=1 i=1
Luego, en la cadena anterior, son todas igualdades.
En particular:
e La igualdad Y mult()\;, X4) = gr(X4) implica que X4 se puede factorizar como
i=1
producto de polinomios de grado 1 en K[X]: si a; = mult(\;, X4) (1 < i <), entonces
Xa = (X =A% . (X =\

e Como dim Ey, < mult(\;, X4) para cada 1 < i < r, de la igualdad Y dimE), =
i=1

>~ mult(\;, X4) se deduce que dim E), = mult(\;, X'4) para cada 1 < i <.
i=1
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i11) = 1) Para cada 1 < i < r sea B; una base de FE),. Por la Proposicién 6.18, B = |J B;
i=1

1=
T

es una base de @ E,, C K". Ahora,

i=1
i T i
#B = Z #B; = ZdimE&, = Z a; = gr(X,) =n,
=1 =1 =1

de donde dim ( &P EAl.) = dim K™. Luego @ E\, = K" y entonces B es una base
i=1 i=1

(formada por autovectores de A) de K™. En consecuencia, A es diagonalizable. O
1 0 0 1
. S 11 0 -1 Axd . .
Ejemplo. Decidir si A = 00 1 1 eR es diagonalizable.
0 00 2

Calculamos X4 = (X — 1)3(X — 2). Para el autovalor 1 se tiene que
Ey={zeR'/(I, - A).xz =0} =< (0,1,0,0),(0,0,1,0) >,

de donde dim E; = 2 < 3 = mult(1, X4). El teorema anterior implica entonces que A no es
diagonalizable.

6.3 Polinomios minimales

En lo que sigue, a cada matriz le asociaremos un polinomio. Este polinomio, entre otras
propiedades, nos dard un nuevo criterio para decidir si la matriz es diagonalizable.
6.3.1 Polinomio minimal de una matriz
Sea P € K[X], P=a9+aX +---+a,X". Dada A € K™*" definimos
P(A)=aol, +a1A+ -+ +a.A" € K™
Observemos que si P,Q € K[X]y A € K™, entonces (P + Q)(A) = P(A) + Q(A) y
(P.Q)(A) = P(A).Q(A).

Anslogamente, si V' es un K-espacio vectorial de dimensién finitay f : V — V es una
transformacién lineal, definimos

P(f):aoidv+a1f+...+arfr c HOIHK(V7V)7

donde, para k € N, f¥ = fo fo...o f es la composicién.
—_—

k veces
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Dada una matriz A € K™*™ nos interesa considerar polinomios P € K[X] que anulen a A,
es decir, tales que P(A) = 0. El siguiente resultado asegura que para cualquier matriz existe
un polinomio no nulo con esta propiedad.

Lema 6.23 Sea A € K™*™. Euziste un polinomio P € K[X]|, P # 0, tal que P(A) = 0.

Demostracion. Consideremos el conjunto {I,,, 4, A%, ... ,A”Q} C K™*™,  Este conjunto es
linealmente dependiente, puesto que tiene n? + 1 elementos y dim(K"*") = n?. Luego,
2
n .
existen ag, ay, . ..,a,2 € K no todos nulos, tales que > a;A* = 0. Sea P € K[X] el polinomio
i=0

n2
P =73 a; X" Entonces P # 0y P(A) = 0. O
i=0

Para cada matriz, distinguimos un polinomio particular entre todos los polinomios que la
anulan: el de grado minimo y ménico. Veamos que para toda matriz existe un polinomio con
estas propiedades y que es tnico:

Existencia. Sea H = {gr(P) : P € K[X], P #0, P(A) = 0} C N. Por el Lema 6.23, H # ().
Luego, H tiene primer elemento r. Entonces existe un polinomio @ # 0 de grado r tal que
Q(A) =0y Q es ménico (si no lo fuera, bastarfa dividir por su coeficiente principal).

Unicidad. Supongamos que existe un polinomio Q' € K[X] ménico, Q' # Q, tal que

er(Q) = ry Q(A) = 0. Entonces (Q' — Q)(4A) =0y gr(Q' — Q) < r, puesto que Q y
@’ son ambos ménicos, lo que contradice que r es el primer elemento de H.

Definicién 6.24 Sea A € K™*". Llamaremos polinomio minimal de A, y lo notaremos m 4,
al polinomio ménico de grado minimo que anula a A.

-1 0

Ejemplo. Sea A = ( 1 1

). Calcular m 4.

Puesto que {I2, A} es linealmente independiente, no existe P € R[X] tal que gr(P) =1y
P(A) =0.

Buscamos entonces P = X2+aX +b que anule a A4, para lo cual estudiamos la independecia
lineal de {15, A, A%}.

9 _ 1 0 -1 0 1 0\
A+ aA+bl =0 <— (2 1>+a( 1 1)+b(0 1)—0

— {17a+b:0 — a=2b=1
—2+a=0

Luego, ma = X2 +2X + 1. (Observar que, en este caso, m4 coincide con X4.)

Dada una matriz A € K™*", el conjunto de todos los polinomios que anulan a A puede
caracterizarse a partir de su polinomio minimal m 4.
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Proposicién 6.25 Sea A € K™ " y sea P € K[X]. Entonces P(A) = 0 si y sélo si my
divide a P.

Demostracion.
(<) Simyu | P, existe Q € K[X] tal que P = Q.m4. Luego
P(A) = (Q.mA)(A) = Q(A). ma(A) = Q(A).0 = 0.

(=) Por el algoritmo de divisién en K[X], existen polinomios @, R € K[X] tales que P =
Q.ma+ Rcon R=0o0 gr(R) < gr(ma). Se tiene que

0= P(A) = Q(A). ma(A) + R(A) = Q(A).0+ R(A) = R(A).

Como my4 es de grado minimo entre los polinomios que anulan a A, no puede ser
gr(R) < gr(ma) y, por lo tanto, R = 0. O

Como sucede en el caso del polinomio caracteristico, vemos que dos matrices semejantes
tienen el mismo polinomio minimal. Para eso, analizamos en primer lugar la relaciéon entre
los polinomios que anulan a dos matrices semejantes. Utilizaremos el siguiente hecho:

Observacién 6.26 Si A,B € K"*" y C € GL(n, K) son matrices tales que A = C. B.C~!
entonces A¥ = C. B¥.C~! para todo k € N.

En efecto, es claro que la igualdad vale para k = 1y, que si vale para k € N, entonces
Akl = A AP =C.B.C7'.C.B*.C~' = C.B*1.C1.

Lema 6.27 Sean A,B € K"*", A ~ B. Entonces P(A) ~ P(B) para todo P € K[X]. En
particular, P(A) =0 si y sélo si P(B) = 0.

Demostracion. Sea P € K[X], P = Y. a;X'. Si A ~ B, existe C € GL(n,K) tal que
i=0
A= C.B.C™!, y entonces

P(A) = P(C.B.C™') = > a;.(C.B.CT")
=0
= Y a.cB.C! = c.(zaiBi).C*l — C.P(B).C\.
=0 =0
Luego, P(A) ~ P(B). O

Proposicién 6.28 Sean A, B € K"*" A ~ B. Entonces ma = mpg.

Demostracion. Por el lema anterior y la Proposicién 6.25,



6.3 Polinomios minimales 145

e ma(A) =0=ma(B)=0=mp | ma.
e mp(B)=0=mp(A)=0=mu | mp.

Puesto que m4 y mp son ambos moénicos, resulta que mg4 = mp. O

Este resultado implica que si f : V' — V es una transformacion lineal definida en un
K-espacio vectorial V' de dimensién finita, y consideramos la matriz de f en dos bases de V/
distintas, los polinomios minimales de estas dos matrices coinciden. Esto nos permite dar la
siguiente definicién de polinomio minimal para transformaciones lineales:

Definicién 6.29 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita, y sea B una base de
V. Sea f : V — V una transformacién lineal. Se define el polinomio minimal de f como
My =Mmf|p-

En la Proposicién 6.11 vimos que las raices del polinomio caracteristico de una matriz son
sus autovalores. El siguiente resultado muestra que lo mismo vale para el polinomio minimal.

Proposicion 6.30 Sea A € K™ ™, y sea ma el polinomio minimal de A. Sea N € K.
Entonces \ es autovalor de A si y solo si \ es raiz de my.

Demostracion.

(=) Sea A un autovalor de A. Por el algoritmo de divisién en K[X] existen Q € K[X] y
R € K tales que my = Q. (X — A) + R. Entonces

0=ma(A) =Q(A).(A—A,,) + R. I,,.
Como A es autovalor de A, existe v € K™, v # 0, tal que A.v = A.w. Se tiene que
0=Q(A).(A—-A,)v+ Rv=Q(A).(Av — Av) + Rv =Q(A).0 + R.v = R.w,

es decir, R.v = 0. Como v # 0, debe ser R = 0.

En consecuencia, ms = Q. (X — \), y entonces X es raiz de m4.

(<) Sea A € K una raiz de my4. Entonces my = (X — A).Q vy, por lo tanto, 0 = m4(A) =
(4~ M,).Q(A).

Observamos que Q(A) # 0, puesto que gr(Q)) = gr(m4) — 1. En consecuencia, existe
w € K™ tal que Q(A).w # 0. Sea v = Q(A).w. Entonces

(A= A,)v=(A—-A,).Q(A).w=0w=0,

de donde X es un autovalor de A. O
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6.3.2 Polinomio minimal de un vector

Sea A € K" y sea v € K". Dado P € K[X], definimos P(v) = P(A).w. Diremos que P
anula a v si P(v) = 0.

Observacién 6.31 Sea A € K™*" y sea my4 el polinomio minimal de A. Entonces, para
cada v € K™, se tiene que

ma(v) =ma(A).v=0v=0.

Luego, para cada v € K™ existe un polinomio ménico que anula a v.

Definicién 6.32 Sea A € K"*"™ y sea v € K™. El polinomio minimal de v, que notaremos
m,, es el polinomio mdnico de grado minimo que anula a v.

La existencia y unicidad de un polinomio que cumple las condiciones de la definicion se
prueban, a partir de la Observacién 6.31, en forma andloga a lo hecho para el polinomio
minimal de una matriz.

Ejemplos.
1. Sea A € K™ " y sea v € K™ un autovector de A de autovalor A\. Entonces m,, = X — \.

-1 0

2. SeaA:( 1 1

) € R2x2, y sea e; = (1,0). Calcular m,, .

Comenzamos buscando un polinomio ménico P = X 4+ b € R[X] de grado 1 tal que
P(e1) = 0: Observamos que

P(Bl) =0 <— (A+b[2)61 =0 < A.61 +be; =0 < (*1, 1) + (b,O) = (0,0),

pero esto no vale para ningin valor de b € R. Luego, gr(m.,) > 2.

Buscamos entonces un polinomio P € R[X] ménico de grado 2: P = X? + aX +b. En

este caso
Ple1) =0 <= (A +aA+bly).e; =0
< A261 + a.A61 +b.e =0
e (1,-2)+a(-1,1)+b(1,0) = (0,0)
l—a+b=0
At { —24+a=0

<~ a=2,b=1.

Luego, el polinomio minimal de e; es P = X2 +2X + 1.
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Coémo hallar el polinomio minimal de un vector:

Sea A€ K"™" yseav € K" Simy = X"+ ama X™ 14+ +aX2+a1X +ag es el
polinomio minimal de v, entonces

A" v+ am 1 A" Lo+ ag A2 v+ a1 A + agov = 0.
Ademé&s, como m,, es de grado minimo entre los polinomios que satisfacen P(v) = 0, se tiene

que {v, Av,..., A" Ly} es un conjunto linealmente independiente.

Luego, para hallar el polinomio minimal de v, un primer paso consiste en buscar el minimo
m € N tal que {v, A.v,..., A™.v} es linealmente dependiente. Si A™.v = —ag.v — ay.Av —
o= 1. A™ L, entonces my = X™ 4+ a1 XM 4+ -+ a1 X + ag.

Al igual que para el polinomio minimal de una matriz (ver Proposicién 6.25), fijada una
matriz A, todo polinomio que anula a un vector dado resulta ser miltiplo de su polinomio
minimal.

Proposicién 6.33 Sean A € K"*", v € K" y P € K[X]. Entonces P(v) =0 si y sdlo si
my divide a P. En particular, m, divide a m4.

Demostracion. Dado P € K[X] se tiene que P = Q.m, + R con Q,R € K[X], R=0o0
gr(R) < gr(m,). En consecuencia,

P(v) = P(A).v = Q(A). my(A).v + R(A).v = Q(A).0 + R(v) = R(v),

de donde P(v) =0 si y sélo si R(v) = 0.
Como m, es de grado minimo entre los polinomios que anulan a v, resulta que R(v) =0
siy sélo si R =0, es decir, si y sélo si m,, | P. O

La siguiente proposicién muestra como calcular el polinomio minimal de una matriz A €
K™ ™ a partir de los polinomios minimales de los vectores de una base de K™.

Proposicién 6.34 Sea A € K™*" y sea B = {v1,...,v,} una base de K™. Entonces my =
mem{m,, : i =1,...,n} (mcm denota el minimo comin miltiplo).

Demostracion. Sea P = mem{m,, :i=1,...,n}.

Por la proposicién anterior, m,,, | m4 para cada 1 <i < n. Luego, P | m4.

Por otro lado, como m,,

P para cada 1 < i < n, se tiene que P(A).v; = 0 para cada
n

1<i<n.Seav e K"ysean ay,...,a, € K tales que v = > a;v;. Entonces
i=1

P(A).v = P(A) ( i ai.vi) = i a; P(A).v; = 0.
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En consecuencia, se tiene que P(A) € K™*" satisface P(A).v =0 Vv € K™ y, por lo tanto,
P(A) =0. Luego, my4 | P.

Como my y P son dos polinomios ménicos que se dividen mutuamente, my = P. O
100
Ejemplo. Calcular my para A = 1 1 0
0 0 2

Consideremos E = {e1, ez, e3} la base canénica de R3. Por la proposicién anterior, m 4 =
mem{me, , Me,, Meg }-

Busquemos entonces los polinomios minimales de cada uno de los vectores de E:
me,: Vemos que {ej, A.e;} = {e1,e1 + ea} es un conjunto linealmente independiente, pero
{e1, Acer, A%.e1} = {e1, e1 + €2, 1 + 2e3} no lo es.
Ademés, 0 = (e1 + 2e2) — 2.(e1 + e2) + €1 = A%.e; — 2.A.e; + e, de donde m,, =
X2 -2X +1=(X-1)72

Me,: Como A.ea = eq, entonces me, = X — 1.

Me,: Como A.es3 = 2.e3, entonces me, = X — 2.

Luego, ms = mem{(X —1)2, X =1, X — 2} = (X — 1)2(X — 2).

6.3.3 Teorema de Hamilton-Cayley

El teorema de Hamilton-Cayley, cuya demostracién damos a continuacién, establece que para
cualquier matriz A, el polinomio caracteristico de A anula a A.

Teorema 6.35 (Teorema de Hamilton-Cayley) Sea A € K™*" y sea X4 el polinomio
caracteristico de A. Entonces my | Xa (lo que es equivalente a que Xa(A) =0).

Demostracion. Sea fa : K™ — K™ la transformacion lineal definida por fa(z) = A.z.

Sea v € K™. Supongamos que {v,fa(v),...,fk(v)} es un conjunto linealmente in-
dependiente y que f4™(v) = (—ax)fh(v) + -+ + (—a1)fa(v) + (—ag). Entonces m, =
X L XF 4o+ a1 X + ag.

Extendemos el conjunto {v, fa(v),..., f%(v)} a una base de K™: sean wyya,...,w, € K"
tales que

B = {vmfA(U)v"'affl(v)’wk-i-%“wwn}



6.3 Polinomios minimales 149

es una base de K™. Se tiene que

0 O 0 —ag
1 0 0 —Qaq
0 1 ; M
|fA|B: 0 —Qp_1
0 ... 1 —Aag
0 N

Sabemos que X4 = Xy, = &|f,|,, con lo que

X 0 0 an

-1 X 0 ay
0 -1 -M

X =
A det X -
0 -1 X + ag
0 X Iy 1 —N
X 0 0 ap
-1 X 0 aq
= det| 0 -1 : : det(X.I,_x_1 — N).

. X Af—1

0 .. -1 X +ag

Por lo calculado en el primer ejemplo de la Seccién 5.4, obtenemos que
Xy = (X" raXP 4+ a1 X +ag). det(X. I,_x_1 — N)
= my. det(X. I,_—1 — N).

Por lo tanto, m, | X4 para v € K™ arbitrario.
Sea E = {e1,...,en} la base candénica de K™. Por lo anterior, m,
1 <4 < n. En consecuencia, m4 = mem{me,, ..., me, } divide a X4. O

X4 para cada

A partir del Teorema de Hamilton-Cayley podemos deducir algunos resultados relaciona-
dos con el polinomio minimal de una matriz.

Observacién 6.36 Sea A € K™*"™, Entonces:

1. gr(ma) <n
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2. Sigr(ma) =n, entonces ma = X4.

3. Si existe v € K™ tal que gr(m,) = n, entonces m, = my = Xa4.

En el ejemplo que sigue, mostramos cémo puede utilizarse el hecho de conocer un polinomio
que anula a una matriz (en este caso, su polinomio caracteristico) para calcular las potencias
de la matriz.

0

Ejemplo. Sea A = ( 1

_21 ) € R?*2, Calcular A" para cada n € N.

Calculamos el polinomio caracterfstico de A: X4 = (X —1)2. Por el Teorema de Hamilton-
Cayley, Xa(A) =0, es decir, A2 —2.A+ I, = 0.

La idea para calcular A™ para cada n € N es ver que cada potencia de A es combinacién
lineal de I y A (observar que la igualdad dada por el teorema de Hamilton-Cayley dice que
A? = 2A — I,), encontrar esta combinacién lineal y usarla para dar una férmula cerrada para
los coeficientes de A™ en funcién de n.

Sea n € N. Por el algoritmo de divisién, existen P(X) € R[X] y an, b, € R tales que
X" = (X —-1)*P(X) +an.X +by,. (6.1)
Evaluando esta igualdad en X = 1, se obtiene
1=0.P1)+a,+b, < a,+0b,=1
Derivando la identidad (6.1) resulta que
n X" =2(X - 1)P+ (X —1)*P' + ay,

y evaluando esta igualdad en X = 1, se deduce que a,, = n. En consecuencia, b, =1 —n.

Luego, para cada n € N se tiene que
X"=(X-1)?*PX)+nX +1-n,
de donde

A”:n.A+(1—n)12:n.((1) 21)+(1—n)<(1) ?):<1n" n+”1).

Aplicando el Teorema de Hamilton-Cayley, también podemos calcular A~! como combi-
nacion lineal de I y A. Basta observar que

A2 2441, =0 < L =24 A? < I, = A2, — A) = (2, — A)A,

lo que implica que A~ = 21, — A.

El procedimiento para calcular A~' del ejemplo anterior puede generalizarse para hallar
la inversa de cualquier matriz en GL(n, K):
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Observacién 6.37 Sea A € GL(n, K). Entonces A~' € < I,,, A, A% ... A" >,

Supongamos que X4 = X" +a,_1 X" ' +--- 4+ a; X + ag. Entonces, por el Teorema de
Hamilton-Cayley,
A"+ an, 1 AV 4@ A+ apl, = 0.
Observemos que ag = X4(0) = det(0.I,, — A) = det(—A) = (—1)"det(A) # 0, puesto que A

es inversible. En consecuencia,

-1
I, = a—.(A”+an_1A”—1+~--+a2A2+a1A)
0
-1 n—1 n—2
= A.(—.(A +a,_1A +---+a2A+a1]n))
ap

(; A g A2 b ap At alln)>.A,
0

—1
de donde A~ = - (A”_1 +an 1AV a A+ arIp,).
0

6.3.4 Un criterio de diagonalizacion usando el polinomio minimal
En primer lugar, notemos que vale lo siguiente:

Observacién 6.38 Sea A € K"*" y sea X4 € K[X] el polinomio caracteristico de A. Si X4
se factoriza linealmente en K[X] y tiene todas sus raices simples, entonces A es diagonalizable.

En efecto, si X4 = (X —A1)... (X —=\y,), con \; # \; para cadai # j, A tiene n autovalores
distintos. Ademds, para cada 1 < i < n, existe v; € K™ autovector de A de autovalor ;.
Puesto que E),, ..., E), estdn en suma directa, {vy,...,v,} resulta una base de K" formada
por autovectores de A, y por lo tanto, A es diagonalizable.

La reciproca de este resultado no es cierta, es decir, X4 puede tener raices miltiples y, de
todas formas, A ser diagonalizable. Basta considerar, por ejemplo, la matriz A = I,,.

Sin embargo, es posible dar una condicién necesaria y suficiente para la diagonalizacién,
considerando la factorizacién del polinomio minimal de la matriz.

Proposicién 6.39 Sea A € K"*™. Entonces A es diagonalizable en K™ ™ si y sélo si ma
tiene todas sus raices en K y son simples.

Demostracion.
(=) Supongamos que A es diagonalizable. Sean A1, ..., A, los autovalores de A, con \; # A,
sii#jysea{vi,...,v,} una base de autovectores de A. Si m,, denota el minimal del

vector v para la matriz A, se tiene que:
ma = mem{my,,...,My, }
= IIlCHl{X*)\l,...,X7)\1,...7X7)\r,...,X7AT}
(X=X =X2)...( X =)
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En consecuencia, m4 tiene todas las raices en K y son simples.

Supongamos que ma = (X —Ay)... (X —A;) con A\; # Aj si ¢ # j. Entonces Ay,..., A\,
son todos los autovalores de A en K.

E),, donde E), = {x € K" : A.x = \;.x}.
=1

Veamos que K" =

(2

Sea v € K™ — {0}. Consideremos el subespacio
S=<uv Av,A%v,... A", ... > C K"

Supongamos que {v, A.v,..., A*.v} es un conjunto linealmente independiente, pero
{v,Aw,..., A¥ v, A*+1 v} es linealmente dependiente.

Luego A/.wv €< v, Aw,...,A*v > para todo j € Ny Bg = {v,Aw, A%v,..., Ak v}
resulta ser una base de S. Ademas, gr(m,) = k + 1, o sea, m, es de la forma

my = X 4 @, XF + 4+ a1 X + ao.

Por la construccién de S, siz € S resulta que A.xz € S. Sea f4 : S — S la transformacién
lineal definida por fa(z) = A.x. Se tiene que

00 ... 0 —ag
10 R
lfalBs=1| 0 1 :
Lo 0 —ag_1
00 ... 1 —a

Observamos que Xy, = det(XIpi1 — [falps) = X pap XE 4+ a1 X + ag = my.

Puesto que m,, | ma y, por hipétesis, m4 tiene todas sus raices en K y son simples,
resulta que Xy, = m, tiene todas sus raices en K, son simples y son algunos de los
autovalores de A. Por la Observacion 6.38 concluimos que f4 es diagonalizable sobre
S. Ademas, si Xy, = (X — Aj)...(X = Nj,,,), como v € S, existen v;,,...,v;,
autovectores de f4 (donde v;; es un autovector de autovalor /\ij) tales que v = v;;, +
o+, Perosiv;; es un autovector de f4 de autovalor A;,, entonces es un autovector

T
de A con el mismo autovalor. En consecuencia v € € Ej,.
i=1
T
Como v € K™ era arbitrario, resulta que K™ = @ F),. La equivalencia dada por el
i=1
Teorema 6.22 dice entonces que A es diagonalizable. O

A continuacién presentamos un ejemplo en el que mostramos como puede aplicarse este
resultado para determinar si una matriz es diagonalizable.

Ejemplo. Sea A € C™*" tal que A* = I,, para algiin k € N. Entonces A es diagonalizable.
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Por hipétesis, A¥ — I, = 0, con lo que el polinomio X* — 1 anula a A. En consecuencia,
ma | X¥ —1. Como X* — 1 tiene todas sus raices en C y son simples, entonces m 4 también.
Luego, A es diagonalizable.

Notar que si A € R™*" satisface A¥ = I,,, A no es necesariamente diagonalizable sobre

0 0 1
R. Por ejemplo, A= 1 0 0 | cumple A% = I3, pero A no es diagonalizable, puesto que
010

ma = (X —1)(X?+ X + 1), que no tiene todas sus raices en R.

6.4 Subespacios invariantes

Dada una transformacion lineal f : V — V donde V es un K-espacio vectorial de dimensién
finita, una posible manera de estudiar f consiste en descomponer el espacio V' como suma
directa de subespacios V = @;_, S; y analizar la restriccién de f a cada uno de estos subes-
pacios S;. Ahora, para que esto sea posible, es necesario que la restriccién de f a cada S;
sea una transformacion lineal de S; en S;, es decir, que la imagen por f del subespacio esté
incluida en el mismo.

Definicién 6.40 Sea V un K-espacio vectorial y sea f : V — V una transformacién lineal.
Un subespacio S C V se dice invariante por f (o f-invariante) si f(S) C S.

Ejemplos.
1 0 00
1. Sea A = 00 2 0 € R**%,
0 0 0 3

Si E = {e1,ea,e3,e4} es la base canénica de R*, algunos subespacios invariantes por f4
son: < ej,eg >, < eg >, <eg >, <eq >, <esg,eq >, < ep,€z,6q4 >.

2. Hallar todos los subespacios invariantes por f4 siendo A = < ; ? ) € R2x2,

(a) Subespacios invariantes de dimensién 0: S = {0}.
(b) Subespacios invariantes de dimensién 2: S = R2.

(¢) Subespacios invariantes de dimensién 1: Observamos que S = < v > es un subes-
pacio de dimensién 1 invariante por f4 si y sélo si v # 0y Awv € <v > o,
equivalentemente, v # 0 y A.v = A.v para algin ) € R.

Luego, un subespacio S = < v > de dimension 1 es fs-invariante si y sélo si v es
autovector de A.

Es facil ver entonces que el tinico subespacio f4-invariante de dimensién 1 es S =
< (0,1) >.
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En la siguiente proposicion se prueban algunas propiedades sobre subespacios invariantes.

Proposicién 6.41 Sea V un K-espacio vectorial. Sea f:V — V una transformacion lineal.
Entonces:

i)
ii)

iii)

Nu(f) e Im(f) son subespacios f-invariantes de V.

S es un subespacio f-invariante de V de dimension 1 si y solo si S =<wv > conveV
un autovector de f.

Si S y T son subespacios f-invariantes de V', entonces SNT y S+ T son subespacios
f-invariantes de V.

Demostracion.

i

i)

iii)

Se tiene que f(Nu(f)) = {0} C Nu(f), con lo que Nu(f) es invariante por f.
Ademss, es claro que f(Im(f)) C Im(f), de donde Im(f) es invariante por f.

Sea S un subespacio f-invariante de V' de dimension 1. Entonces S = < v > para algin
v eV, v#£0,tal que f(v) € < v >. Esta dltima condicién implica que f(v) = A.v para
algiin A € K, y siendo v # 0, resulta que v es un autovector de f.

Reciprocamente, si S = < v > con v un autovector de f, como v # 0, entonces dim S =

1, y como f(v) = A.v para algin A € K, resulta que f(S) C S. Luego, S es un
subespacio f-invariante de V' de dimensién 1.

Sean S y T subespacios de V invariantes por f. Entonces f(SNT) C f(S) C S, puesto
que S es f-invariante. Andlogamente, f(SNT) C T. En consecuencia, f(SNT) C SNT,
de donde SN T es invariante por f.

Para S + T, teniendo en cuenta que f es una transformacion lineal y que S y T son
invariantes por f, se tiene que f(S+T) C f(S)+ f(T) C S+ Ty, por lo tanto, S+ T
es invariante por f. O

Dada una transformacion lineal f : V' — V y un subespacio S de V invariante por f, la
restriccién de f a S, que notaremos f|  resulta ser una transformacién lineal de S en S. En
lo que sigue, analizamos la relacion entre los polinomios minimales y caracteristicos de esta
restriccion f|; y los de f.

Proposicién 6.42 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita, sea f :'V — V una
transformacion lineal y sea S C 'V un subespacio invariante por f. Sea fi, : S — S la
restriccion. Entonces:

i)
i)

mf‘s | my.

Xy | Xy
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Demostracion. Sean n = dimV y s = dim S. Sea Bg = {v1,...,vs} una base de S y sean
Ust1,y---,Un €V tales que B ={vy,...,0s,Vs41,...,0,} €8 una base de V.

i) Sabemos que

my, = mem{my,,...,my}

my = mem{My,, ..., My, My, 15 My, )

Ahora, como m,, | my para cada 1 < i < s, el mem de estos polinomios también lo
divide, es decir, my, [ my.

i1) Para la base B considerada, se tiene que

A B
fa= (5 0 )er™™  conA=lfiln e K

0 C
Luego,
XI,— A -B
Xp =X, = det ( 0 X1, s—C )
= det(X.[, — A).det(X.1p—s = C) = Xy _.Q,
con lo que Xy | Xy. O

Si f es una transformacion lineal definida en un espacio V' de dimensién finita y el espacio
V puede descomponerse como suma directa de subespacios f-invariantes, entonces existe una
base de V en la que la matriz de f tiene forma diagonal por bloques. Més precisamente:

Observacion 6.43 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea f : V — V una
transformacién lineal. Sean S y T subespacios de V invariantes por f tales que S&T =1V.

Supongamos que dim(S) = s > 0, dim(T) = ¢ > 0. Sean Bg = {v1,...,vs} y Br =
{wy,...,w;} bases de Sy T respectivamente. Entonces

B=BsUBp={v1,...,vs,w1,...,w¢}

(A0
|f‘B - < 0 A2 > )
donde A; € K¥*%y Ay € K'™'. Més atin, si fi, : S — Sy fj, : T — T son las restricciones,
se tiene que Ay = |fi;|Bs ¥ A2 = |fi,|Br-

es una base de V' y

Esto nos lleva a la siguiente definicion:

Definicién 6.44 Sea V un K-espacio vectorial y sea f : V — V una transformacion lineal.
Sea S C V un subespacio f-invariante. Un complemento invariante para S es un subespacio
T de V tal que T es f-invariante y S®T = V.
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Observamos que dada una transformacién lineal f : V' — V y un subespacio S de V
invariante por f no siempre existe un complemento invariante para S.

Por ejemplo, sea f : R? — R? definida por f(x,y) = (0,2). Entonces S = < (0,1) > es f-
invariante (S = Nu(f)), pero no admite un complemento invariante. En efecto, si S&T = R?,
entonces dim T = 1. Luego, si T es f-invariante, T = < v > con v € R? un autovector de f.
Ahora, el conjunto de autovectores de f es S — {0}, con lo que v € S, contradiciendo que T
es un complemento para S.

En el caso en que V sea suma directa de subespacios f-invariantes, podemos relacionar
los polinomios caracteristico y minimal de f con los de sus restricciones a estos subespacios:

Proposicion 6.45 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita y sea f:V — V una
transformacion lineal. Sean S y T subespacios f-invariantes de V tales que S & T = V.
Entonces:

i) Xp = Xf\s'XfIT
i) my = mem(my, ,my, )
Demostracion.

i) Se deduce inmediatamente de la Observacién 6.43.

1) Sea P = mcm(mf‘s , mf‘T). Puesto que S y T son subespacios f-invariantes de V', por
la Proposicion 6.42, se tiene que my, | myy my, | my. Luego P | my.

Por otro lado, por la Observacién 6.43, si Bg y Br son bases de S y T respectivamente,

y B = Bg U Bp, entonces
(A0
|f|B - ( 0 A2 )

con Ay = |f|S|BS y Ap = |f|T|BT'
Como my,_ | Py my | P, resulta que P(A;) =0y P(Az) = 0. Entonces, operando

por bloques,
Pt = (TG ply ) =0

de donde my | P.

Luego P = my, puesto que P y my son dos polinomios ménicos que se dividen mutua-
mente. U

6.5 Ejercicios

Ejercicio 1. Calcular el polinomio caracteristico, los autovalores y los autovectores de la
matriz A en cada uno de los siguientes casos (a € R):
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(Analizar por separado los casos K =Ry K = C)

(b3 wa() wan(h)

0 2 1 3 1 0 a 1 1
iv) A=|-2 0 3 v) A=[-4 -1 0 vi) A=11 a 1
1 -3 0 4 -8 -2 11 a

01 01 0 0 00
1 0 0

.. 1 010 1 000 .

vii) A= 01 0 1 viii) A= 010 0 ix) A= g i (1)

1 0 1 0 0 0 0 1

Ejercicio 2. Para cada una de las matrices A del ejercicio anterior, sea U una base de K"
y sea f: K™ — K" la tranformacién lineal tal que |f|y = A. Decidir si es posible encontrar
una base B de K" tal que |f|p sea diagonal. En caso afirmativo, calcular C(U, B).

Ejercicio 3. Sea f : R? — R? la transformacién lineal definida por:
flz,y,2) = (2 —2.y+2.2,—y,—x — 3.y —4.2)

i) Encontrar una base B de R? tal que |f|p sea diagonal.

n

-1 -2 2
ii) Calcular 0 -1 0 , Vn € N. (Sugerencia: ver Observacién 6.26.)
-1 -3 —4
-1 -2 2
iii) ¢Existe una matriz P € R3*3 talque P2=| 0 -1 0 |?
-1 -3 —4
Ejercicio 4.
i) Sea A = g I;) € K?*2. Determinar todos los a, b y ¢ € K para los que A es
diagonalizable.

ii) Probar que toda matriz A € C2*? es diagonalizable o bien es semejante a una matriz

. a 0
del tipo <1 a)'
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Ejercicio 5. Diagonalizar las matrices A € R"*" y B € R%%6 encontrando sus autovectores:

21 2 1 21

1 L L ! 1 21 2 1 2
b ! 21 21 21
A=11 1 1 1 y B = 1 2 192 1 2
21 21 21

1 1 1 1 1 21 2 1 2

Ejercicio 6. Se sabe que la matriz A € R?*? tiene a (1,—1) como autovector de autovalor
V2 y, ademds, X4 € Q[X]. Decidir si A es diagonalizable en R?*2. ;Es A tinica?

Ejercicio 7.

i) Sea A € R3*3 diagonalizable con tr(A) = —4. Calcular los autovalores de A, sabiendo
que los autovalores de A% + 2.4 son —1, 3 y 8.

ii) Sea A € R*** tal que det(A) = 6; 1 y —2 son autovalores de A y —4 es autovalor de la
matriz A — 3.14. Hallar los restantes autovalores de A.

Ejercicio 8. Sca A = ((1) }) € R2x2,

i) Probar que, para todo n € N, A™. 0\ _ ( Fn
1 Fn+1

la sucesién de Fibonacci (es decir, Fp =0, Fy =1y Fip1 = F; + Fi_1).

) donde Fj es el i-ésimo término de

ii) Encontrar una matriz P € GL(2,R) tal que P.A.P~! sea diagonal.

iii) Hallar la férmula general para el término F,, ¥V n € Ny (comparar con el Ejercicio 50
de la Seccién 1.5).

iv) Se define la sucesion {ay tnen, de la siguiente manera:

a0:0,a1:1,a2:1
Gpt3 = 6.ap42 —1l.apy1 + 6.0, VneN

Hallar una féormula general para el término a,, V n € Njy.

Ejercicio 9. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

{ x'(t) = 6x(t) + 2y(t)
y'(t) = 2x(t) + 3y(1)

con condiciones iniciales z(0) = 3, y(0) = —1.

Sugerencia: Hallar una matriz C € GL(2,R) tal que C~! <

cambio de variables (ggg) —Cc . (;”Eg )

g §> C sea diagonal y hacer el
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Ejercicio 10. Sea A € K™*™. Probar que A y A! tienen los mismos autovalores. Dar un
ejemplo en el que los autovectores sean distintos.

Ejercicio 11. Sea § : C*(R) — C*°(R) la transformacién lineal derivaciéon. Mostrar que
todo niimero real es un autovalor de ¢ y exhibir un autovector correspondiente.

Ejercicio 12. Analizar la validez de las siguientes afirmaciones:

i) A € R™ " inversible = 0 no es autovalor de A.
ii) A € R™ ™ inversible, z autovector de A = x autovector de A~1.

iii) A € R"*™ con n impar = A admite un autovalor real.

Ejercicio 13.

i) Sea f: K™ — K™ un proyector con dim(Im(f)) = s. Calcular X;. ;Es f diagonalizable?

ii) Sea K un cuerpo incluido en C y sea f : K™ — K™ un morfismo nilpotente no nulo.
Calcular X. jEs f diagonalizable?

Ejercicio 14. Sea A € R™" " que verifica A? + I,, = 0. Probar que A es inversible, que no
tiene autovalores reales y que n debe ser par.

Ejercicio 15. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea f : V — V una
transformacién lineal tal que dim(Im(f)) = 1. Probar que f es diagonalizable si y sélo si

Nu(f) N Im(f) = {0}.

Ejercicio 16. Sea D € K™*" una matriz inversible y diagonal. Sea f : K"*" — K™*" la
transformacién lineal definida por f(A) = D~1.A.D. Hallar los autovalores y los autovectores
de f y probar que es diagonalizable.

Ejercicio 17. Sea f : C" — C" una transformacién lineal. Probar que existe una base B de
C™ tal que |f|p es triangular superior.

Ejercicio 18. Sea A € C"*" y sean Ay, ..., A, las raices de X4 contadas con multiplicidad.

n

i) Probar que det(A) = H i

ii) Probar que tr(A4) = Z i
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Ejercicio 19. Sean A € K™*" y B € K™"*™,

i) Probar que las matrices (ABB 8) y <g BOA> en K(m+n)x(m+n) on semejantes.
ii) Deducir que, sin =m, Xa. g = X5 4.

Ejercicio 20. Dadas las matrices A € C?*2 y los polinomios P € C[X], calcular P(A) para:

i) A:(} (1)) A P=X-1,b)P=X2—1, ¢) P=(X 1)

if) A_(Z OZ_>,P_X3Z'.X2+1+1'

Ejercicio 21. Sea A € R"*™. Probar que el minimal de A como matriz real y el minimal de
A como matriz compleja coinciden.

Ejercicio 22. Hallar el polinomio minimal de las siguientes matrices (comparar con el poli-
nomio caracteristico):

i) <_42 1) i) G (1)) iii) (g 2) iv) (i

= O
N~

1 00 11 1 10 0 00 1
v) [0 1 0 vi) [0 1 1 vii) [0 2 0 vii) [0 1 0
00 1 00 1 00 2 100
10 0 0 0 -1 0 0 1 i1 0
) (1 1 0 0 g |10 0 o @ [0t
00 -1 0 1 2 -1 0 002 0
00 0 -1 3 4 0 -1 000 2
a 0 0 0 a 0 0 0 a 0 0 0 a 00 0
aiy[0@ 0 0) gfltae o o) a0 0} 100
00 a0 00 a 0 01 a 0 01 a0
000 a 00 1 a 00 0 a 00 1 a

Ejercicio 23. Calcular el polinomio minimal para cada una de las siguientes transformaciones
lineales:

i) f:Ro[X] — Ry|X], f(P) =P +2.P
11) f:Rnxn _)]Rnxn7 f(A) :At
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Ejercicio 24. Sea A € K™*" la matriz

o o o0 ... 0 —ap
1 0 O 0 —aq
A= 0 1 0 0 —as
0 0 0 ... 0 =—ap_2
o 0 0 ... 1 —ap_

Calcular su polinomio minimal y su polinomio caracteristico. Comparar con lo calculado en
la Seccién 5.4.

Ejercicio 25. Sea § : R[X]| — R[X] la transformacién lineal derivada. Probar que ¢ no
admite ningin polinomio minimal.

Ejercicio 26. Utilizando el Teorema de Hamilton-Cayley:

i) Calcular A* —4.4% — A2 + 2.A — 5.1, para A = (3 _31) .

1 0
ii) Calcular A% para A= |1 0
0 1

o O O

-1
5
binacién lineal de Ay de I5.

iii) Dada A = (_1 > expresar a A~ como combinacién lineal de A y de I5.

iv) Dada A = , expresar a (2.4* — 12,43 +19.42 — 29.4 — 37.15) ! como com-

0 1 1
v) Dada A= |1 0 1|, calcular A=, A3y A=3.
01 0
2
vi) Calcular | 1
1

Ejercicio 27. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea f : V — V una
transformacién lineal. Probar que f es un isomorfismo si y sélo si el término constante de X
es no nulo. En dicho caso, hallar la expresién general de f~! como polinomio en f.

Ejercicio 28. Exhibir una matriz A € C**™ tal que A%+ I,, = 0. Comparar con el Ejercicio
14.
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Ejercicio 29.

i) Sea f : R? — R? la transformacién lineal definida por f(x,y) = (z + 3.y, 3.z — 2.).
Hallar todos los subespacios de R? que sean f-invariantes.

ii) Sea fp : R? — R? la rotacién de angulo 6. Probar que, para todo 6 # k.7 (k € Z), fo
no es diagonalizable. Hallar todos los subespacios de R? que sean fg-invariantes.

iii) Sea § € Ry gy : C2 — C? la transformacién C-lineal cuya matriz en la base canénica es

cosf) —senf
90| 5 =

senf) cosf

.Es gp diagonalizable? Hallar todos los subespacios de C? que sean gyp-invariantes.

Ejercicio 30. Sea f : R™ — R” una tranformacién lineal nilpotente tal que f* = 0y
f™~1 £ 0. Probar que existe un hiperplano de R™ que es f-invariante pero que no admite un
complemento f-invariante (comparar con el Ejercicio 23. ii) de la Seccién 3.8).

Ejercicio 31.

i) Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea f : V' — V una transformacién
lineal diagonalizable. Si S es un subespacio de V' f-invariante, probar que f :.S — S es
diagonalizable.

ii) Sean A, B € K"*" tales que A.B = B.Aysea E\ = {r € K" /Ax = A.x}. Probar
que E) es B-invariante.

iii) Sean A, B € K™*™ dos matrices diagonalizables tales que A.B = B.A. Probar que
existe C' € GL(n, K) tal que C.A.C~! y C.B.C~! son diagonales. (Es decir, Ay B se
pueden diagonalizar simultdneamente.)

Ejercicio 32.

i) Hallar una matriz A € C3*3 tal que ma(X) = X — 5X?% + 6X + 8. Decidir si A es
diagonalizable.

ii) Hallar una matriz A € C**4 tal que ma(X) = X* +4X3 +8X2 48X + 4. Decidir si A

es diagonalizable.

Ejercicio 33. Sea A € K>,

i) Probar que si A es nilpotente, entonces existe k € N tal que m4(X) = X*. Calcular
todos los autovalores de A.

ii) Si K = C y el unico autovalor de A es el 0, probar que A es nilpotente. ;Qué pasa si
K=R?

Ejercicio 34. Sea A € C"*"™ una matriz de traza nula. Probar que A es semejante a una
matriz que tiene toda la diagonal nula.



