Capitulo 5

Determinantes

Los determinantes aparecieron originalmente al tratar de resolver sistemas de ecuaciones li-
neales. A continuacién vamos a dar una definicién precisa de determinante y a relacionarlo,
entre otras cosas, con la inversibilidad de matrices.

b . . . PO
¢ a) e inversible si y sélo si
ad — be # 0 (ver Ejercicio 11, Seccién 2.5). Este escalar ad — be se llama el determinante de
la matriz A. Para n > 2, el determinante de una matriz en K™*" es también un escalar que

se calcula a partir de los coeficientes de la matriz.

En el caso de matrices en K2*2, sabemos que A =

5.1 Definicién y ejemplos basicos

Existen distintas definiciones de determinante. La definicién que daremos introduce al deter-
minante como una funcién particular de K™*™ en K.

5.1.1 Funciones multilineales alternadas

En esta seccién daremos la definicion y estudiaremos algunas propiedades basicas de funciones
multilineales y alternadas, las que nos permitiran definir el determinante.

Notacion. Dada una matriz A € K™*™ cuyas columnas son Aj,..., A, escribiremos A =

(A1 | Ag| ... ] An).

Definicién 5.1 Una funcién f: K™*" — K se dice multilineal alternada (por columnas) si
para cada 1 < i < n:

D) (AL LAt AL L ARy = F(AY e Ag | L Aa) 4 F(AL ]| AL A,
i) f(AL] . [ ANA | JAp)=A-f(A1]...]Ai|...] An) paratodo \ € K.
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i) f(AL|...| A |...] A |...|An) =0paracada j#i, 1 <j <n (es decir, si la
~ —~

col. i col.j
matriz A tiene dos columnas iguales, f(A) = 0).

Notar que los {tems i) y ii) dicen que si f : K™*™ — K es multilineal, para cada columna
1, una vez fijados los valores de las columnas restantes, se obtiene una funcién lineal en la
columna, .

Ejemplos.
1. f: K™ — K es multilineal alternada si y sélo si f es lineal.

a

2. f: K?*2 — K definida por f( ¢ d

) = ad — bc es multilineal alternadas:

!/
i)f<a+a b)(a+dmb@+cqadm+aﬂbd

c+c d
a b a b
(ea)r(ea)

Andlogamente se prueba la aditividad en la segunda columna.

ii) f( ;\\Z Z):)\ad—b)\c:)\(ad—bc)z)\-f<LCL Z)paratodo)\eK,ylo

mismo vale en la segunda columna.
iii) f< Z Z ) = ab— ba = 0.

En la siguiente proposicién damos algunas de las propiedades bésicas que verifica toda
funciéon multilineal alternada.

Proposicién 5.2 Sea f: K™*" — K multilineal alternada. Entonces

i) f(AL]...] 0 |...]4,)=0 V1<i<n.
col. i
i) flAL Al A A)=—=F(A ] ] A ] A | ] A
col. i col. j
iii) f(AL | |Ai+ad; | A | A =F(AL . A A An).
N—_——
col.i
i) Si Ay =3 ajA;, entonces f(Ar1]...|A4;|...] A,) =0.

J#i



5.1 Definicién y ejemplos basicos 109

Demostracion.
W) f(AL] |0 | Ay) = F(Ar ... [0.0] ... | A) =0-f(A1|...|0]...| Ay) = 0.

1) Sea A € K™*™. Consideremos la matriz que en las columnas ¢ y j tiene la suma de
las columnas i y j de A. Por la definicién de funcién multilineal alternada se tiene que

flAL] ... |A+Aj|...]Ai+A4;]...] A,) =0y, por lo tanto, vale:
0 = flAL]... A . JA+A]|...|A)+
+ (AL A A A A
= f(AL .. A JA A F (AL A TA A +
F (AL A A AR (AL A A AR
= flAL|... A JAj | A+ f(AL A | A A,
de donde
FlAL A A A =—f(AL LA A ] A

iii) Se tiene que

=f( A T A A A Faf (A LA A A =
= F(AL LA A ] A,

donde la primera igualdad es consecuencia de i) y ii) de la Definicién 5.1, y la tercera
se deduce de iii) de dicha definicién.

n
iv) Si A; = > «aj;A,, entonces
j=1

J col.t

JF#i ~ A
FCALL A LAY = f(AL ] D) DAy An)
. i
= Y oif(Ar]...| A || Ay) =0, O
i ~~
j#i col.1i

Podemos ahora caracterizar facilmente todas las funciones multilineales alternadas de I 22
en K y ver cémo puede definirse el determinante en este caso particular.

Ejemplo. Hallar todas las funciones multilineales alternadas f : K2*2 — K.
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Si f: K?*? — K es multilineal alternada, entonces:

f(ccl 2) = f(g Z)—i—f((c) Z) (Def. 5.1 1) en primera columna)

_ f(g 3)+f<g )+f<2 8)+f<2 2)

(Def. 5.1 1) en segunda columna)
a 0 0
(o) (e

) (Prop. 5.2 i))
- ad.f((l) (1))+cb.f<

—  (ad—cb). f( - ) (Prop. 5.2 if))

QU O

o o

= O
O =
N

(Def. 5.1 ii))

Por otro lado, toda funcién de este tipo es multilineal alternada (comparar con el Ejemplo 2
de la pagina 108). Luego, todas las funciones multilineales alternadas f : K?*? — K son de

laformaf<ccl Z)za(ad—bc) con a € K.

Vemos entonces que una forma posible de definir una funcién de K2*2 en K que coincide
con lo que conocemos como determinante en dicha situacién es como la tnica funciéon f
multilineal alternada tal que f(Iz) = 1.

En la préxima seccién, generalizaremos lo que hemos visto en el ejemplo anterior para
matrices en K2*? a matrices en K™*" para n € N arbitrario.

5.1.2 Existencia y unicidad del determinante

El siguiente lema que relaciona una funcién multilineal alternada definida en K (+1)x(n+1)
con otras definidas en K™*™ serd la base para un argumento recursivo que nos permitird
probar la unicidad de la funcién determinante.

Lema 5.3 Sea f : K"tUX(+) K yna funcion multilineal alternada tal que f(In41) = a.
Sea i con1<i<n+41. Sedefine f; : K™"™ — K como

ail aq4—1 0 ai g A1n
ai—11 ... @i—15-1 0 aj_15 ... Gi—1n
fl(A) :f 0 0 1 0 0 si A= (ajg)lgj,lgn.
a;1 o Qi1 0 Q; Qi n
Ap1 N Qp5—1 0 [47°%% N Apyn

Entonces f; es una funcidn multilineal alternada y f;(I,) = a.
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Demostracion. De la definicién de f; y del hecho que f es multilineal alternada, se deduce
facilmente que f; es multilineal alternada.

Ademds, fz(In) = f(In-‘rl) = . U

Veamos cémo puede utilizarse este resultado para hallar una funcién multilineal alternada
de K3*3 en K con un determinado valor sobre I3 conociendo las funciones multilineales
alternadas de K2*? en K:

Ejemplo. Hallar f : K3*3 — K multilineal alternada tal que f(I3) = 1.

Supongamos que f satisface lo pedido. Entonces

a b c 1 b ¢ 0 b ¢ 0 b ¢

fl d e k = af|l 0 e kK |)+df| 1 e kK |+g.f| 0 e &k
g h i 0 h 1 0 h 1 1 h 4

1 0 0 0 b c 0 b ¢

= af|l 0 e kK |+dfl 1 0 0 |)+g.f| 0O e k

0 h 1 0 h 1 1 00

1 0 0 b 0 ¢ b ¢ O

= af| 0 e kK |—=df|l 0 1 0 |)+g.f| € k£ O

0 h 1 h 0 i 0 0 1

= a~fl<z ];)—d-fz(z §>+9~f3<2 Ii)

Por el lema anterior, fi, fa, f3 : K?*? — K son funciones multilineales alternadas que en la
identidad I3 valen 1. Pero ya vimos, en un ejemplo anterior, que hay una tnica funcién que

cumple esto, a saber, fy : K22 — K, definida por fy ( ?; ? ) = ad—[3~. En consecuencia
a b c
fl d e k | =a(ei—hk)—d.(bi— hc)+ g.(bk — ce).
g h 1

Ademas, esta f cumple lo pedido con lo cual resulta que es la unica funcién multilineal
alternada tal que f(I3) = 1.

El siguiente teorema nos permite definir la nocién de determinante en general.

Teorema 5.4 Sea o € K. Para cada n € N, eziste una unica funcion multilineal alternada
f: K™ — K tal que f(I,) = a.

Definicién 5.5 La tnica funcién multilineal alternada f : K™*™ — K tal que f(I,) =1 se
llama el determinante de orden n.
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Demostracion. Dada A € K™ TD>(+1) notaremos A(i|j) € K™ ™ a la matriz que se obtiene
al suprimir la fila 7 y la columna j de A.

Existencia. Por induccién en n.

Para n = 1, definimos f : K'*! — K, f(x) = a.z, que es multilineal alternada y cumple

f(1) =a.

Supongamos que existe g : K"*" — K multilineal alternada tal que g(I,,) = «. Definimos
f: K(rtx(n+h) K como

n+1
FA) =D (=) an.g(A(Lli) st A= (a0 e<nir-

i=1

Veamos que f es multilineal alternada y que f(I,,) = a.

i) Sean A = (Ay | ... | A | oo | A1), A = (A | oo | AL | oo ] Au) y
A= (A ].. | Ax + AL | ... | Any1). Entonces
_ n+1 ) . »
FA) = Y (=D ar g(AQ)) + (=) (ark + aiy) g(A(L[K))
ot
n+1 ) n+1
= > (D)™ layg4 +Z 1) lay; g(A'(1]0)) +
iZh iz
+ (=) awe g(AQLK)) + (=) ayy g(A'(1]K))
= f(A)+ f(A).
i) Sea A= (Ay|...| Ap|...| App1) ysea A= (Ay|...| Mg |...| Ans1). Entonces
~ n+1 . ~
f(4) Y (=1 an g(A1) + (=1 Xay g(A(1[R))
ik
n+1 )
= > (=D a Ag(A(L) + (1) Nark g(A(1]R))
i
= X f(A).
iii) Sea A= (A |...|4;]...] A4, |...| Ant1), donde la k-ésima columna coincide con la

j-ésima (k > j). Entonces

n+1

F(A) = Y0 (=1 ari (A1) + (1) agy g(A(LL) + (=1 ay; g(A(LIR)).

i=1
iFk,j
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Observamos que para cada i # j, k, la matriz A(1]7) tiene dos columnas iguales, con lo
que g(A(1]7)) = 0. Ademds A(1|j) y A(1|k) sblo difieren en la posicién de una columna:
la j-ésima columna de A(1|k) es la (k — 1)-ésima columna de A(1|j). En consecuencia,
A(1|j) puede obtenerse a partir de A(1]k) mediante k — 1 — j intercambios de columnas
y por lo tanto, g(A(1|k)) = (=1)*"1=7g(A(1]j)). Luego

FA) = (=17 ay; g(AQ7) + (1) ay; (1)1 (A1)
(=17 + (=1) ) a1z g(A(1]5)) = 0.

Esto prueba que f es multilineal alternada.

Calculemos f(I,+1). Se tiene que

n+1

FTngn) =Y (=D (Tnga)1s g1 (1) = (=1)*.1. g(In) = .
i=1

Unicidad. Por induccién en n.

Para n = 1, basta tener en cuenta que f : K'*! — K es multilineal alternada si y sélo si es
lineal. Por la condicién f(1) = «, resulta que la dnica funcién con las condiciones requeridas
es f(z) = a.x.

Supongamos que hay una tnica g : K™*"™ — K multilineal alternada con g(I,,) = a.

Consideremos f : K(+D)x(+1) . K multilineal alternada tal que f(I,,;1) = . Sea
A= (a;;) € K +Dx(n+1)  Por Jinealidad en la primer columna, se tiene que

0 a2 N A1n+1
n+1 0 A;—12 oo Q-1 n41
f(4) = Z ain- fl 1 a2 ... Gingr
i=1 0 ajp12 -+ Gitint
0 any12 -+ Gpyint
Restandole a la columna j la primer columna multiplicada por a;; para j = 2,...,n+ 1, por
la Proposicién 5.2 iii) tenemos que
0 ai2 . A1n+1
n+1 0 a;—12 oo Qi—1n41
fA) =>an. f| 1 0 0
i=1 0 ai+12 oo Qi1 n41

0 apy12 ... Gpyingt
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ai12 e a1 0 a1i41 NN A1n+41
n+1 4 ai—12 .- @i—1; 0 @Gi—1441 -0 Gicingl
:§ (=) tay . f 0 0 1 0 0
i=1 Qiy12 oo Gig1i 0 @iq1ip1 oo Qiplngl
ny12 -+ Gui1i 0 Gui1ip1 oo Gpgingl
n+1
1 )
= > (=" Man - fi(A(i[1).
i=1

Por el Lema 5.3, f; : K™ — K es una funcién multilineal alternada y f;(I,) = «, luego
debe ser f; = g. Por lo tanto, f(A) es necesariamente

n+1

FA) =) (=) ai . g(AGiD),

=1

de donde f es tunica. O

De la demostracion anterior se deduce inmediatamente el siguiente resultado:

Corolario 5.6 Sea A € K"*™. Si para cada v € N, det : K"™*" — K denota la funcion
determinante de orden r (quedando en claro por el contexto de qué funcidon determinante se
trata), entonces

n n

det(A) =Y (=1)"a; . det(A(i[1)) =) (=1)"ay; . det(A(1]i)).

i=1 =1

Las férmulas recursivas para el cdlculo del determinante de una matriz dadas en el corolario
anterior se llaman el desarrollo del determinante por la primera columna y por la primera fila
respectivamente.

0
Ejemplo. Calcular det(A), siendo A = 0

O = O N
— O = O

1
1
-1 0
1 0

Utilizando la férmula del desarrollo por la primera fila del Corolario 5.6 obtenemos:

200 Lo 01 0

det = (=1)22.det{0 -1 0|+ (-1)°L.det| 1 0 -1
Lo -0 1 1 0 01 1
01 1 0

2. ((—1)2~1.det(_11 8)+(—1)4.1.det<(1) _11>)+
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+ (—1) ((1)3.1. det (é 11>>

= 2.041)+ (-1)(-1) =3

5.2 Propiedades del determinante

En esta seccién estudiaremos algunas propiedades bésicas de los determinantes que facilitan
su célculo.

5.2.1 Determinante de la transpuesta de una matriz

La identidad enunciada en el Corolario 5.6 nos permite deducir el siguiente resultado:
Proposicién 5.7 Sea A € K"*™. Entonces det(A) = det(A").

Demostracion. Probaremos la igualdad por induccién en n:
Para n = 1, no hay nada que probar.

Supongamos que vale para n y sea A = (a;;) € K VX1 Entonces

n+1 n+1
det(A") = > (=1)TH(A")y;det(A(1]i) = D (—1)"a; det(A(1]i)")
i=1 =1
n+1
= Y (1) a; det(A(i[1)) = det(A). 0

Observacion 5.8 La definicién de funcién multilineal alternada podria haberse dado en
términos de las filas de las matrices, en lugar de respecto de las columnas, y se hubiese
obtenido la misma funcién determinante.

5.2.2 Matrices triangulares

Un caso en el que es muy facil calcular determinantes es el de las matrices triangulares. Lo
veremos para matrices triangulares superiores, pero el mismo resultado vale para una matriz
triangular inferior.

Proposicién 5.9 Sea A = (ai;) € K™*" una matriz triangular superior. Entonces det(A) =

n
H Qi;.
i=1

Demostracion. Probaremos la validez de la formula por induccién en n:

Para n = 1, no hay nada que hacer.
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Supongamos que vale para n y sea A = (a;;) € K+Dx(+1D) yna matriz triangular
superior. Entonces

n+1
det(A) = S (— 1) agy det(A(i[1)) = a1y det(A(1[1)),

=1

puesto que por nuestra hipdtesis sobre A, se tiene que a;; = 0 para cada i > 2.
Ahora, la matriz A(1|1) € K™*™ es triangular superior y entonces, por hipétesis inductiva,
n n+1
det(A(1]1)) = TT (A(1]1));; = Il @ii- En consecuencia,
j=1 i=2
n+1
det(A) = ayy det(A(1]1)) = [ au,
i=1

que es lo que se queria probar. O

Observacién 5.10 Dado que el determinante es una funciéon multilineal alternada por fi-
las (ver Observacién 5.8), podemos calcular el determinante de una matriz trianguldndola,
teniendo en cuenta el cambio del determinante de acuerdo a la operacién elemental efectuada:

F1 Fl
F; F;
o det . — _ det : Inter.cambzgr dos filas .
: . cambia el signo del determinante.
F; F;
F, F,

F1 Fl

“Multiplicar una fila por una constante no nula’

Fi | = F; o :
o det A_ ‘ Adet .’ multiplica el determinante por esa constante.

F, F,

I Fi
F; + )\Fj F;
“ 4 s bhl
o det : — det . Sumarl'e a una fila un maltiplo de otra
: : no modifica el determinante.
F; F;
F, F,

El determinante de la matriz triangular obtenida es el producto de los elementos de su
diagonal.
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20 0 1
. , 01 0 1
Ejemplo. Calcular det(A), siendo A = 10 -1 0
01 1 0
2.0 0 1 L0 =10 0o
01 0 1 01 0 1 01 0
detly g 1 0) =79 20 0 1]7 %90 2 1|7
01 1 0 01 1 0 oL b0
10 -1 0 1 0 -1 O
01 0 1 01 0 1
= —det 00 2 1 = —2det 0 0 1 % B
10 -1 0
01 0 1
= —2det | o o 1 = 3.
00 o -3

3
5.2.3 Desarrollo del determinante por una fila o columna

Veremos ahora férmulas para el determinante andlogas a las del Corolario 5.6 en las cuales la
primera columna (o fila) de la matriz es reemplazada por cualquier otra columna o fila.

Sea A € K™" A = (a;;). Sean Aj,..., A, las columnas de A. Observemos que se
puede ubicar la j-ésima columna de A en el lugar de la primera, sin modificar el orden de las
restantes, por medio de j — 1 intercambios de columnas. Entonces

det(A) = (71)j71 det(Aj | A1 | A2 | . | Aj,1 ‘ Aj+1 | . | An)

- (_1)j—1(i(_1)1+iazj det(A(il)))

= 3 (1) ay; det(Adil5)),
i=1
lo que da una férmula para el desarrollo del determinante de una matriz por la j-ésima
columna para 1 < j < n arbitrario. Usando que det(A) = det(A?), se prueba una férmula
para el desarrollo por la i-ésima fila para cualquier 1 < i < n.

Hemos demostrado el siguiente resultado:

Proposicién 5.11 Sea A = (a;;) € K™*". Entonces

det(A) = Z(fl)i”aij det(A(i|7)) para todo j con 1 <j<n

det(A) = (=1)"a;; det(A(il5)) para todo i con 1 <i < n.
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1 -2 1 2

. . 1 0 2 1
Ejemplo. Calcular det(A), siendo A = 1 0 2 0
1 0 1 0

Desarrollando el determinante por la segunda columna, se obtiene:
1 21 1 2 1
det(A) = (—=1)**2.(=2).det [ 1 2 0| =2.det[1 2 0|,
1 10 110

y desarrollando por la tercera columna el determinante del miembro derecho,

1 2

det(A) = 2. (—=1)' 3. 1. det (1 |

):2.(1.1—2.1):—2.

5.2.4 Determinante del producto de matrices

En esta seccién estudiaremos cémo se comporta el determinante con respecto al producto de
matrices. Para esto, probaremos en primer lugar un resultado sobre funciones multilineales
alternadas que nos sera de utilidad.

Proposicién 5.12 Sea f : K™*" — K multilineal alternada tal que f(I,) = «. FEntonces
f = a.det.

Demostracion. Como consecuencia de que det : K™*"™ — K es una funcién multilineal
alternada, se tiene que a.. det : K™*™ — K es multilineal alternada. Adem4s, («. det)(I,) = a.

Por la unicidad de las funciones multilineales alternadas (ver Teorema 5.4), resulta que
f = a.det. O

Proposicién 5.13 Sean A, B € K™*". Entonces det(A.B) = det(A). det(B).

Demostracion. Se define f: K™ — K como f(X) = det(A.X). Nuestro objetivo es probar
que para cada B € K™*™ se tiene que f(B) = det(A). det(B).

Observamos que la funcién f es multilineal alternada y calculamos su valor en I,,:

i) Paraicon 1 <i<n,

X | X+ X X)) =det (A(Xy | | X+ X || Xy,)) =
—det(AXy | ... | AX; | ... | AX,) +det(AXy | ... | AX]|...| AX,) =
— FX | I X e | X)) 4 F(X | | XD ] X)),

ii) ParaAe K,1<i<n,
FOX | [AXG | X)) =det (A(Xy | .. [AXG | ... | X)) =
(X X X))
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iii) Para 1 <i <mn,
f(X1|...|XZ-|.‘.|Xi|...|Xn):det(A.(X1|...|XZ-|...|XZ-|...|Xn)):
iv) f(I,) = det(A.I,) = det(A).

Por la proposicién anterior, resulta que f = det(A). det.
Luego, para cada B € K™*" se tiene que det(A.B) = f(B) = det(A). det(B). O

5.3 Determinantes y matrices inversibles

El objetivo de esta seccién es estudiar la relacién entre determinantes e inversibilidad de
matrices. Probaremos que una matriz A € K™*" es inversible si y sélo si su determinante es
no nulo. A continuacién, mostraremos que los determinantes pueden ser utilizados también
para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

5.3.1 Inversibilidad de matrices

El siguiente resultado, cuya demostracion se basa en la férmula para el determinante de un
producto de matrices vista en la seccién anterior, caracteriza la inversibilidad de matrices por
medio de determinantes:

Proposicién 5.14 Sea A € K"*™. Entonces A es inversible si y sdlo si det A # 0.

Demostracion.

(=) Supongamos que A € K™*" es inversible. Entonces existe una matriz B € K™*™ tal
que A.B = I,,. Aplicando el resultado de la Proposicién 5.13 se obtiene que

1 =det(l,) = det(A.B) = det(A). det(B),
de donde se deduce que det(A) # 0.
(<) Sidet(A) # 0, entonces las columnas de A son linealmente independientes (ver Propo-
sicién 5.2 iv)) y, por lo tanto, A es inversible (ver Ejercicio 17, Seccién 2.5). (]
5.3.2 Adjunta de una matriz

Dada una matriz A € K™*™, podemos asociarle una matriz, cuyos elementos se calculan a
partir de determinantes de submatrices de A que, en el caso en que A sea inversible, nos
permitird obtener la inversa de A.
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Definicién 5.15 Sea A = (a;;) € K™*". Se llama adjunta de A, y se nota adj(A4), a la
matriz adj(A) € K™*" definida por

(adj(A))ij = (=1)"" det(A(j2)).

Ejemplo. Sea A = . Entonces la adjunta de A es la matriz

L
N = Ot
S = N

-2 4 3
): 1 -2 3

—_
\G]
~_
|
Q.
)
-+
7N
[N
— N

(
adj(A) = —det<f é) —I—det(l :
(

2 1 1 5 1
+ det 1 2) —det(1 2) +det<2

Si calculamos A. adj(A), tenemos que

= Ot
—

9 0
Aadj(A)=| 0 9
0 0

1
de donde se deduce que A~! = 9 adj(A). Teniendo en cuenta que det(A4) = 9, resulta que

.adj(A4).

En el ejemplo anterior obtuvimos una relacién entre la matriz A, su adjunta y su deter-
minante. La siguiente proposiciéon muestra que lo mismo sucede en general.

Proposicién 5.16 Sea A € K™*™. Entonces A.adj(A) = det(A). I,,. Luego, si det(A) # 0,

se tiene que A~ = detl(A).adj(A).

Demostracion. Sea A € K™*", A = (a;;). Entonces
(A.adj(A)ke = Y agi- (adj(A))ir = Y ag; (—1)" det(A(e]i)).
i=1 i=1

Si k = ¢, entonces (A.adj(A))er = > (—=1)"**ay; det(A(£]i)) = det(A), puesto que la sumato-
i=1
ria resulta ser el desarrollo de det(A) por la ¢-ésima fila.
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Por otro lado, si k # ¢, se tiene que (A.adj(A))xe = Y. (1) ay; det(A(L]i)) = 0, puesto
i=1
que se trata del desarrollo por la (-ésima fila del determinante de la matriz A*% definida por

sii=1/

CLZ‘j
(9]
que tiene dos filas iguales.

La segunda parte de la proposicién se deduce inmediatamente de la igualdad A. adj(A)

det(A).I,. O

5.3.3 Regla de Cramer

Por ultimo en esta seccién presentaremos la regla de Cramer, que permite obtener la (tnica)
solucién de un sistema lineal no homogéneo cuya matriz asociada es inversible por medio de
determinantes.

Proposicién 5.17 (Regla de Cramer) Sea A = (a;;) € K™*" una matriz inversible, y sea
be K™ 1. Entonces la (iinica) solucién del sistema lineal A.x = b estd dada por

ai1 ari—1 b a144+1 Q1n
as1 azi—1 by a4 a2n
det . .
o an1 Qpi—1 bn ap, 1+1 Apn para Z . 1 n
! det A e

Demostracion. Multiplicando la ecuacién A.z = b por adj(A), se tiene que
adj(A).A.x = adj(A).b.

Por la proposicién anterior y el hecho que A es inversible, adj(A).A = A.adj(A4) = det(A). I,,.
En consecuencia,

det(A).z = adj(A).b.
Sea 1 < i < n. Entonces, de la igualdad anterior, resulta que

n

det(A).x; = (adj(A).b)ix = > (1) det(A(j]i)) by = Y (—1)""b; det(A(j]i)) =
j=1 j=1
a1 ari—1 b a1i41 A1n
a21 azi—1 bz azit1 a2n
= det . . )
an1 Gni—1  bn Ani+1 Ann

de donde se deduce la férmula del enunciado de la proposicion.
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La regla de Cramer en general no se utiliza para resolver sistemas de ecuaciones lineales,
pero es 1til para derivar resultados tedricos sobre las soluciones de esta clase de sistemas.

Ejemplo. Sea A € Z™*™ tal que det(A) = +1 y sea b € Z". Entonces el sistema lineal
A.x = b tiene solucién en Z™.

Sea zg € Q" la solucién del sistema A.x = b. Por la regla de Cramer, sabemos que cada
coordenada de xg se obtiene como el cociente entre el determinante de una matriz cuyos
coeficientes son coeficientes de A y de b, y el determinante de la matriz A. Como tanto los
coeficientes de A como los de b son nimeros enteros, el determinante que aparece en cada
numerador es un nimero entero y, puesto que det(A) = +1, el cociente resulta entero. Luego
xg € Z".

5.4 Calculo de algunos determinantes

Ejemplo. Calcular el determinante de la matriz A € K™*™ definida por:

t 0 0 0 ao

-1 t 0 0 0 aq

0 -1 t 0 0 a2
A= 0 0 -1 0 0 as

0 0 0 ... -1 t  apno

0 0 0 0 -1 t+ap-1

Probaremos, inductivamente, que det(A) = t" + a,_1t" "' + - + ait + ao.

Para n = 2:

t a
det( o t+0a1 )t(t+a1)+aot2+a1t+ao.

Supongamos que vale para toda matriz de este tipo en K"*". Entonces, dada una matriz
de esta forma en K("*tDx(+1) desarrollando el determinante por la primera fila, y aplicando
luego la hipdtesis inductiva resulta que

t 0 0 0 0 ag
-1 t 0 0 0 ay
0 -1 ¢t 0 0 aso
det 0 0 -1 0 0 as =
0 0 0 -1 ¢ Ap_1

0 0 o ... 0 -1 t+an
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t 0 0 ... 0
-1t 0 0 a
= ¢. det -1t 0 a + (=1)"2ae(-1)" =
0 0 0 ... t ap,
0 0 0 ... =1 t+ay

=t(t"+ant" o day) Fag =" ant™ 4+ -+ art + ao.

Ejemplo. Dados ki, ..., k, € K se define la matriz de Vandermonde:

1 1 e e 1
k1 T
Viki, koy. .. k) = k3 k2 ... .. k2 c KM,
[ 7 U
Entonces det (V(k1, ko, ... kn)) = [ (% — ki)
1<i<j<n
Vamos a probarlo por induccién en n:
Para n = 2,
1 1
det (V(kl, kg)) = det < kl kz ) = kQ — kl,
y por lo tanto, la formula vale.
Supongamos ahora que vale para n y calculemos det (V(k:l, koy... kn, k;n+1)). Se tiene
que
1 1 ... ... 1
ki ka ... ... knpg
det (V(kl,kg,...,kn+1)) = det ]{J% k% k%+1
O
Parai=n,n—1,...,2 ala i-ésima fila de esta matriz le restamos k; veces la fila i — 1 y
obtenemos:
det (V(kl, ]{32, ey k7z+1)) =
1 1 1 e 1
0 ko — Ky ks — k1 kny1 — k1
= det 0 k3 — kiko k3 —kiks ... k2, —kikng
I o e O L)
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1 0 0 e 0
0 ko — k1 ks — k1 kni1 — k1
= det 0 (kg - kl)]ﬂg (kg - kl)]ﬂd . (knJrl — kl)kn+1
0 (ke —k)ky™" (ks —k)kE ™" o0 (kpgr — K1)kl
" 1 1 ... 1
= [k = k). det k2 ks B
= S e R
n+1
= H(kj — k1) . (kj — ki)
j=2 2<i<j<n+1
= JI & -k
1<i<j<n+1
Observacion 5.18 Del ejemplo anterior se deduce que, si ki, ..., k, € K son escalares dis-
tintos, la matriz V(kq,...,k,) € K™*™ es inversible, pues su determinante es no nulo.

La matriz de Vandermonde se relaciona con el siguiente problema de interpolacién: dados
g, - .., an € K escalares distintos, y (o, . . ., O, € K escalares arbitrarios, hallar un polinomio

n .

P =5 a;X" € K[X] de grado menor o igual que n tal que P(«;) = §; para cada 0 < ¢ < n.
i=0

Estas condiciones dan lugar a un sistema de ecuaciones lineales para los coeficientes de P:

(V(ag,-..,an))z =6

donde z; (0 < i < n) representa el coeficiente de X’ en Py 3= (By,...,8,) € K"+1.

Ahora, siendo (V(ap, ..., ay))! una matriz inversible (por ser ay, ..., o, escalares distin-
n

tos), este sistema tiene solucién tnica (ay,...,a,) € K"l y el polinomio P = Y a;X*
i=0

1=
cuyos coeficientes son las coordenadas de esta solucién resulta ser el inico polinomio de grado
menor o igual que n que satisface P(«;) = §; para cada 0 < i < n (polinomio interpolador de
Lagrange).

5.5 Rango de una matriz y determinante

De acuerdo a lo que hemos visto previamente, para decidir si una matriz es inversible, basta
verificar si su determinante es no nulo. En esta seccién veremos que, aun en el caso de una
matriz A no inversible, es posible determinar el rango de A calculando determinantes de
submatrices de A.

Definicién 5.19 Sea A € K"*™ ysean 1 <r <n,1 < s < m. Una submatriz de A en K"**
es una matriz B € K"*® que se obtiene suprimiendo n — r filas y m — s columnas de A.
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2 1 3
Ejemplo. Sea AcR¥>3, A= 2 2 1
1 4 1

. . 2 2 1 . .
e Una submatriz de A de 2 x 3 es, por ejemplo, < 141 ), que se obtiene al suprimir

la primera fila de A.

. . 2 . -
e Una submatriz de A de 2 x 2 es, por ejemplo, 9 i) ), que se obtiene al suprimir la

tercera fila y la segunda columna de A.

La relacion entre rango y submatrices con determinante no nulo viene dada por la siguiente
proposicién.

Proposicién 5.20 Sea A € K™*"™. Son equivalentes:
i) rg(A) > r.

it) Exziste B € K™*" submatriz de A con det(B) # 0.

Demostracion.

i) = ii) Si rg(A) > r, entonces existen r filas Fj,,..., F; (i < ... < i) de A que son
linealmente independientes. Consideramos la submatriz A’ de A formada por dichas
filas. Se tiene que A’ € K™*™ y rg(A’) = r. Esto tultimo implica que A’ tiene r
columnas Cj,,...,Cj,. (j1 < ... < j,) linealmente independientes.

Sea B € K"*" la submatriz de A’ cuyas columnas son Cj,,...,C; . Es claro que B es
una submatriz de A y, como sus columnas son linealmente independientes, det(B) # 0.

1i) = i) Supongamos que B € K"*" es una submatriz de A con determinante no nulo. En-
tonces, las columnas de B son linealmente independientes.

Consideremos la submatriz A’ € K"*™ de A que resulta de suprimir las mismas filas
que para obtener B (pero sin suprimir ninguna columna). Entonces las columnas de
B son algunas de las columnas de A’, con lo que rg(A4’) > rg(B) = r y, por lo tanto,
rg(A’) = r, pues A’ tiene r filas.

Finalmente, observemos que las filas de A son algunas de las filas de A’, de donde
rg(A) > rg(A') =r. O

De esta proposicién se desprende el siguiente resultado que permite obtener el rango de
una matriz estudiando los rangos de sus submatrices cuadradas.

Observacion 5.21 Sea A € K™*™ una matriz que posee una submatriz de r x r inversible,
pero no posee ninguna submatriz de (r + 1) x (r + 1) inversible. Entonces rg(A4) = r.
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5.6 Otra féormula para el determinante

Concluimos este capitulo dando una férmula alternativa para el determinante.

Fy
Fy
Dada A = (a;5) = | . € K™*" usando que el determinante es una funcién multilineal
Fy,
alternada por filas tenemos que
6,‘1
Fy
det(A) = Z ay;, det
1<i1<n :

F”L

donde e;, es el i1-ésimo vector de la base canénica de K™. Repitiendo el procedimento para
todas las filas tenemos que

€1
€iy
det(A) = E 14,24y « - - Qng,, det
1<iy i2,...,in<n
€;

n

Dado que, si una matriz tiene dos filas iguales, su determinante es cero, en la suma podemos
quedarnos sélo con los determinantes de las matrices cuyas filas son los n vectores distintos
de la base candnica, eventualmente cambiados de orden. Para facilitar la notacién, daremos
la siguiente

Definicién 5.22 Sea I, = {1,2,...,n} C N. Una permutacion de I, es una funcién
o : I, — I, biyectiva. El conjunto de todas las permutaciones de I,, se nota S,.

Luego,
€o(1)
€5(2)
det(A) = Z A16(1)026(2) - - - Ono(n) det
oESR

€o(n)

€a(1)

€s(2)

Como el determinante de la matriz . s6lo depende de la permutacion ¢ y siempre da
€a(n)

1 0 —1 (ya que la matriz se obtiene intercambiando filas de la matriz I,,), podemos definir
el signo de la permutacion o (que notaremos sg(o)) como dicho determinante. Usando esta
notacién, tenemos:
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Proposicién 5.23 Sea A = (a;;) € K"*". Entonces

det(A) = Z Sg(U) A15(1)25(2) - - - Ano(n)-
o€Sn

Observaciéon 5.24 Para calcular el signo de una permutacion o € S, basta considerar la

o (1)

€o(2)
matriz . y contar cudntos intercambios de filas se deben realizar para conseguir la

€o(n)

matriz I,,. Si el nimero de intercambios es r, el signo de la permutacién serd (—1)".

Nota. La definicién de signo de una permutacién puede darse independientemente de la
definicién de determinante. De esta forma, la identidad de la Proposicién 5.23 nos da una
funcién de K™*™ en K que puede probarse que es multilineal alternada y que en la identidad
vale 1 y por lo tanto es la funcién determinante. Esto nos daria una definicién no inductiva
del determinante independiente de nuestra definicién anterior.

5.7 Ejercicios

Ejercicio 1. Calcular el determinante de las siguientes matrices:

i) <43 é) ii) <_21 12) ii) —13 g —51

1 —4 -2

2 3 -2 5 5 4 -2 5

2 -1 3 4 -5 0 6 ) 2 -3 0 6

v (-1t 2 Vola o -1 7 Dol 0 2 0
4 -5 6 3 -4 8 -4 3 3 8

Ejercicio 2. Calcular el determinante de las matrices elementales definidas en la Seccién 2.3.

Ejercicio 3. Calcular el determinante de A € K"™*" siendo

0 0 0 a

0 0 az O
A= ..

0 anp—1 0 O
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Ejercicio 4.

i) Si Ae K™ Be K™*™y (C e K™™, sea M ¢ Kn+m)>("+m) 3 matriz de bloques

definida por M = <61 g) Probar que det(M) = det(A). det(B).
ii) Sean 71, ro,...,7, € Ny para cada i,1 < i < n, sea A; € K"*"i. Se considera la
matriz de bloques
A0 0o ... 0
0 A, 0 ... O
M = 0 0 As ... 0
0 0 0o ... A,

Calcular det(M).

Ejercicio 5. Calcular los determinantes de las siguientes matrices:

1 2 3 ... n x a a a
-1 0 3 n a T a a
)] -1 -2 0 n ii) a a = a
-1 -2 -3 0 a a a x

0 1 1 1 1

1 0 T x x

1 T 0 x x

iii)

»—
8

8
o
8

Ejercicio 6. Calcular inductivamente el determinante de A € R™*™:

2 1 0 0 ... ... O

1 2 1 0 0

o 1 2 1 0 0
A=

0 o 1 2 1 0

0 0 1 1

0 0o 1 2

Ejercicio 7. (Célculo alternativo para el determinante de la matriz de Vandermonde.) Dada
la matriz

1 U |
S R
Viki ko, ky) = | k2 k2 .. K2

EptokpTt oo kRt
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probar que det (V(kl,kg, .. ,kn)) = I (kj —k;) de la siguiente forma: Sin perder
1<i<j<n

generalidad se puede suponer que k; # k; si ¢ # j. Si se considera el determinante de

V(k1,ka,...,kn_1,X) como polinomio en X, probar que ki,...,k,—1 son sus raices y facto-

rizarlo.

Ejercicio 8. Calcular los siguientes determinantes:

l14a 1+b 1+c¢ 1+d 1 1 1 1
i 14+a?2 1406 142 1442 i) a? b 2 &P
1+a® 140 1+ 1+d° a® b S &P
14+a* 140* 14¢* 1+d* a* bv* &t at
1 1
Ejercicio 9. Sea A = (a;;) € R¥3 tal que A. | 2 | = | 2 |. Si det(A) = 3, calcular el
1 7
determinante de la matriz
a12 a2 a32
1 2 7

a11 + 2a13 a1 + 2a03  asy + 2ass

Ejercicio 10. Dadas las matrices A, B € R?*?

1 3 2 -1
=(d) =)
probar que no existe ninguna matriz C € GL(2,R) tal que A.C = C.B. (Y si no se pide que

C' sea inversible?

y sea B € R¥*3 B = (b;;), una

DO = =
W DN N

0
Ejercicio 11. Sea A € R3®*3 la matriz A = | 0
0
r

@

matriz tal que det(A + B) = det(A — B). Probar que B es inversible si y s6lo si by1 # bag.

Ejercicio 12.

i) Sea A € R™** la matriz

a b c d
b —a d —c
A= c —d —a b

d ¢ —-b —a

Probar que el sistema A.x = 0 tiene solucién unica si y sélo si a, b, ¢ y d no son todos
iguales a cero.

ii) Analizar la validez de la afirmacién anterior si A € C**%.
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Ejercicio 13. Sea A € K"*"™ y sea A € K. Probar que existe x € K", x # 0, tal que
A.x = Az siy solo si det(A — A.1,) = 0.

Ejercicio 14. Sean ag,...,a, € R, todos distintos y no nulos. Probar que las funciones
e .. e*® son linealmente independientes sobre R. Deducir que R® no tiene dimensién
finita.

n
Sugerencia: Derivar n — 1 veces la funcién ) ¢;e®".
i=1

Ejercicio 15. Calcular el determinante, la adjunta y la inversa de cada una de las siguientes
matrices:

9 3 2 =3 3 _11 1 g ?, cos 0 —sen
i) i)l -5 4 0 iii) -~ iv) 0 1 0
5 1 1 2 5 4
0 -2 2 10 1 sen 0 cos

Ejercicio 16. Sea A una matriz inversible. Calcular det(adjA). ;Qué pasa si A no es
inversible?

Ejercicio 17.

i) Resolver los siguientes sistemas lineales sobre Q empleando la regla de Cramer:

a) {B.xl — o =-3

T+ T =4 T1t+xetrztay = 0

—T7 +2.Z‘2 —4.$3+$4 =1

3.x1 —2.29+23=0 C) T1 — Tg — T3 — T4 = 4

b) { -1+ a2+ 223 =1 521 +x9—3x3+2.24 = 0
2.331 + o + 4..7?3 =2

ii) Resolver el siguiente sistema lineal sobre Z; empleando la regla de Cramer:

3r+y+2z = 1
T+ z = 6
20 +2y+2 = 3
a b c
Ejercicio 18. Sea A € R33 lamatriz A= | d e f |. Sesabe que
g h 1
1 b ¢ a 2 c a b -1
det |2 e f| =0, det|d 4 f|=0, y det|d e —-2]=0.
5 hoi g 10 i g h -5
Calcular det A.
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Ejercicio 19.

i) Sea A € K3*3 no inversible tal que A;;.A33 — A13.A31 # 0. Calcular la dimensién de
S={re K3 Ax =0}

ii) Sea A € K™*" no inversible tal que adj(A4) # 0. Calcular rg(A) y rg(adj(4)).

Ejercicio 20.
i) Sea A = (a;;) € K%%°. ;Con qué signos aparecen los siguientes productos en det(A)?
a) a23.431.042.056.A14 .05
b) a32.443.A14-A51-Ag6-A25

ii) Sea A = (a;5) € K5%5, Elegir todos los posibles valores de j y de k tales que el producto
a1;.a32.04%-025-a53 aparezca en det(A) con signo +

iii) Sea A = (a;;) € K***. Escribir todos los términos de det(A) que tengan al factor ass
y signo +

iv) Sin calcular el determinante, calcular los coeficientes de X y de X3 en

°oX X 1 2
1 X 1 -1
det | 5 5 x4
1 1 1 X

v) Sin calcular el determinante, calcular el coeficiente de a® y el de b® en

det

Q == oY

a
b
1
1
a
1

S = Q=
e e N
e a2 N
—Q o = Q

Ejercicio 21. Sean A, B, C, D € K™*". Sea M € K?"*2" la matriz de bloques
A B
M= ( A D) .

Probar que si A € GL(n, K), det(M) = det(A.D — A.C.A"1.B). Si ademis A.C = C.A
entonces det(M) = det(A.D — C.B).



