Capitulo 2

Matrices

En el capitulo anterior hemos utilizado matrices para la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales y hemos visto que, para n, m € N, el conjunto de las matrices de n filas y m columnas
con coeficientes en un cuerpo K es un K-espacio vectorial. A continuacién estudiaremos mas
en detalle estos conjuntos de matrices, asi como también ciertas matrices particulares que nos
seran de utilidad.

2.1 Definiciones y propiedades

Comenzaremos recordando algunas definiciones y propiedades estudiadas en el capitulo ante-
rior.

Sean n,m € N. El conjunto de las matrices de n filas y m columnas con coeficientes en
un cuerpo K es

aylr ... Qim
KM m = Jaj; € KV1<i<n, 1<j<m

an1 .. Qpm
Para definir una matriz en K™ basta especificar, paracadal <i <nycadal < j <m,

qué elemento de K se halla en el lugar ij (correspondiente a la interseccién de la fila ¢ y la
columna j) de la matriz.

Ejemplo. Sean n,m € N, y sean 1 < k < n, 1 <1 < m. Se define la matriz EF € Kn*™

como . .
(Ekl>”_{1 sii=k,j=1
1 - .
J 0 sino
Estas matrices se llaman las matrices candnicas de K™*™.

Una primera observacién que debemos hacer se refiere a cémo determinar si dos matrices
(de las mismas dimensiones) son iguales:
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Observacién 2.1 Sean A, B € K™*™. Entonces A = B si y sélo si A;; = B;; para cada
1<i<n,1<53<m.

Podemos definir una operacién (suma) en K™*™ y una accién de K en K™*™ que trans-
forman a este conjunto en un K-espacio vectorial:

Definicién 2.2 Se definen la suma de matrices y el producto por escalares como

+ Knxmenxm_)K7z><m7 (A-i—B)ij:Aij—f—Bij (1§Z§’I’L

Es fécil verificar que (K™*™, +,) es un K-espacio vectorial.

Definiremos ahora un producto que, dadas dos matrices A y B con coeficientes en K tales
que la cantidad de columnas de A es igual a la cantidad de filas de B, calcula una nueva
matriz C.

Definicién 2.3 Sean A € K"*™ y B € K™*". Se define el producto de A por B como la
matriz C' € K™*" tal que

Cij:ZAikBkj 1<i<n,1<j<r.
k=1

Analizaremos ahora algunas propiedades del producto de matrices y su relacién con la
suma de matrices.

Proposicion 2.4 Propiedades del producto de matrices:

1. Propiedad asociativa: dadas A € K™ B € K™*" y C € K" %, se tiene que
(A.B).C = A.(B.C).

2. Para cada n € N, sea I, € K™*™ definida por (I,,);; = Losii=

' ’ " it 0 si i#j"

A e K™ se verifica: I,.A = A.I, = A.

La matriz I,, se denomina matriz identidad de K™*™.

Entonces, si

3. Propiedades distributivas:

(a) Si Ae K"*™ y B,C € K™*", entonces A.(B+C)=A.B+ A.C.
(b) Si A,Be K"*™ yC e K™*", entonces (A+ B).C = A.C + B.C.

Demostracion.

1. Observemos en primer lugar que si A € K"*™ B € K™*" y C € K" entonces
(A.B).C € K¢y A(B.C') € K"**.
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Para cada 1 <i<n,1<j <s, se tiene:

((A4.B).C),; = Z(A Bia WZZ(ZAWBM) ajzi(i AisBga aa) =

a=1

i(ZAnga Cas) :zm: lﬁ(ZBﬁacaj) Y Aip(B.C)s; = (A(B.C)),,.

pA=1 a=1 a=1 pB=1

2. Sean 1 <i<mn,1<j<m. Setiene que

n

(In-A)ij = > (In)ixArj = 1.A;; = Ajj.
k=1

De la misma manera, (A.I),);; = A;j paracada 1 <i<n, 1 <j <m.
3. Queda como ejercicio. ([l
Observemos que, en particular, el producto de matrices estd definido para cualquier par

de matrices en K™*" y, por lo tanto, se tiene una operacién “producto” en K™*™ para cada
n € N. De la proposicién anterior se deduce:

Proposicién 2.5 (K™*" +,-) es un anillo.

Si bien el producto de matrices comparte muchas de sus propiedades con el producto usual
de numeros reales, hay propiedades que verifica éste que no son validas para el producto de
matrices:

Observacion 2.6 Dos de las propiedades que no se cumplen para el producto de matrices
son las siguientes:

e El producto de matrices no es conmutativo. Aun en el caso de matrices cuadradas, en
el que siempre se pueden calcular A.B y B.A, en general se tiene que A.B # B.A. Por

ejemplo, para A = < 8 (1) > y B = < é 8 > se tiene que

00 0 1
A.B_(O 0) y B.A_<O 0).

e El hecho que A.B = 0 no implica que A =0 o B = 0. En el ejemplo anterior, A # 0,
B # 0, pero A.B = 0.

El conjunto K™*™ resulta ser a la vez un anillo y un K-espacio vectorial. La nocién que
engloba a los conjuntos con estas caracteristicas es la siguiente:
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Definicién 2.7 Sea K un cuerpo y sea A un conjunto con dos operaciones, + y -, y una
accion - de K en A tales que

1. (A,+,-) es un anillo

2. (A,+, k) es un K-espacio vectorial

3 Ak X)) Y=XAg(X V)=X-(AgY) VIeKVXYeA
Se dice entonces que A es una K -dlgebra.

Observacién 2.8 (K™*™ + -k, -) es una K-dlgebra.

Observamos que el producto de matrices nos permite escribir un sistema lineal de n ecua-
ciones con m incégnitas

a11r1 +a2rs + -+ a1mTy = by
Ap1%1 + Ap2X2 + - + ATy, = bn
en la forma
A.x =0,

donde A € K™ ™ es la matriz asociada al sistema, x € K™*! se define como x;; = z; (matriz
de una columna cuyos elementos son las incégnitas del sistema), y b € K™"*! se define como
bj1 = b; (matriz de una columna cuyos elementos son los resultados a los que estén igualadas
las ecuaciones). De esta manera, un sistema lineal puede verse como una tnica ecuacién con
una unica incégnita x, pero que involucra matrices en lugar de escalares.

El hecho que la solucién en K de la ecuacion a.x = b con a,b € K, a # 0, se obtiene
haciendo simplemente z = a~'b, nos lleva a pensar que el sistema lineal Az = b podria
resolverse anadlogamente como x = A~1'b en caso de disponer de una matriz A~! que sea una
inversa de A para el producto de matrices. Este serd el tema a estudiar en la préxima seccion.

Concluimos esta seccion introduciendo dos nociones que nos serdn de utilidad en lo suce-
sivo:

Definicién 2.9 Sea A € K™*™. Se llama matriz transpuesta de A, y se nota A?, a la matriz
At € K™*™ definida por (A');; = Aj; paracada 1 <i<m, 1<j <n.

Definicién 2.10 Sea A € K"*". Se llama traza de la matriz A, y se nota tr(A), al escalar
tT’(A) = Z:‘L:l An

2.2 Matrices inversibles

No es cierto que todo elemento no nulo de K™*™ tenga inverso con respecto al producto. Por

. 1 0
ejemplo: A = < 0 0

B € K?%2, puesto que (A.B)az = 0 # (I2)22 para toda matriz B € K2*2.

> € K?%2 no tiene inversa. En efecto, A.B # I, para toda matriz
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En esta seccion nos ocuparemos de las matrices que si tienen inversa y veremos también
cémo hallar la inversa de una matriz en el caso en que ésta exista.

Definicién 2.11 Una matriz A € K™*"™ se dice inversible si existe una matriz B € K™*"™ tal
que A.B=B.A=1,.

Observemos que la matriz B de la definicién es tnica. En efecto, si AB=B.A=1,y
A.C =C.A=1,, entonces

B=1I1,B=(C.A).B=C.(AB)=C1I,=C.
Notacién. B = A~1.
Para cada n € N consideraremos el conjunto de todas las matrices inversibles en K™*":
GL(n,K)={A € K™" | A es inversible}.

Nos interesa estudiar la estructura de este conjunto.

Proposicion 2.12 Para cada n € N, se verifican las siguientes propiedades:

1. Si A,B € GL(n,K), entonces A.B € GL(n,K). Mds ain, (A.B)~! = B~1A71. En
particular, el producto de matrices - es una operacion en GL(n, K).

2. I, € GL(n,K).
3. Si A€ GL(n,K), entonces A=t € GL(n, K).
Demostracion.
1. Sean A, B € GL(n, K). Entonces existen A=! y B~1. Se tiene que
(AB).(B*.AYh=1, y (B 1A Y(AB)=1I,.
Entonces A.B es inversible y (4.B)~! = B~1. AL,
2. Es consecuencia de que I,.1,, = I,.

3. De la definicién de inversa se deduce inmediatamente que si A € GL(n, K), entonces
(A=1H=1 = Ay por lo tanto A~! € GL(n, K). O

De la proposicién anterior y la asociatividad del producto de matrices se deduce que:

Proposicién 2.13 (GL(n, K),-) es un grupo, que se denomina el grupo lineal general (n, K).
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Para concluir esta seccién, veremos un método para determinar si una matriz en K™*™ es
inversible y, en caso de serlo, encontrar su inversa. Lo describimos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo. Hallar, si es posible, A~! siendo A € R3*3 la matriz

1 1 0
A=10 2 -1
2 1 1
a b ¢
Buscamos B € R3*3 talque AB=B.A=15.SiB=| d e f |, debeser
g h i
a b ¢ 1 00
Al d e f|=(010].
g h i 0 0 1
Esta igualdad se traduce en los tres sistemas de ecuaciones siguientes:
a 1 b 0 c 0
Al d | =1 0], Al e = 1 ],y Al f =10,
g 0 h 0 i 1
que podemos resolver simultaneamente:
11 01]1(0]0 1 1 0|1 00
02 -1/0|1j]0 |—O0 2 —-1]0 1 0 |—
21 1]0]0/|1 0 -1 1 |-2 01
11 01 0 O 1 0 0[3 -1 -1
01 -1,2 0 -1 |—|010]-2 1 1
00 1 |-41 2 00 1/-4 1 2
3 -1 -1
Entonces B=1| -2 1 1 verifica la igualdad A.B = I3.
-4 1 2

Observemos que, si buscamos una matriz C tal que B.C' = I3, bastaria con hacer los pasos
anteriores, pero a la inversa, con lo que obtendriamos la matriz A.
3 -1 -1
Luego, AB=B.A=1I3,esdecir A1 =] -2 1 1
-4 1 2

Cémo decidir si una matriz es inversible y hallar su inversa:

e Dada A € K™*" se arma una matriz en K"*?" cuyas primeras n columnas correspon-
den a la matriz A y cuyas ultimas n columnas estan formadas por los n vectores de la
base candnica de K™.
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Esto corresponde a plantear la ecuacion A.B = I, con B € K™*™, subdividirla en n
sistemas lineales A.B; = ¢;, 1 < i < n, igualando columna a columna, y escribir la
matriz ampliada de los n sistemas.

e Si al triangular la matriz no aparece ninguin cero en la diagonal, se pueden resolver los
sistemas que resultan (que tienen solucién tnica) y hallar entonces la inversa de A.

Para esto se puede proceder como en el ejemplo anterior: al no aparecer ceros en la
diagonal, se continda aplicando operaciones elementales sobre las filas de la matriz de
manera que en las primeras n columnas quede formada la matriz I,. Entonces A~!
es la matriz que aparece en las ultimas n columnas (esto puede probarse de la misma
manera que se hizo en el ejemplo).

e Si al triangular la matriz aparece un cero en la diagonal, la matriz A no es inversible.
En efecto, la presencia de un cero en la diagonal al triangular implica que el sistema
homogéneo cuya matriz es A tiene soluciéon no trivial, es decir, existe xg € K™ no
nulo tal que A.zg = 0. Si A fuese inversible, multiplicando por A™! resultarfa zq =
A~1. A.xg = 0, contradiciendo que xy # 0.

2.3 Matrices elementales

El método de triangulacién que hemos visto para la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales se basa en la aplicacién de ciertas operaciones elementales (ver Proposicién 1.19) a
las ecuaciones o, equivalentemente, a las filas de la matriz del sistema. Como veremos a
continuacion, cada una de estas operaciones puede verse como la multiplicaciéon a izquierda
de la matriz del sistema por una matriz conveniente.

A cada operacién de filas en una matriz de n x n, le asociaremos la matriz que se obtiene
al aplicarle dicha operacién a la matriz identidad I,,. Las matrices obtenidas de esta forma se
denominan matrices elementales. Tendremos entonces tres familias de matrices elementales,
correspondientes a los tres tipos de operaciones de filas permitidas. A continuacién damos las
definiciones precisas y estudiamos el comportamiento de las matrices elementales con respecto
al producto.

Comenzamos definiendo las matrices que corresponden a la operacion “Intercambiar dos
ecuaciones”.

1. Sean 1 <i,7 < n. Se define P¥ € K™*" como
P =, E% — E¥ 4 EY 1 EJ¢,
Observamos que P% es la matriz que resulta al intercambiar las filas ¢ y j en la matriz
I,.

Es facil verificar que, dada B € K™*™ el producto PYB es la matriz que resulta al
intercambiar en la matriz B las filas i y j.

En particular, P¥.P¥ = I,,, es decir que P¥ es inversible y pii—t = pij,
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Ahora introducimos las matrices elementales asociadas a la operacion “Multiplicar una
ecuacion por una constante no nula.”

2. Seaa€ K,a#0,yseal <i<n. Sedefine M;(a) € K™*" como
M;(a) = I, + (a — 1).E"™.
Observamos que M;(a) es la matriz que se obtiene al mutiplicar por a la i-ésima fila de

la matriz I,,.

Dada B € K™*™ se tiene que

_ Bkj sik 7& )
(Mi(a).B),; = {Q,Bkj si k=i,

es decir, M;(a).B es la matriz que resulta al multiplicar por a la i-ésima fila de B.

En particular, M;(a).M;(a™') = M;(a™').M;(a) = I,,, de donde M;(a) € GL(n,K) y
(Mi(a))~" = Mi(a™").

Finalmente, la tercera de las familias de matrices elementales es la que representa la
operaciéon “Reemplazar una ecuacion por ella misma mds un maultiplo de otra.”

3. Seaa € K ysean i # j con 1 <i,j <n. Se define T%(a) € K™*" como
T%(a) = I, + a.EY

la matriz que se obtiene de la matriz I,, al sumarle a la i-ésima fila, a por la fila j.

Si B € K™*™ entonces

.. Bkl si k 7& 7
) —
(T%(a).B),, = {Bil +aBj sik=i,

o sea que T%(a).B es la matriz que se obtiene de B al sumarle a la i-ésima fila, a por
la fila j.

En particular, se tiene que 7% (a).T%(—a) = T (—a).T% (a) = I,,, con lo que T%(a) €
GL(n,K) y (TY(a))™! =T (~a).

De las propiedades de las matrices elementales que hemos visto, se deduce que triangular
una matriz mediante operaciones sobre sus filas es multiplicarla a izquierda por matrices
elementales. En forma totalmente andloga, puede verse que multiplicar una matriz a derecha
por matrices elementales corresponde a efectuar operaciones sobre las columnas de la matriz.

Observacion 2.14 Sea A € K™*"™. Entonces existen matrices elementales F1,...,E, €
K™ ™ tales que FE,....FE;.A es triangular superior. Si ademés, E, ... E;.A no tiene ceros en
la diagonal, existen matrices elementales F,1,..., Fs talesque Es ... E.1.E,. ... E1.A = 1,.

En consecuencia, A es producto de matrices elementales: A = E1_1 L E7LyAT =E,.. . E;.
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En particular, esta observacién nos dice que si por medio de la aplicaciéon de operaciones
elementales a las filas de la matriz A obtenemos la matriz identidad I, entonces aplicando las
mismas operaciones en las filas de I obtendremos A~1.

Por otro lado, nos da un teorema de estructura para GL(n,K): asi como el Teorema
Fundamental de la Aritmética en Z dice que todo nimero entero no nulo es producto de
enteros primos, la observacién anterior nos dice que toda matriz en GL(n, K) es producto de
matrices elementales.

2.4 Coordenadas

Dado un K-espacio vectorial V' de dimensién n y fijada una base B de V', mediante el concepto
de coordenadas de un vector en la base B podremos “identificar” cada elemento de V' con un
vector en K" y trabajar entonces con elementos de K™.

2.4.1 Coordenadas de un vector en una base

Definicién 2.15 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y sea B = {v1,...,v,}
una base de V. Dado x € V, existen tunicos aq,...,qa, € K tales que £ = ayvy + - - - + a, v,
(ver Proposicién 1.37). El vector (aq,...,q,) € K™ se llama el vector de coordenadas de x
en la base By serd denotado por (z)p.

Ejemplos.

i) Sea V =Ry[X] ysea B={1,X,X? X3 X%} base de V.
Las coordenadas de X3 +3X? — 1 en la base B son (X3 +3X? — 1) = (-1,0,3,1,0).
Sea B' = {X* X3 X2, X,1}. Entonces (X® +3X2 — 1)z = (0,1,3,0, —1).

ii) Sea V =R3ysea E = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} la base canénica. Entonces para cada
(z,y,2) € R%, se tiene que (2,y,2)p = (2, y, 2).

iii) Sea V =R? y sea B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}. Para cada (z,vy,2) € R3,
(z,y,2) = 2.(L,L,1) + (y = 2).(1,1,0) + (z — 9).(1,0,0).

Entonces, (z,y,2)p = (2,y — 2,2 — y).

Observemos que el vector de coordenadas en la base B de un elemento de R? se obtiene
de su vector de coordenadas en la base candénica multiplicando éste por una matriz
apropiada: Si v € R3 tiene coordenadas (z,y, z) en la base canénica E, entonces

z 0 0 1 x
()= y-2 =0 1 -1 y | =C(E,B).(v)r)"
T—y 1 -1 0 z
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2.4.2 Cambios de base

Dadas dos bases de un mismo K-espacio vectorial V' de dimension finita, cada elemento de
V tiene asociados dos vectores de coordenadas (generalmente distintos), uno en cada una de
las bases. Con la ayuda de cierta matriz, llamada de cambio de base, se pueden obtener las
coordenadas de un vector con respecto a una base de V' a partir de las coordenadas del vector
en otra base.

Definicién 2.16 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n, y sean By = {v1,...,0,} ¥

By = {w1,...,wy,} bases de V. Para cada 1 < j < n, sean o;; € K (1 < i < n) tales que
n

vj = > aj;w;. Se llama matriz de cambio de base de By a Bs, y se nota C'(By, By) € K™*™,
i=1

a la matriz definida por (C(B, B2))i; = cvj para cada 1 <4,j < n.

En otros términos, la matriz de cambio de base C(Bj, By) € K™*" es la matriz cuya
j-ésima columna son las coordenadas en la base Bs del j-ésimo vector de la base Bj, para
cada 1 < j <n.

Ejemplo. Sea V = R®. Consideremos las bases B; = E = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y
By = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)}. Para construir la matriz C(B1, By) € R3*3, comenzamos
por escribir los elementos de B; como combinacién lineal de los de Bs:

(1,0,0) = 0.(1,1,1) +0.(1,1,0) + 1.(1,0,0)
(0,1,0) = 0.(1,1,1) +1.(1,1,0) + (—1).(1,0,0)
(0,0,1) = 1.(1,1,1)4+(-1)(1,1,0) + 0.(1,0,0)

Entonces, la matriz de cambio de base es:

0 0 1
C(Bi,B)=|0 1 -1
1 -1 0

(Comparar con el Ejemplo iii) de la seccién anterior.)

La proposicién siguiente muestra que la matriz de cambio de base cumple la propiedad
que hemos mencionado al comienzo de esta seccién.

Proposicion 2.17 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita, y sean By y Bs bases
de V. Entonces, para cada x €'V,

C(B1, B2).((x)5,)" = ((x),)".

Demostracion. Sean By = {vy,...,v,} y Bs = {ws,...,w,}. Supongamos que, para cada
n

1<j<mn v => ajw,cona;; € K para cada 1 < i < n; es decir, (C(B1,Bz))i; = aj
i=1

(1<id,j<n).
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n
Seaxz € V. Six= > ayvk, entonces para cada 1 < h < n,
k=1

(CB1 B (@), = Y o

n
Si by, = > apra, para cada 1 < h < n, por la unicidad de las coordenadas en una base,
r=1

n
para probar que (x)g, = (b1,...,b,) basta ver que z = Y bpwy. Ahora,

h=1
n n n n n
E bpwp = E (5 ahrar)wh: E (§ ahrarwh) =
h=1 h=1 r=1 h=1 r=1
n n n n n
= ( 5 ahrarwh) = ar( g ahrwh) = E ArUp = T,
r=1 h=1 r=1 h=1 r=1
que es lo que queriamos probar. (I

Una pregunta que surge es la de la unicidad de la matriz de cambio de base: dadas dos
bases By y B, la matriz C(Bj, B) que hemos definido transforma coordenadas en la base
By en coordenadas en la base Bs. jExistird alguna otra matriz en K™*™ con esta misma
propiedad? El resultado que probamos a continuacién nos asegura que no.

Proposicion 2.18 Sean A, A’ € K"*", Si A.x = A'.x para todo x € K™, entonces A = A'.

Demostracion. Sea E = {eq,...,e,} la base canénica de K™. Por hipétesis, A.e; = A'.e;
para cada 1 < j7 < n. Pero

n n
(Aej)i = Z Ap(ejlh=4i; vy  (Aej)i= Z Aplej)n = Ay
h=1 h=1
para cada 1 <7 < n, de donde A;; = A}, para todo 1 <i,j <n. Luego, A= A". O

De las proposiciones anteriores se desprende:

Observacion 2.19 Dadas dos bases By y By de un espacio vectorial V' de dimensién n, la
matriz C(Bj, By) es la tinica matriz en K"*" que verifica C(B1, B2)((%)5,)! = ((z)p,)! para
todo x € V.

Esta observacion dice que si una matriz A verifica A.((z)p,)" = ((z)p,)" para todo = €
V, entonces necesariamente A = C(Bj, By). Utilizando este resultado, es facil probar las
igualdades que enunciamos a continuacién.

Corolario 2.20 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita, y sean By, By y B3 bases
de V. Entonces:
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1. C(By, B3) = C(Bg, B3).C(By, Ba).

2. C(BQ,Bl) = 0(31732)_1.

Para terminar, probaremos algunos resultados que relacionan matrices inversibles con
cambios de base.

Proposicién 2.21 Sea A € GL(n, K). Existen bases By, By de K™ tales que A = C(By, Bs).

Demostracion. Supongamos que A;; = a;; paracadal <i<n,1<j <n.
n n
Sea By = E ={ej,...,en}, labase canénica de K™,y sea By = { S ain-€iyeey Y am.ei}.
i=1 i=1

Veamos que B; es una base de K", para lo cual basta ver que B; es un conjunto linealmente
n

n
independiente. Supongamos que ozj< > aij.e,;) = 0. Entonces
j=1 i=1

n n n n n n
0=> (Z%‘aijei) = (Z%‘aijei) = (Z%‘aiﬁ%
j=1 i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

n
de donde ) a;ja; = 0 para cada 1 <i <n, o equivalentemente,

j=1
aq
A. : =0
&75)
Como A es inversible, esto implica que a; = --- = a,, = 0. Luego Bj es linealmente indepen-
diente y, en consecuencia, una base de K™*",
Es claro que C(By, E) = A. O

Proposicién 2.22 Sea A € GL(n,K) y sea B una base de K™. Entonces:
i) Eziste una base By de K™ tal que A = C(By, B).

i1) Existe una base By de K™ tal que A= C(B, Bs).
Demostracion.

i) Se prueba en forma andloga a la proposicién anterior, reemplazando la base canénica E
por la base B dada.

ii) Por la parte i), dadas A=! € GL(n,K) y la base B de K", existe una base By de K"
tal que A~! = C(Bs, B). En consecuencia, A = C(By, B)~! = C(B, Ba). O
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2.5 Ejercicios

Ejercicio 1. Probar que los siguientes conjuntos son subespacios de K"™*™ y calcular su
dimension.

i) S; ={A€ K"/ A= A"} (matrices simétricas)

ii) Sp ={A4 € K"/ A= —A} (matrices antisimétricas)

)
)
iii) Ss ={A e K"*"/ A;; =0sii> j} (matrices triangulares superiores)

iv) Sy ={Ae K"*"/A;; =0sii+# j} (matrices diagonales)

v) Ss={Ae K""/A;; =0sli#jy A1 = Aax = ... = A,,,,} (matrices escalares)
vi) Sg ={A € K""/tr(A) =0}

Ejercicio 2. Sean Sy, Sy, S5 y Sg los subespacios del ejercicio anterior.

i) Probar que S ® So = K™*"si2#0en K.
ii) Probar que S5 ® S¢ = K" si K=Q, R 6 C.

Ejercicio 3. Sean m, n y r € N. Probar:

blj

i) SAe K™, Be K™" con B = (b;;) y,paral <j<r, B = (la columna j-
bnj

ésima de B), entonces A.B = (A.B1|...| A.B,) (es decir, A.B; es la columna j-ésima

de A.B).

i) (Multiplicacion de matrices por blogues.)
Sean A, A’ € K" B, B' € K™*™. C, ¢ € K™ y D, D' € K™*™.

A B A/ B/
/ (n+m)x (n+m) . I __
Sean M, M S K deﬁnldas por M = (C D> y M = (C’/ D,)

AA +BC AB +B.D
! __
Entonces M.M' = (C’.A’ +D.C' C.B -|-D.D’)'

Ejercicio 4.
i) Probar que, Vn € N, n > 2, el producto de matrices en K™*™ no es conmutativo.
ii) Caracterizar el conjunto {A € K"*"/ A.B=B.A VB € K"*"}.

ili) Sea A € K™*™. Probar que el conjunto S de todas las matrices que conmutan con A es
un subespacio de K™*™. Probar que I, € Sy que A7 € § Vj € N.
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iv) Sea A € K™™ con n > 2. Probar que el conjunto {I,, A, A% A3 ... ,A”Q’l} es lineal-
mente dependiente.

v) Dar condiciones necesarias y suficientes sobre A y B € K™*" para que

a) (A+ B)? =A% +2AB + B2
b) A2 — B2 = (A—B).(A+ B)

vi) Probar que si Ay B € K™ " no necesariamente vale A%.B% = (A.B)?

Ejercicio 5. Sean A, B 'y C € K™*" (n > 2). Mostrar la falsedad de las siguientes afirma-
ciones:

i) AB=0 = A=06 B=0
ii

AB=ACyA#0 = B=C

iv

i)
i)
iii) AB=0 = BA=0
)
) A

=A => A=006A=1,

\

Ejercicio 6. Sea A € K™*". Probar que el conjunto T' = {B € K"*"/ A.B = 0} es un
subespacio de K™*™. Si S C K™ es el subespacio de soluciones del sistema homogéneo cuya
matriz asociada es A, probar que dim7T = n.dim S.

Ejercicio 7. Sean A, A’ ¢ K™*"; Be K™"*"; D,D' € K"*";«a € K. Probar:

i) (A+ A=A+ (A) iv) tr(D+ D') =tr(D)+tr(D’)
i) (a.A)! =a. A v) tr(a.D) = a.tr(D)
iii) (A.B)! = BtA! vi) tr(D.D") =tr(D'.D)

Ejercicio 8. Sean Ay B € K™ ™.

i) Probar que si A y B son triangulares superiores, A.B es triangular superior.
ii) Probar que si A y B son diagonales, A.B es diagonal.

ili) Probar que si A es estrictamente triangular superior (es decir, A;; = 0sii > j), A" = 0.

Ejercicio 9. Sea A € K"*",

i) Probar que A.A* y A%A son simétricas. Encontrar un ejemplo donde A.A? # A’ A.

ii) El producto de dos matrices simétricas, jes una matriz simétrica?
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iii) Si K =R, probar que A =0 <= A.A'=0 < tr(4.A") =0.

4 -1

Ejercicio 10. Sea A = (8 5

) € R2x2,

i) Hallar by ¢ € R tales que A% +b.A + c.I; = 0.
ii) Calcular A™ Vn € N.

Ejercicio 11. Sea A € K?*2 con A = LCL Z) y sea A = a.d — b.c. Probar que, si A # 0,
1 d -=b
-1 _
AeGL(2,K)y A _A'<—c a)'

Ejercicio 12. Sea A € GL(n,K) y B, C € K™*™. Probar:
i) AB=AC = B=C
i) AB=0 = B=0

Ejercicio 13. Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa.
i) A, BeGL(n,K) = A+ Be€GL(n,K)
ii) A€ GL(n,K) < A' € GL(n,K)

iii) tr(A)=0 = A¢ GL(n,K)
)

v

A nilpotente (es decir, 3j e N/ AT =0) = A¢ GL(n,K)

Ejercicio 14. Sea A € K™*" ysea b€ K™. Sea H = {x € K™/ A.x = b}. Probar:

i) Si C € GL(m, K), entonces H = {z € K" / (C.A).x = C.b}.

ii) Sim=ny A€ GL(n,K), entonces H tiene un solo elemento. ;Cuél es? (Notar que
esto significa que si A es inversible, cualquier sistema lineal cuya matriz asociada sea A
tiene solucién tnica).

Ejercicio 15.
i) Sea A =T"2(1) € R?*2. Calcular A% y 20.A.
ii) Calcular (P%)1 y (P%)16,

iii) Sea B = M;3(2) € R***. Calcular B* y 20.B.
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Ejercicio 16. Averiguar si las siguientes matrices son inversibles y en caso afirmativo exhibir
sus inversas.

21 3 1 2

1 1 1 0 5 -1 8 2

)y A=(0 1 1 iv) A=|0 0 0 1 2
0 1 00 0 1 2

00 0 0 2

1 0 -1 0 aiq 0 0

) oo 1 0 0 am 0
i) A=191 9 3 vy A=\ T
31 -1 3 0 0 ... apn

cosf —senf O
iii) A=|senf cosf O
0 0 1

Escribir las que sean inversibles como producto de matrices elementales.

Ejercicio 17. Sea A € K™*" y sea b € K".

i) Probar que el sistema A.z = b tiene solucién unica <= A € GL(n, K).

ii) Probar que A € GL(n,K) <= las filas de A son linealmente independientes <=
las columnas de A son linealmente independientes.

Ejercicio 18. Sea A € K™*". Probar que:
dBe K""/B.A=1, < AcGL(n,K).

Deducir que 3Be€ K""/AB=1, < AecGL(n,K).

Ejercicio 19. Encontrar las coordenadas de v € V respecto de la base B en los siguientes
casos:

V=K"; v=(x1,...,2,) y B labase canénica

iv) V= ]RS; v = (I17I271'3) y B = {(1727 *1)3 (27 173)v (17372)}

v) V=R3[X]; v=2X2-X3 yB={3,1+X,X?+5, X3+ X?%}

N T 2x2. ., _ [ Q11 (12 _Jf1 3 1 4 0o 2 1 1
V=R 7U_<(121 a22>yB_{<0 —1>’(3 2)°\1 -1)°\2 5
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Ejercicio 20. Calcular C'(B, B’) en los siguientes casos:

i) V=R B={(1,1),(1,2)}, B'={(-1,3),(2,5)}

ii) V=R3 B=1{(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}, B’ = {(-1,1,1),(2,0,1),(1,-1,3)}
iii) V =R3, B={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}, B = {(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}
iv) V=Ry[X], B={3,1+ X, X?}, B ={1,X+3, X?+ X}

v) V=R% B ={v,v2,03,0v4}, B = {v3,v1,v4,02}

vi) V =R?*2, B={E"Y, F'2, E?' E*},

wo ! i)(é (0 3) G

Ejercicio 21. Dado v € V y las bases B y B’, hallar las coordenadas de v respecto de B y
utilizando la matriz de cambio de base, las coordenadas de v respecto de B’.

i) v=(2,3) y B, B’ como en el Ejercicio 20, i)
ii) (=1,5,6) y B, B’ como en el Ejercicio 20, ii)
iii) v =(-1,5,6) y B, B’ como en el Ejercicio 20, iii)
iv) 2.0

v1 + 3w —b.wg + T.wy y B, B’ como en el Ejercicio 20, v)

= ( 212) y B, B’ como en el Ejercicio 20, vi)
22

Ejercicio 22. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sean B, B’ y B” bases de V.
i) Probar que C(B,B") = C(B’,B").C(B, B).

ii) Deducir que C(B, B') € GL(n,K) con C(B,B')"" = C(B', B).

—_
—_
—_

una base B’ tal que M = C(B, B’)

—_
—_
—_

y la base B’ = {v1,vq,v3} de K3, hallar

1 01
Ejercicio 23. Dadas la matriz M = ( y la base B = {vy,vs,v3} de K3, hallar
Ejercicio 24. Dadas la matriz M = (

una base B tal que M = C(B, B’).



