Capitulo 1

Espacios vectoriales

En diversos conjuntos conocidos, por ejemplo los de vectores en el plano o en el espacio (R?
y R3), o también el de los polinomios (R[X]), sabemos sumar sus elementos y multiplicarlos
por nimeros. Todos estos conjuntos comparten una cierta “estructura”, que estda dada por
esa suma y ese producto por nimeros, a la que llamaremos espacio vectorial. En este capitulo
presentaremos la nocién de espacio vectorial y estudiaremos algunas propiedades bésicas que
poseen los conjuntos con dicha estructura.

1.1 Espacios vectoriales y subespacios

1.1.1 Preliminares

La nocién de espacio vectorial requiere de dos conjuntos: un conjunto K (los escalares) y
otro conjunto V' (los vectores). Estos dos conjuntos deben satisfacer ciertas propiedades, que
esencialmente se refieren a que los elementos de V' se puedan sumar entre si y multiplicar por
elementos de K.

Comenzaremos dando algunas definiciones previas para poder después presentar la defini-
cién precisa de espacio vectorial.

Definicién 1.1 Sea A un conjunto no vacio. Una operacidn (o ley de composicion interna u
operacidn binaria) de A es una funcién x : A x A — A.

Notacién. #(a,b) = ¢ se escribe a *x b = c.

Ejemplos.
e +:Nx N — N, tal que +(a,b) = a+ b, es una operacién de N.

e Como la resta, —(a,b) = a — b, no es una funcién de N x N en N, entonces no es una
operacion de N.
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e La suma +, el producto - y la resta — son operaciones de Z, Q, R y C.

No nos interesaremos por operaciones cualesquiera, sino que trabajaremos con operaciones
que posean algunas propiedades. Entre las propiedades que analizaremos se encuentran las
siguientes:

Definicién 1.2 (Propiedades bésicas) Sea *: A x A — A una operacién.

i) * se dice asociativa si (axb)xc=ax* (bxc) Va,b,c€ A.

ii) Se dice que * tiene elemento neutro si 3e € A tal que exa = a*e = a para cada a € A.

(Observar que si * tiene elemento neutro, éste es unico, ya que si e y €’ son elementos
neutros, e’ = exe’ =e.)

iii) Si * tiene elemento neutro e, se dice que todo elemento tiene inverso para * si Va € A,
Jda’ € Atalque axa =a’ xa=e.

iv) * se dice conmutativasi axb=bxa Va,b€ A.

Se pueden estudiar las caracteristicas que comparten los conjuntos con una operacién
que satisface algunas de estas propiedades. Una nocién 1til es la de grupo, que definimos a
continuacion.

Definicién 1.3 Sea A un conjunto, y sea * una operacion en A que satisface las propiedades
i), ii) y iii) de la definicién anterior. Entonces (A4, *) se llama un grupo. Si ademds * cumple
iv), se dice que (A, x) es un grupo abeliano o conmutativo.

Ejemplos.

e (N,+) no es un grupo: se puede probar que no tiene elemento neutro.

(

(Z,+), (Q,4), (R,+) v (C,+) son grupos abelianos.

e (Z,-) no es un grupo: se puede probar que sélo 1 y -1 tienen inverso multiplicativo.
(

Q- {0},-), (R —{0},-) y (C—{0},-) son grupos abelianos.

A={f:R — R}, x = o (composicién de funciones). Entonces (A, *) no es un grupo:
las tnicas funciones con inversa para o son las biyectivas.

Sg ={f:R — R/ f es biyectiva }, * = o. Entonces (Sg,0) es un grupo.

e C un conjunto, P(C) = {S C C}. Se define la operacién A : P(C) x P(C) — P(C),
llamada diferencia simétrica, de la siguiente forma:

AAB = (AUB) — (AN B).

Entonces (P(C), A) es un grupo abeliano.
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A partir de la definiciéon de grupo pueden probarse propiedades que poseen todos los
conjuntos con esa estructura. Por ejemplo:

e Sea (G, ) un grupo. Entonces para cada a € G existe un tinico inverso para a.

Sea e el elemento neutro de (G, *). Supongamos que b y ¢ son inversos de a. Entonces

b=exb=(cxa)xb=cx(axb)=cxe=c.

Notacién. Si G es un grupo abeliano y la operacion se nota +, el elemento neutro se notard 0
y, para cada a € G, el inverso de a se notard —a. (En otros casos, el elemento neutro se nota
1y el inverso de a se nota a~!.)

La siguiente definicién que daremos se refiere a conjuntos en los cuales hay dos operaciones
relacionadas entre si.

Definicién 1.4 Sea A un conjunto y sean + y - operaciones de A. Se dice que (A, +,-) es
un andllo si

i) (A4,4) es un grupo abeliano
ii) - es asociativa y tiene elemento neutro
iii) Valen las propiedades distributivas: Para a,b,c € A,

ea-(b+c)=a-b+a-c
e (btc)-a=b-a+c-a

Ademss, si - es conmutativa, se dice que (A, +,-) es un anillo conmutativo.

Notacién. Cuando quede claro cudles son las operaciones 4+ y -, para referirnos al anillo
(A, 4+, "), escribiremos simplemente A. Al elemento neutro del producto se lo notara 1.

Ejemplos.
o (Z,+,"), (Q,+,-), (R,+,-) ¥y (C,+,") son anillos conmutativos.

® (Zy,+,-) es una anillo conmutativo.

Si (A, +,-) es un anillo conmutativo, entonces (A[X],+,-) es un anillo conmutativo con
las operaciones usuales de polinomios.

e Si C es un conjunto, (P(C), A,N) es un anillo conmutativo.

{f : R — R} con las operaciones usuales de suma y producto de funciones es un anillo
conmutativo.
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Al igual que en el caso de los grupos, también pueden probarse propiedades que poseen
todos los anillos:

e Sea (A,+,-) un anillo, y sea 0 el elemento neutro de +. Entonces 0-a =0, Va € A.

Se tiene que
0-a=(0+0)-a=0-a+0-a.

Si b es el inverso aditivo de 0 - a, resulta
0=0-a+b=(0-a+0-a)+b=0-a+(0-a+b)=0-a.
Luego, 0-a = 0.

En un anillo cualquiera no es cierto que a-b=0=a =00 b = 0. Por ejemplo, en Z4, se
tiene que 2 -2 = 0, pero 2 # 0.

Definicién 1.5 Un anillo conmutativo (A, +, -) se llama un dominio de integridad o dominio
integrosia-b=0 = a=00b=0.

Ejemplos.
o (Z,+,"), (Q,+,), (R,+,") ¥y (C,+,-) son dominios de integridad.
e Si A es un dominio de integridad, entonces A[X] es un dominio de integridad.
® 7, es un dominio de integridad <= p es primo.

La siguiente definicién resume las propiedades que debe satisfacer uno de los conjuntos
involucrados en la definicién de un espacio vectorial.

Definicién 1.6 Sea K un conjunto, y sean + y - operaciones de K. Se dice que (K,+,") es
un cuerpo si (K, +,-) es un anillo conmutativo y todo elemento no nulo de K tiene inverso
multiplicativo. Es decir:

i) (K,+) es un grupo abeliano,
ii) (K —{0},-) es un grupo abeliano, y
iii) vale la propiedad distributiva de - con respecto a +.
Ejemplos.

i (Qa +7 ')7 (Ra +a ) y ((C, +, ) son cuerpos

e (Zp,+,) es un cuerpo <= p es primo.
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e Se define Q[v2] = {i ai(vV2)'/a; € Q,n € Ng}. Veamos que (Q[v2],+,) es un
i=0
cuerpo.

Usando que Q[v/2] C R, se puede probar facilmente que (Q[v/2],+,-) es un anillo con-
mutativo.

Observamos que Q[v2] = {a + b2 : a,b € Q}. En efecto, para cada k € N, se tiene

que (v2)% = 2F y (/2)%k+1 = 2F/2 y entonces, todo elemento de la forma 3 a;(v/2)°
i=0

con a; € Q y n € Ny puede escribirse como a + by/2 con a,b € Q. Reciprocamente, es

claro que todo elemento de la forma a 4 bv/2 con a,b € Q pertenece a Q[v/2].

Veamos ahora que todo elemento no nulo tiene inverso.

Sea a+bv/2 # 0. Entonces (a+bv/2)(a—bv/2) = a® —2b? # 0 (pues a,b € Q), de donde

b
) p— 2.
(a +bV2) a2_2b2+a2_2b2f

También en el caso de los cuerpos se pueden probar propiedades generales. Por ejemplo:

e Todo cuerpo (K,+,-) es un dominio de integridad.

Tenemos que probar que a-b=0=a =00 b=0. Supongamos que a-b=0. Sia =0,
ya estd. Si a # 0, entonces existe a~! tal que a-a~! = a~! - a = 1. Entonces

at-(a-b)y=at-0= (ata)-b=0= 1-b=0 = b=0.

Para poder completar la definicién de espacio vectorial necesitamos definir una clase es-
pecial de funciones que se aplican a elementos de dos conjuntos distintos:

Definicién 1.7 Sean A y B dos conjuntos. Una accion de A en B es una funcién
-1 Ax B — B.

Notacion: - (a,b) =a-b

Estamos ahora en condiciones de dar la definiciéon de espacio vectorial.

1.1.2 Espacios vectoriales

Definicién 1.8 Sea (K, +,-) un cuerpo. Sea V un conjunto no vacio, sea + una operacién en
V y sea - una accién de K en V. Se dice que (V,+,-) es un K -espacio vectorial si se cumplen
las siguientes condiciones:

i) (V,4) es un grupo abeliano.

ii) La accién - : K x V — V satisface:



6 Espacios vectoriales

a) a-(v+w)=a-v+a-w Va€K; VoweV.
b) (a+b)-v=a-v+b-v Va,be K; VveV.
)1l v=v VYveV.

)

(a-b)-v=a-(b-v) Vabe K; VveV.

—~ o~
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—
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Los elementos de V' se llaman vectores y los elementos de K se llaman escalares. La accién
- se llama producto por escalares.

Notese que el simbolo - se usa tanto para la accién de K en V' como para el producto en
K, pero esto no deberia generar confusion puesto que en el primer caso estard aplicado a un
elemento de K y otro de V', mientras que en el segundo, a dos elementos de K.

En lo que sigue, K denotard un cuerpo. Si (V, 4+, -) es un K-espacio vectorial y la operacién
4+ de V y la accién - de K en V quedan claras del contexto, diremos simplemente que V es
un K-espacio vectorial.

Hay propiedades que se cumplen en cualquier espacio vectorial. A continuacién mostramos
algunas de ellas.

Sea V un K-espacio vectorial. Entonces:
1. 0-v = 0 para todo v € V. (Observar que el elemento 0 que aparece en el miembro

izquierdo de la igualdad es el elemento neutro de K, mientras que el de la derecha es el
vector 0 € V.)

2. (—1)-v = —v para todo v € V. (Recuérdese que —v denota al inverso aditivo de v).
Demostracion.

1. Se tiene que
0-v=(04+0)-v=0-v+0-0.

Sea w el inverso aditivo de 0 - v. Entonces
0=0-v+w=0-v+0-v)+Fw=0-v+(0-v+w)=0-v+0=0-v
2. Vemos que
v+ (-1)-v=(-1)-v+v=(-1)-v+1-v=(-141)-v=0-v=0.

Luego, (—1) - v es el inverso aditivo de v, es decir (—1)-v = —wv.

Ejemplos. En lo que sigue K es un cuerpo.

1. K es un K-espacio vectorial.
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2. Sea K™ = {(z1,...,%n) /x; € K}. Se definen
+ : K"XxK"— K" (21,...,20)+ (Y1, sYn) = (@1 + Y1, ., ZTn + Yn)
KxK"—= K" X (x1,...,25) = (Az1,..., Azy)
Entonces K™ es un K-espacio vectorial.
3. Una matriz de n filas y m columnas es un arreglo de n X m nimeros ubicados en n filas
y m columnas.

Sea K™*™ = {A / A es una matriz de n filas y m columnas de elementos en K}. Ob-
servamos que un elemento A de K™*™ es de la forma

All A12 e Alnb
A= A21 A22 e AQm
Anl An2 o Anm

Si A e K™™, denotaremos por A;; al elemento ubicado en la interseccién de la fila ¢ y
la columna j de A.

Se definen
+ Knxm xKnXm*)KnXm, (A+B)1] :AZJ+B” (1§Z§n
DK x KmXm s K (N A) =N Ay (1<i<n1<j<m)

Entonces K™*™ es un K-espacio vectorial.

4. Sea Z un conjunto no vacio. Se considera K% = {f : Z — K / f es funcién } y se
definen

+: KZxK? - K% (f+g)(x)= f(x) +g(x) VxeZ
: KxKZ2 - KZ (A f)(z)=X-f(z) VzeZ

Entonces K% es un K-espacio vectorial.

5. K[X], el conjunto de polinomios en la variable X a coeficientes en K, es un K-espacio
vectorial con la suma usual de polinomios y la multiplicacién usual de polinomios por
una constante.

6. R es un Q-espacio vectorial; C es un R-espacio vectorial y un Q-espacio vectorial.

7. Q[v/2] es un Q-espacio vectorial.

1.1.3 Subespacios

Dentro de un K-espacio vectorial V', hay subconjuntos que heredan la estructura de V, es
decir, que son también espacios vectoriales con la misma operacion, el mismo elemento neutro
y la misma accion que V. En esta seccion, comenzaremos el estudio de los subconjuntos con
esta propiedad.
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Definicién 1.9 Sea V un K-espacio vectorial. Un subconjunto S C V no vacio se dice un
subespacio de V si la suma y el producto por escalares (de V') son una operacién y una accién
en S que lo convierten en un K-espacio vectorial.

Ejemplo. Caractericemos todos los subespacios de R?:

e S =1{(0,0)} es un subespacio.

e Supongamos que S es un subespacio y que contiene algin elemento v no nulo. Entonces,
para todo A € R, \.v € S. Si éstos son todos los elementos de S, entonces S es un
subespacio (que, gréficamente, resulta ser una recta que pasa por el origen).

e Con la notacién del punto anterior, si S contiene algtin elemento que no es de la forma
A.v, digamos v’, contiene también a todos los multiplos de v’. Luego, S contiene a las
dos rectas L y L’ que pasan por el origen y cuyas direcciones son v y v’ respectivamente.
Es claro (usando la regla del paralelogramo) que cualquier punto en R? es suma de un
elemento de L més uno de L', luego pertenece a S. En consecuencia, S = R2.

Observamos que, dado un K-espacio vectorial V' y un subconjunto S de V', para determinar
si S es un subespacio de V segun la Definicién 1.9 debemos verificar la validez de una gran
cantidad de propiedades (todas las involucradas en la definicién de espacio vectorial). La
siguiente proposicién nos provee una caracterizacién de los subespacios en términos de sélo
tres propiedades, a partir de las cuales se deducen todas las demas.

Proposicion 1.10 Sea V un K-espacio vectorial y sea S C V. FEntonces S es un subes-
pacio de V si y solo si valen las siguientes condiciones:

i)0esS
i) vyweS=v+wes

i) N\e KKveS=\-vesS
Demostracion.

(=) Es inmediato verificar que si S es un subespacio de V' se cumplen 1), ii) e iii).

(<) La condicién i) asegura que S es no vacio.
Por ii), 4+ es una operacién de S y por iii), - es una accién.

La asociatividad y conmutatividad de la suma se deducen de la validez de las mismas
para V', el elemento neutro de la suma 0 € S por i), y la existencia de inverso aditivo se
deduce de que dado v € S, —v = (—1) - v, que pertenece a S por iii).

Las propiedades de la accién en la definicién de espacio vectorial se deducen también
de su validez en V. (]

Observamos que la condicién i) en la proposicién anterior puede ser reemplazada por
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i) S +£0.

Es decir, las condiciones i), ii), iii) son equivalentes a i’), ii), iii). La demostracién de este
hecho queda como ejercicio.

Ejemplos. Sea V un K-espacio vectorial.

1. {0} es un subespacio de V.
2. V es un subespacio de V.
3. SiveV,S={\-v/X € K} es un subespacio de V:
i)0=0-veS.
ii) SiA-v, u-ve S, entonces A\cv+p-v=A+p) -ves.
iii) SiA-veSyaekK,entonces a-(A-v)=(a-A)-veES.
Este subespacio se denomina el subespacio generado por vy se nota S = < v >.
4. Sean vy,...,v, € V.
Entonces S = {aj.v1 + -+ + an.vp : a; € K, 1 <4 <n} es un subespacio de V:
i) 0=0w;+---+ 0w, €85.
i) Siv,we S, v=ar.v1+ 4+ @y, w=P1.01 + -+ + Bn.vy, entonces
v+w = (g + f1)vr+ -+ (an + Bn).vn €S.
iii) SiAe Kyv=ai.v1 + -+ a,.v, €5, entonces
Av=(Aar)vr+ -+ (Aay)v, €85.

El subespacio S que hemos definido se llama el subespacio generado por vy, ...,v, y se
nota S = < wy,...,v, >.

Si V es un K-espacio vectorial, tiene sentido considerar las operaciones de unién e inter-
seccién entre subespacios de V' (que son subconjuntos de V). Una pregunta que surge es si
estas operaciones preservan la estructura de subespacio. Como veremos a continuacién, esto
vale en el caso de la interseccién de subespacios, pero no para la unién.

Proposicion 1.11 Sea V un K-espacio vectorial, y sean S y T subespacios de V. Entonces
SNT es un subespacio de V.

Demostracion.

i) 0e SNT puestoque0e Sy0eT.

ii) Sean v,w € SNT. Entoncesv € S;veT, we SyweT. Comov,weSySesun
subespacio, entonces v + w € S. Anédlogamente, v +w € T. Luego, v+w € SNT.
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iii) Sean A € K yv € SNT. Entoncesv € Sywv €T. Como A € K,v €Sy S esun
subespacio, entonces A - v € S. Andlogamente, A-v € T. Luego, A-v e SNT. (]

En forma andloga a lo hecho en la demostracién de la proposicién anterior, se prueba
que la intersecciéon de cualquier familia de subespacios de un K-espacio vectorial V es un
subespacio de V.

Observacion 1.12 Si V es un K-espacio vectorial, S y T subespacios de V', entonces SUT
no es necesariamente un subespacio de V.
En efecto, consideremos en R? los subespacios S = < (1,0) > y T'= < (0,1) >.

Observamos que (1,0) € Sy (0,1) € T; luego, ambos pertenecen a S UT. Pero (1,0) +
(0,1)=(1,1) ¢ SUT, puesto que (1,1) ¢ Sy (1,1) ¢ T.

Concluimos esta seccién exhibiendo algunos ejemplos de subespacios de distintos K-
espacios vectoriales.

Ejemplos.

1. Sean aq,...,a, € K fijos. Sea S = {(z1,...,2,) € K" : a121 + - - - apx,, = 0}. Es facil
verificar que S es un subespacio de K.
a1y + -+ apx, =0
2. 8= {(ml,...,xn) e K": : } es un subespacio de K", pues
Am1x1 + -+ Qpn Ty = 0

S =S donde S; = {(z1,...,2n) € K" : ajnz1 4+ -+ ainxn =0} (1 <i<m)y
i=1
cada S; es un subespacio de K™.
3. Sean V = K[X] y n € N fijo. Se tiene que K, [X|={f € K[X]/ f=0o0gr(f) <n}
es un subespacio de V:
i) 0 € K,[X].
i) Sean f,g € K,[X]. Si f=00¢g=0esclaro que f+g € S. Si f+ g =0, entonces
f+ge€S. Sino, gr(f+g) <max(gr(f),gr(g)) <n,y porlotanto f+g € S.
iii) Sean A € Ky f € Kp[X]. SiA=00 f =0, entonces \.f =0 € K,[X]. Si no,
gr(A.f) = gr(f), de donde A.f € K, [X].

Observar que el conjunto {f € K[X] / f =00 gr(f) > n}, para n € N fijo, no es un
subespacio de K[X]. Por ejemplo: f = X"y g = —X"™+1 pertenecen a dicho conjunto,
pero f+ g =1 no.

1.1.4 Sistemas de generadores

El objetivo de esta seccién es mostrar como pueden describirse todos los elementos de un
K-espacio vectorial V' a partir de ciertos subconjuntos de elementos de V.
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De la definicién de K-espacio vectorial vemos que una forma de obtener nuevos elementos
de V a partir de los elementos de un subconjunto G C V es considerando sumas finitas de
multiplos por escalares de elementos de G. Surge entonces la nocién de combinacién lineal:

Definicién 1.13 Sea V un K-espacio vectorial, y sea G = {vy,...,v,} € V. Una com-
T

binacion lineal de G es un elemento v € V tal que v = > «o;.v; con «; € K para cada
i=1

1< <r.

Ejemplos.

1. Sea G = {(1,2),(3,4)} C R2. Una combinacién lineal de G es un vector v = a.(1,2) +
£.(3,4) con a, B € R.

2. Sea G ={1,X,..., X"} CR,[X]. Una combinacién lineal de G es > o; X? con a; € R
i=0
para cada 0 <17 < n.

La definiciéon de combinacién lineal se extiende al caso de subconjuntos no necesariamente
finitos del espacio vectorial considerado:

Definicién 1.14 Sea V un K-espacio vectorial, sea I un conjunto de indices y sea G =
{vi /i € I} C V. Una combinacidn lineal de G es un elemento v € V tal que v = > a;.v;

i€l
donde «; = 0 salvo para finitos i € I.
Ejemplos.
. oo .
1. Sea G ={X"/i € No} C R[X]. Una combinacién lineal de G es > «;X* donde o;; € R
i=0

y a; = 0 salvo para finitos valores de i € Np.

2. Sea G = {(a,0) : « € R} C R2. Una combinacién lineal de G es > B,.(a,0) tal que
a€eR
Ba € Ry B, = 0 salvo para finitos a € R.

Dado un espacio vectorial V', considerando las combinaciones lineales de los elementos
de ciertos subconjuntos de V', podemos obtener cualquier elemento del espacio vectorial en
cuestion. Como se vera en los ejemplos, en muchos casos esto nos permitird describir conjuntos
infinitos (como por ejemplo R?) utilizando finitos elementos del espacio.

Definicién 1.15 Sea V un K-espacio vectorial y sea G C V. Se dice que G es un sistema de
generadores de V (y se nota < G > = V) si todo elemento de V' es una combinacién lineal de

G.
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Ejemplos.
1. R? = < (1,0),(0,1) >, pues Vz = (o, 3) € R?, x = a.(1,0) + (3.(0,1).

2. K" =< (1,0...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1) >.
3. K™ = < B > azic, donde (B¥) = { Losik=iyj=I
15j<m 0 sino
4. K[X] =< X >ieNg -
5. Si G C K[X] tal que para cada i € Ny, existe f; € G con gr(f;) = i, entonces K[X] =
<G >:
Es claro que 0 € < G >. Veamos, por induccién en gr(g), que g € < G > para cada
g € K[X].
Si gr(g) = 0, entonces g € K, y como existe fo € G con gr(fo) = 0 (es decir, fy €

K — {0}), se tiene que g = fi-fo e <G>
0

Sea n > 0 y supongamos que todo polinomio de grado menor que n y el polinomio nulo
pertenecen a < G >. Sea g € K[X] con gr(g) = n. Por hipdtesis, existe f, € G con
gr(fn) =n. Sig= Zo a; X7y fn= Zo bj X7, consideramos g = g — 3™ f,. Observamos
j= J=
que g = 0 o gr(g) < n. Por hipétesis inductiva, § € < G >, es decir g = > ¢y.f con
feaq
¢y = 0 salvo para finitos f. En consecuencia,

~ a a
9:g+blfn: Z Cf.f+(0fn+b—")fn€<G>.
" fE€G, f#fn n

1.2 Sistemas de ecuaciones lineales

Hemos visto que un conjunto del tipo
a11r1 + -+ aimTm =0
S=<(r1,...,xm) € K™:
An1%1 + -+ T = 0

es un subespacio de K™. Surge entonces la cuestion de describir estos conjuntos. Esto puede
hacerse, por ejemplo, encontrando un sistema de generadores del subespacio S.

Mas en general, estudiaremos el problema de dar una descripcion del conjunto de soluciones
de un sistema de ecuaciones de la forma

anxi + a2 + -+ aimTm = b

n1T1 + Ap2T2 + - + QT = bn

donde a;; € K paratodo 1 <i¢<nyl<j<m,yb €K paratodo 1l <i <mn, alos que
llamaremos sistemas de n ecuaciones lineales en m incdgnitas.
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1.2.1 Sistemas lineales homogéneos

Un primer tipo de sistemas de ecuaciones que estudiaremos son los que tienen todas las
ecuaciones igualadas a 0.

Definicién 1.16 Un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con m incognitas a coeficientes
en un cuerpo K es un sistema del tipo

a1171 + a2 + -+ a1mTy = 0

An1T1 + Ap2Ta + -+ + Gy Ty, = 0

donde a;; € K paracada 1 <i<n,1<j<m.
Notacion. La matriz A € K™*™ definida por A;; = a;; se llama la matriz asociada al sistema.

Observacion 1.17 El conjunto de las soluciones de un sistema lineal homogéneo con m
incégnitas es un subespacio de K™ (ver Ejemplo 2 en la pagina 10).

Resolver un sistema de este tipo significard dar un sistema de generadores para el subes-
pacio de las soluciones.

El método que daremos para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales consiste en
transformar el sistema dado, por medio de ciertas operaciones, en otro que tenga el mismo
conjunto de soluciones, pero cuya resolucién sea méas simple. Aparece entonces la nocién de
sistemas equivalentes:

Definicién 1.18 Dos sistemas lineales homogéneos se dicen equivalentes si sus conjuntos de
soluciones son iguales.

Ejemplo. Los siguientes sistemas lineales homogéneos a coeficientes en R son equivalentes:

z+y+z = 0 z = 0
y+z = 0 y+z = 0

1.2.2 Meétodo de triangulacién
Algunos sistemas de ecuaciones lineales son muy faciles de resolver:

Ejemplo. Consideremos el siguiente sistema lineal homogéneo en R3:

207 + 3x2 — x3 = 0
— 22 + x3 = 0
5I3 =0

Este sistema tiene como tunica solucién a (0,0,0): De la tercera ecuacidn, resulta que x5 = 0.
Teniendo en cuenta que x3 = 0, de la segunda ecuacién se deduce que zo = 0. Finalmente,
reemplazando zo = x3 = 0 en la primera ecuacién, se obtiene que z; = 0.



14 Espacios vectoriales

Andlogamente, serd mas facil obtener las soluciones de cualquier sistema lineal que se
encuentre en esta forma “triangular”, es decir, de la forma

1171 + a12x2 + -+ + ATy + 0 F ATy, = 0
A2y + -+ + AopTp + -+ d2mTm = 0
ApnTn + -+ ApmTy = 0

La idea de lo que sigue es ver cémo puede obtenerse, dado un sistema lineal arbitrario, un
sistema de este tipo equivalente al dado.

La siguiente proposicién caracteriza ciertas operaciones que producen sistemas equiva-
lentes. En estas operaciones se basa el método de eliminacién de Gauss (o método de trian-
gulacién) que utilizaremos para resolver sistemas lineales.

Proposicion 1.19 Dado un sistema lineal homogéneo de ecuaciones, los siguientes cambios
en las ecuaciones dan lugar a sistemas equivalentes:

1. Intercambiar dos ecuaciones de lugar.
2. Multiplicar una ecuacion por una constante no nula.

3. Reemplazar una ecuacion por ella misma mds un maultiplo de otra.
Demostracion.

1. Si vemos al conjunto de soluciones del sistema como la interseccién de los conjuntos de
soluciones de cada una de las ecuaciones que lo integran, intercambiar dos ecuaciones
corresponde a intercambiar dos conjuntos en la intersecciéon. Como la interseccion es
conmutativa, el conjunto que resulta es el mismo.

2. Sea z = (x1,...,%m) € K™ una solucién de
a1121 + a12x2 + -+ a1mTym = 0
(%) a;1T1 + @i2T2 + -+ + ATy, = 0
Ap1T1 + Gpa®e + - -+ AT, = 0

Al multiplicar la i-ésima ecuacién por A € K, A # 0, resulta el sistema

a1121 + a2 + -+ A1 Tm = 0
(%) Aai1x1 + Aajppxe + -+ Aajmx, = 0

Ap1T1 + Qpo®o + - 4+ G Tm =0
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Es claro que x es solucién de todas las ecuaciones que no fueron modificadas. Ademds
A1 T1 + A@ioTo + -+ AT, = )\(ailxl + ajoxo + -+ aim:cm) =A.0=0.

Luego, x es solucién de (#x).

Reciprocamente, multiplicando la i-ésima ecuacién de () por 1 se obtiene (x), de
donde, con el mismo razonamiento que antes, se deduce que si x es solucién de (k)

también lo es de (x).

3. Se demuestra en forma anéloga. O

Observacién 1.20 Si A es la matriz asociada a un sistema lineal homogéneo H, efectuar las

operaciones de la proposicién anterior sobre las ecuaciones de H equivale a hacerlo sobre las
filas de A.

Como consecuencia de esta observacidn, para resolver un sistema lineal trabajaremos con
la matriz asociada al sistema, en lugar de hacerlo con las ecuaciones. Al aplicar en las matrices
las operaciones dadas en la Proposicién 1.19 estaremos obteniendo matrices cuyos sistemas
lineales asociados son equivalentes al original.

El siguiente teorema nos asegura que, por medio de las operaciones permitidas siempre
puede obtenerse un sistema triangular equivalente al dado. Més atn, de la demostracién se
desprende un algoritmo para realizar esta tarea.

Teorema 1.21 Sea H un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con m incognitas. En-
tonces, aplicando los cambios descriptos en la Proposicion 1.19, puede obtenerse un sistema
lineal homogéneo H' cuya matriz B es triangular superior, es decir, tal que B;; =0 si i > j.

Demostracion. Procedemos por induccién en n, la cantidad de ecuaciones del sistema.
Si n =1 no hay nada que probar.

Supongamos que vale para n y consideremos un sistema lineal de n + 1 ecuaciones

a1r1 + -+ G, =0
Ap1%1 + -+ + ApmTm =0
Ap+1121 R Apn+1mIm = 0

Si m =1, es claro que el resultado vale. Supongamos m > 1.

Primer caso: Si a;; = 0 para cada 1 < i < n + 1. Entonces la matriz del sistema es de la
forma
0 a2 - am 0 ¢

0 M

0 apyi2 - Gpyim

donde 0 denota una columna de ceros y ¢ € K*(m=1 pAf e gnx(m=1),
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Segundo caso: Existe j, 1 < j < n+1, con ai; # 0. Eventualmente intercambiando las

ecuaciones 1 y j, podemos suponer que aj; # 0. Multiplicando la primera ecuacién por a%l y

aplicando operaciones de tipo 3. en las otras resulta

1 a1z e a1m
ail ail 1 ¢
a21 a22 t a2m F;, —an Fy
. _ _
0 M
Ap+11 Ap+12 ot OGp4+1m

con ¢ € K1*X(m=1) ¢y \f ¢ grx(m=1)

Entonces, en cualquier caso, aplicando las operaciones descriptas en la Proposiciéon 1.19
al sistema dado, puede obtenerse un sistema cuya matriz asociada es de la forma

a c
A= con M e K= v g=16a=0.
0 M

Sea H); el sistema cuya matriz asociada es M. Por hipdtesis inductiva, aplicando operacio-
nes permitidas puede obtenerse un sistema equivalente a Hj; cuya matriz M’ es triangular
superior. Aplicando esas mismas operaciones en la matriz A se obtiene

a C
B = cona=16a=0,
0 M

que es triangular superior. O

Ejemplo. Resolver el siguiente sistema lineal homogéneo en R*:

3r1 4+ x9 +10x3+ 524 =0

{ng—x3+x4=0
1 +3r3+24=0

La matriz asociada al sistema de ecuaciones es

02 -1 1
A=13 1 10 5
1.0 3 1

El primer paso del método de Gauss consiste en colocar en el lugar A;; un elemento no nulo.
Para eso permutamos las filas 1 y 3 de la matriz (podria usarse también la fila 2). Se obtiene

1 0 3 1
3 1 10 5
0 2 -1 1
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A continuacién debemos realizar operaciones de fila de manera de conseguir que los restantes
elementos de la primera columna de la matriz sean ceros. Si F; denota la i-ésima fila de la
matriz, haciendo Fy — 3F] resulta

3 1
1 2
-1 1

S O =
N = O

Pasamos ahora a la segunda columna de la matriz. El elemento ubicado en la fila 2 columna
2 de la matriz es un 1, con lo que sélo resta conseguir un 0 en la fila 3 columna 2. Para eso
efectuamos F3 — 2F5:

1 0 3 1

0 1 1 2

0 0 -3 -3
Esta matriz se encuentra en forma triangular. El sistema asociado

1+ 3x3+24 =0
To+x3+ 224 =0

—3x3—3x4=0
es equivalente al original.
De la tercera ecuacién deducimos que si X = (z1,22,23,24) es solucién del sistema,
entonces r3 = —x4. Reemplazando en la segunda ecuacién y despejando x4 se obtiene x4 =

—x4. Finalmente, de la primera ecuacién se deduce que z1 = 2z4. Ademés es claro que
cualquier X que cumple estas condiciones es solucién de la ecuacion.

En consecuencia, las soluciones del sistema son todos los vectores en R* de la forma
X = (2z4, —x4, —x4,24) = 24(2,—1,—1,1), es decir, el conjunto de las soluciones del sistema
es el subespacio
S=<(2,-1,-1,1) >.

1.2.3 Cantidad de soluciones de un sistema homogéneo

Una consecuencia inmediata del Teorema 1.21 es la siguiente:

Observacién 1.22 Sea H un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con m incégnitas.
Supongamos que n > m. Entonces, por el teorema anterior, el sistema es equivalente a uno
cuya matriz es triangular superior. Luego, las tltimas filas de su matriz asociada son nulas
y en consecuencia vemos que existe un sistema H' de n ecuaciones con m incégnitas cuyo
conjunto de soluciones coincide con el de H (basta considerar las n primeras ecuaciones del
sistema obtenido).

Si H es un sistema lineal homogéneo con m incognitas, es claro que 0 € K™ es una soluciéon
de H. Esta se llama la solucién trivial del sistema. En muchos casos nos interesaré saber si el
sistema tiene alguna solucién distinta de 0 (a las que llamaremos soluciones no triviales). El
siguiente resultado nos dice que en el caso de un sistema con menos ecuaciones que incégnitas
esto siempre sucede.
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Teorema 1.23 Sea H un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones con m incdégnitas. Su-
pongamos que n < m. Entonces existe x € K™, x # 0, que es solucion del sistema H.

Demostracion. Por induccion en la cantidad n de ecuaciones de H.

Sin =1,m > 2: Entonces H : a;121 + a12T2 -+ + a1mTm = 0. Si a;; = 0, entonces

(1,0,...,0) es solucién del sistema y si a1 # 0, entonces (;‘112 ,1,0,...,0) es solucién.

Supongamos que el resultado vale para sistemas con n ecuaciones y sea H un sistema de
n + 1 ecuaciones con m incégnitas, n + 1 < m.

Triangulando la matriz del sistema, resulta que es equivalente a una de la forma

a1 a2 -+ G1m
0 B ’

donde B € K™ (m=1 v m — 1> n.

Por lo tanto, el sistema cuya matriz asociada es B esta en las condiciones de la hipdtesis

inductiva. Luego, existe (z1,...,Zm—1) 7 0 que es solucién del sistema asociado a B.
e Siaj; =0, entonces (1,0,...,0) es solucién del sistema original.
1 m
e Si a;; # 0, entonces ( — E( > alixi,l),xl, ... ,xm,l) es una solucién no nula del
i=2
sistema. O

El siguiente teorema se refiere a la existencia de soluciones no triviales para sistemas ho-
mogéneos con igual cantidad de ecuaciones que incégnitas. Teniendo en cuenta la observacién
hecha la comienzo de esta seccion, esto resuelve el problema en el caso general.

Teorema 1.24 Sea H un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones y n incégnitas. Sea H'
un sistema equivalente a H cuya matriz B es triangular superior. Entonces H tiene solucion
unica sty solo si By; Z0V1 <i <n.

Demostracion.

By -+ DB
(<) Supongamos que B = 0o . ; con B;; Z0V1<i<n.
0 Bnn
Entonces, la tltima ecuacién del sistema H' es B,,z, = 0y, como B,, # 0, resulta

que z, = 0. Reemplazando en la ecuacién anterior x,, por 0, queda B,,_1n_1Zn_1 =0,
de donde z,,_1 = 0.

Siguiendo de este modo, para cada k = n — 2,...,1 de la k-ésima ecuacion se obtiene
T = 0.
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(=) Supongamos que B11 #0,...,B;; #0y Biy1,41 =0, 0 sea

B e Bin

0 .

: Bii Biiy1 -+ Bin

0 0 0

: : : M

0O --- 0 0
Es claro que (1,0,...,0) es solucién del sistema cuya matriz asociada es ( 0 M )7 o
sea Ziy1 =1,...,2, =0.
De la i-ésima ecuacién se despeja x; = %ﬂ“
Se sigue asi para calcular los valores de todas las variables. Se obtiene una solucién de
H' de la forma (z1,...,2;,1,0,...,0), que es una solucién no nula del sistema. ([

Ejemplo. Hallar todos los valores de k£ € R para los cuales el sistema homogéneo cuya matriz

1 2 k—1
asociada es 2 —k+1 1 tiene solucién unica.
k+1 —4 1

En primer término aplicamos el método de eliminacién de Gauss para obtener un sistema
triangular equivalente al dado:

1 2 k-1 Fy —2F, 1 2 k-1
2 —k+1 1 — 0 —k—-3 —2k+3
E+1 -4 1 F—(k+1)F 0 —2k—6 —k?+2
1 2 k—1
B2 g k-3 —ak+3
0 0 —k? +4k —4

Por el teorema anterior, el sistema tiene solucién tinica siy s6losi —k—3 # 0y —k2+4k—4 # 0,
es decir, para todo k € R — {-3,2}.

1.2.4 Sistemas lineales no homogéneos.

Para terminar, estudiaremos sistemas de ecuaciones lineales en el caso general, es decir, cuando
las ecuaciones que integran el sistema no estan necesariamente igualadas a 0.
Definicién 1.25 Un sistema de ecuaciones lineales

a1121 + ai®2 + -+ T, = by
H:

A1 %1 + Ap2®e + -+ ApmTm = by
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se dice mo homogéneo si existe i, 1 <1i <mn, con b; # 0.
La matriz A = (a;;) se dice la matriz asociada al sistema.

Llamaremos sistema homogéneo asociado a H a

a1171 + ajpxre + -+ aymTy; = 0

p1T1 + ApaTo + -+ ATy, = 0

En el caso de un sistema lineal no homogéneo el conjunto de soluciones no es un subespacio
(es claro que 0 no es solucién). Sin embargo, el conjunto de soluciones de un sistema no ho-
mogéneo esta intimamente relacionado con el subespacio de soluciones del sistema homogéneo
asociado.

Proposicion 1.26 Sea H un sistema lineal no homogéneo con soluciones. Sea S el conjunto
de soluciones del sistema homogéneo asociado a H y sea p una solucion particular de H.
Entonces, el conjunto M de soluciones de H es M =S +p={s+p:se S}

Demostracion. Sea H el sistema
a1171 + a12T2 + -+ ATy = by

an1T1 + Ap2T2 + -+ QT = bn

(C) Sea z € M. Se tiene que z = (z — p) + p. Luego, para probar que z € S + p, basta ver
que z—p = (21 —P1,---,2m —Pm) € 9, es decir, que es solucién del sistema homogéneo
asociado a H.

Sea i, 1 < i < n. Entonces

a;i1(z1 —p1) + -+ @im(Zm — Pm) = (@121 + - + QGim2Zm) — (@aD1 + -+ + QimPm)

puesto que z y p son ambas soluciones de H. Luego, z —p € S.

(D) Seay €S+ p. Entoncesy=s+pconseS.

Para cada 1 <i < n,

a1y + - F GmYm = i1 (s1+p1) + o F Qim(Sm + D) =
= (ailsl + -+ a'imsm) + (ailpl + -+ aiman) =0+ bi = bi7

puesto que p es soluciéon de H y s es solucion del sistema homogéneo asociado a H.

En consecuencia, y es solucién de H, es decir, y € M. O
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Ejemplo. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales en R*:

209 —x3+ 24 =0
31 + 29+ 1023 + 54 = 3
T1+3rx3+14 =1
Por la proposicién anterior, para obtener todas las soluciones del sistema basta conocer
una solucién particular y el conjunto de soluciones del sistema homogéneo asociado.

Vemos que p = (1,0,0,0) es una solucién particular del sistema.

Por otro lado, en un ejemplo anterior (pdgina 16) hemos visto que el conjunto de soluciones
del sistema homogéneo asociado es S = < (2,—1,—1,1) >.

En consecuencia, el conjunto de soluciones del sistema es < (2,—1,—1,1) > + (1,0, 0,0).

Sin embargo, el resultado que relaciona las soluciones de un sistema no homogéneo con las
del homogéneo asociado es mas que nada tedrico: dado un sistema de ecuaciones lineales no
homogéneo, es poco probable que conozcamos una solucién particular sin resolverlo. La reso-
lucién de un sistema lineal no homogéneo, al igual que en el caso homogéneo, puede realizarse
triangulando una matriz adecuada como mostramos en el siguiente ejemplo (comparar con el
ejemplo de la pégina 16).

Ejemplo. Resolver el siguiente sistema lineal no homogéneo en R*:

3r1 + 29+ 1023+ 54 =1

{2$Q—$3+$4:2
T, 4+ 3r3 + x4 = —2

Consideraremos la siguiente matriz formada por la matriz del sistema homogéneo asociado
al sistema a la que le agregamos como tltima columna los escalares solucion de cada ecuaciéon
(lo separamos con una linea para recordar que esos escalares son los que aparecen del otro
lado de los iguales):

02 -1 1|2
Alb)=[ 3 1 10 5|1
10 3 1]-2

El método de resoluciéon es similar al de los sistemas homogéneos. Utilizamos el método
de Gauss para triangular la matriz que estd a la izquierda de la linea pero realizando las
operaciones en toda la fila, inclusive en los elementos a la derecha de la linea: el método de
Gauss se basa en intercambiar y operar con ecuaciones, asi que para no cambiar las soluciones
debemos trabajar con ambos miembros de las ecuaciones (en el caso homogéneo, esto no era
necesario porque siempre los segundos miembros daban cero). Entonces, triangulando con las
mismas operaciones que en el ejemplo de la pagina 16, obtenemos

0 2 1 0 1 0
3 1 10 5| 1 — | 3 1 10 5| 1 — (0 1 1 2|7 —
1 0 0 2 0 2



22 Espacios vectoriales

1 0 3 1| -2 1 0 3 1]-2
— | 0 1 1 2 7 — | 0 1 1 2|7
00 -3 -3|-12 0 01 1] 4

Esta matriz se encuentra en forma triangular y su sistema no homogéneo asociado

1+ 3x3+14 =—2
To+x3+204 =7
r3+x4 =4
es equivalente al original.
De la tercera ecuacién deducimos que si X = (z1,22,23,24) es solucién del sistema,
entonces xs = 4 — x4. Reemplazando en la segunda ecuaciéon y despejando xo se obtiene
r9 = 3 — x4. Finalmente, de la primera ecuacién se deduce que 1 = —14 + 2z4. Ademaés

es claro que cualquier X que cumple estas condiciones es solucién del sistema. Luego, las
soluciones del sistema son todos los vectores en R* de la forma

X =0Q2x4—14,—x4+3,—x4 +4,24) = 24(2,—1,-1,1) + (—14,3,4,0),

es decir, el conjunto de las soluciones del sistema es el subespacio S = < (2,—-1,-1,1) >
(solucién del sistema homogéneo asociado) més la solucién particular (—14, 3,4, 0).

Este procedimiento para resolver sistemas lineales no homogéneos motiva la siguiente
definicién:
Definicién 1.27 Dado un sistema de ecuaciones lineales no homogéneo

a11r1 +aera + -+ a1mTy = by
H

Ap1%1 + Ap2X2 + - + ATy, = bn
se llama matriz ampliada asociada al sistema H a la matriz

a11 a2 0 Qim | b1

A diferencia de los sistemas homogéneos, los sistemas no homogéneos pueden no tener
soluciones. El método descripto, que triangula la matriz ampliada asociada al sistema, nos
muestra que en estos casos no hay solucién particular posible:

Ejemplo. Resolver el siguiente sistema lineal no homogéneo en R%:

3I1+1‘2*I’371‘4:7

{$1+2$2+$3—$4=2
S5x1 —3x3 — x4 =5
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Triangulando la matriz ampliada asociada al sistema, tenemos

1 2 1 —-1]|2 1 2 1 -11]2

3 1 -1 -1y7]—10 -5 —4 2|1 |]—

5 0 -3 —-1|5 5 0 -3 —-1]5

1 2 1 —-1] 2 1 2 1 —-1] 2
— | 0 -5 —4 2 1 — | 0 =5 -4 2 1

0 -10 -8 4 | -5 0 0 0 0 |-7

Esto significa que una solucién X = (z1, x2,x3,24) del sistema debe satisfacer la dltima
ecuacioén, es decir 0.z1 +0.29 +0.23+0.24 = —7, lo que es un absurdo. Por lo tanto el sistema
en cuestién no tiene soluciones.

1.3 Independencia lineal y bases

En la Seccién 1.1.4 introdujimos la nocién de sistema de generadores de un K-espacio vectorial
V. Un espacio vectorial puede tener distintos sistemas de generadores y ademas dos sistemas
de generadores de un mismo espacio vectorial pueden tener distinta cantidad de elementos.

En esta seccién veremos que para cualquier sistema de generadores G de un K-espacio
vectorial V' que cumpla cierta propiedad adicional, que llamaremos independencia lineal, la
cantidad de elementos de G estara fija. Esto nos llevara a definir la nociéon de dimension de
un espacio vectorial.

1.3.1 Independencia lineal

Una cuestion que surge al considerar un sistema de generadores de un K-espacio vectorial
V es la de hallar sistemas de generadores que sean minimales respecto de la inclusién, es
decir, tal que ningiin subconjunto propio sea también un sistema de generadores de V. Los
siguientes resultados caracterizan a los conjuntos con esta propiedad.

Proposicién 1.28 Sean V un K-espacio vectorial, S un subespacio de' V y {vi,...,v,} CV.
Entonces <wvi,...,v, >C8S < v, € SV1I<i<n.
Demostracion.

(=) Paracadal <i<mn,
v; =001 + -+ 0wm1 + 1oy + 0041 + - + 00, € vy, vp > C S,

de donde v; € S.

n

(<) Como vy,...,v, € Sy S es un subespacio, entonces > a;v; € S Va; € K. Luego,
i=1

<V, >CS. O
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Corolario 1.29 Sea V un K-espacio vectorial, y sea {vi,...,vn,vnt1} C V. FEntonces
< ViyeooyUnyUngl > =< Viy..oyUp > < Upy1 € < Viy...,U05 >.
Demostracion.
(=) Se tiene < vy,...,v,, U1 > C < wv1,...,v, >. Entonces, por la proposicién anterior,
Unt1 € < V1y...,0p >.
(<) Por hipétesis, v,41 € < v1,...,0, >. Ademds v; € <wvy,...,v, > V1 < i <n. En-
tonces, < v1,...,Vp, Unt1 > C < V1,..., 0y >.
Por otro lado, v; € < v1,...,v,41 > V1 < i <mn, y entonces vale
< Vlyee oy Un, Uptl > 2 < Vly..., Uy >
Luego < v1,...,0n,0p41 > = < U1,...,Uy >. O

Introducimos ahora la nocién de independencia lineal.

Definicién 1.30 Sea V un K-espacio vectorial y sea {v, }acr una familia de vectores de V.
Se dice que {vq }acr es linealmente independiente (1.i.) si

Zaa.va:()éaa:() Va e .
a€el

Si {va }aer no es linealmente independiente, se dice que es linealmente dependiente (1.d.).

Aunque, a diferencia de un conjunto, una familia puede contener elementos repetidos, en
lo que sigue hablaremos indistintamente de familias o conjuntos de vectores, entendiendo que
pueden ocurrir repeticiones.

La nocién de independencial lineal estd intimamente relacionada con la minimalidad de
un sistema de generadores. Més precisamente:

Observacion 1.31 Sea V un K-espacio vectorial y sean vy, ...,v, € V. Entonces el conjunto
{v1,...,v,} es linealmente independiente si y sélo si

<ULy ey Uy > F < VLo, Ugyee oy > V1 <i <
(Notacién: < vi,...,0;,...,v, > denota el subespacio generado por {vy,...,v,} —{v;}.)
Demostracion.
(=) Supongamos que < V1,...,U;,..., 0y > = < V1,...,0, >. En particular

Vi € <V1y...,V5...,Un >,
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n
es decir, existen a; € K (j # ) tales que v; = ) a;v;. Entonces
j=1

Jj#i

i—1 n
0= ZOéjUj + (—1)’01' + Z vy,
=1

j=it1
de donde {v1,...,v,} no es linealmente independiente.
(<) Si{vi,...,v,} eslinealmente dependiente, existen ay,. .., ay € K no todos nulos, tales
n
que > a;v; = 0. Sin pérdida de generalidad, supongamos que «,, # 0. Entonces
i=1
n—1 .
Uy = —Z—l.vi € < V1y...,Up-1 >.
i=1 "
Luego, < v1,...,0p > =< V1,...,0p_1 >. (]

Ejemplos. Decidir si los siguientes conjuntos son linealmente independientes.

1. En R3, {(1,0,1),(1,-1,0),(0,0,1)}.

Sean o, as, a3 € R tales que
a1(1,0,1) + ao(1,-1,0) + a3(0,0,1) = (0,0,0).

Comparando coordenada a coordenada resulta que aq, as, a3 son solucién del sistema
de ecuaciones

a1 + [6%) = 0
—Q = 0
ap+ag = 0

Es facil ver que este sistema tiene como tnica solucién a la trivial.

Luego, el conjunto {(1,0,1),(1,—1,0),(0,0,1)} es linealmente independiente.

2. En R[X], {X?:i€ Ny}
Sean a; € R (i € Np) tales que a; = 0 para casi todoi € Ngy > a; X = 0.
1€Ng
Para que el elemento Y. a; X de R[X] sea el polinomio nulo, todos sus coeficientes
i€Np
deben ser 0. Luego, a; = 0 para todo i € Ny, de donde el conjunto {X* : i € Ng} es
linealmente independiente.

La siguiente proposicién nos permitird obtener otro método para decidir si un conjunto
de vectores en K" es linealmente independiente.

Proposicion 1.32 Sea V un K-espacio vectorial. Entonces:



26 Espacios vectoriales

1 {v1, ..., 050,05, 0} SV es Li. <= {v1,...,05,...,05,...,0,} TV es Li.
2. {v1,.. U4y, n SV esli. <= {v1,...,\v4,...,0n} CV esli. para A € K —{0}.

3 v, v 05,0 SV es Ld = {0 F A, 05,00 C© Vs
l.i. para A € K.

Demostracion.

1. Se deduce del hecho que en un conjunto no interesa el orden de sus elementos.

2. Supongamos que {v1,...,v;,...,v,} es linealmente independiente.

Sean aq,...,a, € K tales que ajvy + -+ - + a;(A\v;) + - - - + a v, = 0. Entonces se tiene
que aj = 0 para cada j # 7 y que a;.A = 0. Puesto que A # 0, resulta que también
a; = 0.

Luego, el conjunto {v1,...,A\v;,...,v,} es linealmente independiente.

Esto prueba la equivalencia, puesto que para demostrar la otra implicacion basta mul-
tiplicar el i-ésimo vector del conjunto por %

3. Supongamos que {v1i,...,v;,...,0j,...,0,} es linealmente independiente.
Sean ay,...,q, € K tales que
0 = ann+-Fai(vi+ M)+ +av+ -+ apu,

= o1+ o+ (A Fa)vy 4 apvp.
La independencia lineal de {v1,...,v;,...,v;,...,v,} implica que
[e5] :...:ai:...:ai)\—&—aj :...:ozn:O,

de donde o = 0 para todo 1 < k < n.

En consecuencia, el conjunto {vi,...,v;+Avj,...,vj,...,v,} es linealmente independi-
ente.

La otra implicacién se deduce de ésta observando que el conjunto {vy,...,v,} se obtiene
de {v1,...,v;+Av;,...,vj,...,v,} cambiando el i-ésimo vector v; + Av; por (v; +Av;) +
(7)\)’()j = V;. O

Como consecuencia de la proposicién anterior, para decidir si un subconjunto de vectores
{v1,...,v.} de K™ es linealmente independiente podemos proceder como sigue:

e Considerar la matriz A cuyas filas son los vectores vy, ..., v;.

e Triangular la matriz A.
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e Si la matriz obtenida tiene alguna fila nula, el conjunto es linealmente dependiente. De
lo contrario, es linealmente independiente.
En efecto, en cada paso de la triangulaciéon, lo que se hace es cambiar el conjunto de
vectores por otro conjunto como en 1., 2. o 3. de la proposiciéon anterior. Luego, el
nuevo conjunto de vectores serd l.i. si y sélo si el anterior era Li. Si alguna fila de la
matriz obtenida es nula, es decir, uno de los vectores del conjunto de vectores obtenido
es el 0, es claro que el conjunto es l.d. Por otro lado, si ninguna fila de la matriz
triangular superior es nula, es facil ver que el conjunto de vectores obtenido es 1.i.

1.3.2 Bases y dimensién

Introducimos ahora el concepto de base de un espacio vectorial.

Definicién 1.33 Sea V un K-espacio vectorial. Una familia {v, }qer se llama una base del
espacio vectorial V' si {v4}aer es una familia linealmente independiente de V' que satisface
< Vo ZaclI= V.

Ejemplos.

1. En K", B = {e1,...,en}, donde (e;); =1y (e;); = 0si j # i, es una base, llamada la
base candnica de K.

2. En K™™ B={EY /1<i<n,1<j<m} esuna base.

3. En K[X], B={X" /i€ Ny} es una base.

Dos sistemas de generadores cualesquiera de un K-espacio vectorial V' pueden tener dis-
tinta cantidad de elementos. Esto no sucede en el caso de dos bases y lo demostraremos para
espacios vectoriales finitamente generados, lo que nos permitird definir la dimensiéon de un
espacio vectorial finitamente generado como la cantidad de elementos de una base cualquiera.

Teorema 1.34 Sea V un K-espacio vectorial. Supongamos que < vi,...,v, > =V y que
{w1,...,ws} CV es una familia linealmente independiente. Entonces s < r.
Demostracion. Como V = < wvq,...,v, >, para cada 1 < i < s, existen a;; € K (1 <j <)

tales que w; =

J

a;v;. Consideremos el siguiente sistema de r ecuaciones y s incdgnitas:

T
=1

Y apzy=0 1<j<r (1.1)
h=1
Sea (01, ..,3s) una solucién del sistema. Entonces

S

zs:ﬁhwh = iﬂh(iahﬂ]) = Z (zr:ﬁhahjvj) =
h=1 h=1 j=1 i=1

h=1
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=~ (X Auangey) = D (D Buows vy = 0.
j=1 h=1 j=1 h=1
Dado que {wy,...,ws} es linealmente independiente, debe ser (51,...,8;) =0

En consecuencia, el sistema (1.1) tiene solucién dnica, de donde se deduce que la cantidad
de ecuaciones del sistema es mayor o igual que el nimero de variables, es decir r > s. U

Corolario 1.35 Sea V un K-espacio vectorial, y sean By y Bo dos bases de V. Si By =
{wy,...,wp} y Bo = {v1,...,v}, entonces n = m.

Demostracion. Por el teorema anterior

e B sistema de generadores de V' y By conjunto linealmente independiente = n > m.

e B sistema de generadores de V' y By conjunto linealmente independiente = m > n.
Luego, n = m. O

Definicién 1.36 Sea V un K-espacio vectorial y sea B = {v1,...,v,} una base de V. Di-
remos entonces que n es la dimensidn de V' (como espacio vectorial sobre K). En este caso,
diremos que V' es un K-espacio vectorial de dimensidn finita, para distinguirlo de los espacios
vectoriales que no admiten una base con finitos elementos. Por convencién, la dimensién de
{0} es 0.

Notacion. Sin es la dimensién del K-espacio vectorial V', escribimos n = dimg V', o simple-
mente dim V si el cuerpo K queda claro por el contexto.

Una propiedad de las bases es que cualquier vector del espacio vectorial considerado se
puede expresar como combinacion lineal de los elementos de la base de manera unica. Como
veremos mas adelante, aplicando esta propiedad se trabajarda en un K-espacio vectorial de
dimension n arbitrario como si fuese K™.

Proposicién 1.37 Sea V' un K-espacio vectorial de dimension finita. Sea {vi,...,v,} una
n

base de V. Entonces para cada x € V' existen inicos aq,...,a, € K tales que x = Y a,v;.
i=1

Demostracion. La existencia se deduce de que, por ser una base de V, {v1,...,v,} es un

sistema de generadores de V.

Supongamos que Z v; = Z Biv;, entonces Z( —Bi)v; =0. Como {vy,...,v,} es un

conjunto hnealmente 1ndependlente a; — ;=0 Vl <i<n. Luego, a; = 3; V1 < i <mn,lo
que prueba la unicidad. O

La siguiente proposicién muestra como hallar una base de un K-espacio vectorial de di-
mension finita V' a partir de cualquier sistema de generadores finito de V' y cémo completar
un subconjunto linealmente independiente arbitrario de V' a una base.
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Proposicién 1.38 Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita.

i) Sea {v1,...,vs} un sistema de generadores de V. Entonces existe un subconjunto G C
{v1,...,0s} que es una base de V.

it) Sea {wi,...,w,} un conjunto linealmente independiente de V. Entonces existen ele-
mentos Wyi1,...,w, €V tales que {wy,..., Wp, Wyri1,..., Wy} es una base de V.

Demostracion.

i) Si{v1,...,vs} es linealmente independiente, entonces es una base de V.

Si no es linealmente independiente, alguno de los vectores del conjunto es combinacién
lineal de los otros. Supongamos que vy € < wvi,...,vUs_1 >. Consideramos ahora
{v1,...,0s—1}, que es un sistema de generadores de V, y procedemos inductivamente.

i1) Sea B ={z1,...,2,} una base de V.

Sea Gg = < wy,...,w, >. Consideramos

G {wy,...,wp, 21} siz & <Go>
1= .
{wy,...,w.} siz; € < Gg >.

Se procede inductivamente para 2 < i < n, es decir,

G G,_1U {Zz} si z; ¢ <Gl >
v Gi_1 siz; € <Gioq >.

Observar que {wy,...,w,} CG; V1 <i<n.

Ademsds, paracadal <i<n, < z1,...,2 > C < G; >,y G; es un conjunto linealmente

independiente. En particular, V = < z,...,2, > C <G, > y G, es linealmente

independiente. Luego, GG,, es una base de V. O
Ejemplos.

1. Extraer una base de S = < (1,-1,7,3),(2,1,—1,0),(3,1,1,1) > del sistema de genera-
dores dado.

Observamos que el sistema de generadores dado es linealmente dependiente. En efecto,

1 -1 7 3 Fy —2F, 1 -1 7 3
2 1 -1 0 N 0 3 -15 —6
3 1 1 1 Fy—3F, 0 4 -20 -8

1 -1 7 3
— 0 3 -15 —6

F3—3F, 00 0 0
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Como por la triangulacién anterior se ve simultdneamente que {(1,-1,7,3),(2,1,—1,0)}
es un conjunto Li. y que {(1,-1,7,3),(2,1,—1,0),(3,1,1,1)} es un conjunto 1.d, resulta
que (3,1,1,1) € < (1,—1,7,3),(2,1,—1,0) >.

Luego, {(1,-1,7,3),(2,1,—1,0)} es un sistema de generadores de S. Como ademads es
linealmente independiente, es una base de S.

2. Extender el conjunto linealmente independiente {(1,1,0,0), (1,—1,1,0)} a una base de
R
Consideremos la base canénica de R*,

E ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}.

Con la notacién utilizada en la demostraciéon de la proposicién anterior:

Se tiene G := {(1,1,0,0),(1,-1,1,0),(1,0,0,0)}, que es linealmente independiente.
Ahora, (0,1,0,0) € < Gy >, puesto que (0,1,0,0) = (1,1,0,0) — (1,0,0,0) y entonces
G2 = Gl.

El conjunto G U {(0,0,1,0)} es linealmente independiente. Consideramos entonces
G3 := G2 U {(0,0,1,0)}. Este conjunto, formado por cuatro vectores linealmente in-

dependientes de R*, debe poder extenderse a una base de R*, que tendré 4 elementos
puesto que dim R* = 4; luego, ya es una base de R

Como consecuencia de la proposicién anterior, se obtienen los siguientes resultados sobre
subespacios de un K-espacio vectorial de dimensién finita.

Observacién 1.39 Si V es un K-espacio vectorial de dimensién finita y S C V, entonces S
es de dimensién finita.

(Notar que si S tuviese una base con infinitos elementos, podriamos obtener dimV + 1
elementos Li. en S y por lo tanto en V. Este conjunto podria extenderse a una base de V'
con més de dim V' elementos, lo que es un absurdo.)

Proposicién 1.40 Sean S y T subespacios de un K-espacio vectorial V' de dimension finita.
Entonces:

i) SCT = dimS < dimT.
1) SCT y dimS=dm7T = S=T.

Demostracion.

1) Sea{s1,...,s,runabasede Sysean =dimT. Como S C T, se tiene que {s1,...,s.} C
T,y ademas es un conjunto linealmente independiente. Luego, puede extenderse a una
base de T, y en consecuencia, dim.S =r <n=dim7T.

i1) Siguiendo el razonamiento de la demostracién de i), al extender una base {s1,...,$,}
de S a una de T, como dimS = dim7, no se agrega ningun vector. Luego S =
< S1y...,8.>="1T. U
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Observar que el item ii) de la proposicién anterior nos facilita la verificacién de la igualdad
entre dos subespacios.

Ejemplo. Sean S y T los subespacios de R3: S = < (1,—k*>+1,2),(k+1,1 —k,—2) >y
T ={z € R3: 2y + 29 + 23 = 0}. Hallar todos los valores de k € R para los cuales S =T.
En primer lugar, veamos para qué valores de k € R se tiene que S C T
o (1,—k?+1,2)eT <= 1+ (—k>+1)+2=0 < k==2
o (k+1,1—k,—2) €T para todo k € R.
Luego, SCTsiysélosik=—-20k=2.

Finalmente, para cada uno de estos valores de k, basta ver si dim S = dim7T. Observar
que dim T = 2 (una base de T es {(—1,1,0),(-1,0,1)}).

e Sik=-25=<(1,-3,2),(-1,3,-2) > = < (1,—3,2) >, de donde dim S = 1.

e Sik=2 5S=<(1,-3,2),(3,—-1,—-2) >y, como {(1,—3,2),(3,—1,—2)} es Li. y por lo
tanto una base de S, se tiene que dim S = 2.

Concluimos que S =T si y sélo si k = 2.

1.4 Suma de subespacios

Dados dos subespacios S y T' de un K-espacio vectorial V' la unién S U T en general no es
un subespacio de V', porque no contiene necesariamente a todos los elementos de la forma
s+tconseSyteT,y un subespacio que contenga a Sy a T debe contener a todos estos
elementos. Esto da lugar a la nocién de suma de subespacios.

1.4.1 Subespacio suma

Definicién 1.41 Sea V un K-espacio vectorial, y sean S y T subespacios de V. Se llama
suma de S y T al conjunto S+T = {v € V /Jz € S,y € Ttalesquev = z + y} =
{z+y/zeS yeT}.

La siguiente proposicion muestra que la suma de dos subespacios es, en efecto, un subes-
pacio que contiene a ambos, y da una caracterizacién de este conjunto en términos de sistemas
de generadores de los subespacios considerados.

Proposicién 1.42 Sea V un K-espacio vectorial, y sean S y T subespacios de V. Entonces:
i) S+ T es un subespacio de V.
i) S+ T es el menor subespacio (con respecto a la inclusion) que contiene a S UT.

iii) St {v;}ier es un sistema de generadores de S y {w;};cs es un sistema de generadores
de T, {viticr U{w;}jecs es un sistema de generadores de S+ T .
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Demostracion.
i)0=0+0€S+T,pues0€ S,0eT.
Sean v,v’ € S+ T. Existen x,2’ € S, y,y € T tales que v = x +y, v = 2’ + .
Entonces v+v' = (z+y)+ (2’ +y') = (x+2')+ (y+y'), y como S y T son subespacios
z+2' €S, y+y €T. Luego, v +v' € S+ T.
Seav e S+T ysea e K. Existen x € S,y € T tales que v = = + y. Entonces,
Av=A(x+y) =Axz+ Ay. Como A € K, z € Sy S es un subespacio, resulta que
Az € S. Andlogamente, A\.y € T. Luego Av e S+ T.
En consecuencia, S + T es un subespacio de V.
1) Sea W un subespacio de V tal que SUT C W.
SeaveS+T. Entoncesv=z+yconx S, yeT. ComoSCSUT C W, entonces
zeW;ycomoT C SUT C W, entonces y € W. En consecuencia v =x +y € W,
puesto que W es un subespacio.
Luego, S+T CW.
iti) Seav e S+ T, v=xz+yconz €S,y €T Dadoque {v};er es un sistema de

generadores de S, existen a; € K (i € I), con a; = 0 salvo para finitos i € I, tales que

x = ) o;v;. De la misma manera, existen §; € K (j € J), con §; = 0 salvo para finitos
iel
j € J, tales que y = > Bjw;. Luego

jeJ
v = Zaivi + Zﬁjwj

iel jeJ

resulta una combinacién lineal de {v;}icr U{w;}jes € S+T. O

Ejemplo. Sean S y T los subespacios de R*

S=<(1,1,0,1),(2,3,1,1) > y T=<(0,0,1,1),(1,2,2,1) >.

Hallar una base de S+ T.

Por la proposicion anterior, podemos obtener un sistema de generadores de S+7T mediante
la unién de un sistema de generadores de S y un sistema de generadores de 7. Entonces

S+T=<(1,1,0,1),(2,3,1,1),(0,0,1,1),(1,2,2,1) >.

Ahora extraemos una base del sistema de generadores hallado. Se tiene:

110 1 110 1 110 1 110 1
23 1 1 01 1 -1 01 1 -1 01 1 -1
oo1 1|  loo1 1 |[7loo1 1 | 7loo1 1
12 21 012 0 001 1 000 0
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Esta triangulacién muestra simultdneamente que el conjunto {(1, 1,0, 1),(2,3,1,1), (0,0,1,1),
(1,2,2,1)} es Ld. y que el conjunto {(1,1,0,1),(2,3,1,1),(0,0,1,1)} es 1i. Por lo tanto,
(1,2,2,1) € < (1,1,0,1),(2,3,1,1),(0,0,1,1) > y {(1,1,0,1),(2,3,1,1),(0,0,1,1)} es una
base de S+ T.

Si Sy T son dos subespacios de dimensién finita de un K-espacio vectorial V', el siguiente
teorema relaciona las dimensiones de los subespacios S, T, SNT y S+ T.

Teorema 1.43 (Teorema de la dimensién para la suma de subespacios.) Sea V un
K -espacio vectorial. Sean S y T subespacios de V' de dimension finita. Entonces

dim(S+7T) =dim S +dimT — dim(SNT).

Demostracion. Sean s =dim S, t =dimT y r = dim(SNT).

Sis =0,0sea S = {0}, setiene que S+T =Ty SNT = {0} y la igualdad vale.
Andlogamente se ve que vale si t = 0.

Sea {v1,...,v,} una base de SNT (si r = 0, consideramos simplemente el conjunto vacio).

Sean wy41,...,ws € S tales que {v1,...,Vp,Wry1,...,Wws} €s una base de S, y sean
Upt1,--.,us € T tales que {v1,...,0p, Upy1,...,us} €s una base de T

Veamos que {v1, ..., Vp, Wril,. .., Ws, Ups1,-.., U} €S una base de S+ T

Es claro que es un sistema de generadores de S+7'. Veamos que es un conjunto linealmente
independiente. Supongamos que

Zazvﬂr Z Bjw; + Z Yk = 0.

j=r+1 k=r+1
t
Entonces Zalvl—i— Z Biw; =— > ~rup. Ademas,
=1 Jj=r+1 k=r+1
t
Zazvz—i— Z Bjw; eSSy — Z Yiug € T,
j=r+1 k=r+1

t
de donde — Y ~Apur € SNT. Luego, existen d1,...,0, € K tales que
k=r+1

t

s
— Z VU = Z d¢.vy 0, equivalentemente, Z YeUk + Zée v = 0.
k=r+1 (=1 k=r+1

Pero {v1,...,Up, Upy1,...,us} es una base de T, en particular, un conjunto linealmente inde-
pendiente. Luego, v, =0Vr+1<k<tyd =0V1</{<r. Entonces

Zazvz—k Z B;w; =0,

Jj=r+1
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y como {v1,...,Vp, Wri1,...,Ws} €s una base de S, resulta que a;; = 0 para todo 1 < i <ry
Bj =0 paratodor+1<j<s.
Luego

dm(S+T)=r+(s—r)+({t—r)=s+t—r=dmS+dim7 —dim(SNT). O

1.4.2 Suma directa

Un caso de especial importancia de suma de subespacios se presenta cuando SNT = {0}.

Definicién 1.44 Sea V un K-espacio vectorial, y sean S y T subespacios de V. Se dice que
V' es suma directa de S y T,y senotaV=S@T, si:

1. V=S+T,
2. SNT ={0}.

Ejemplo. Sean S = {x € R® : zy + o+ 23 =0} y T = < (1,1,1) >. Se tiene que dim S = 2,
dim7T =1y SNT = {0}. Entonces dim(S + T) = 3, de donde S + T = R3.
Luego, R3 = Sa T.

Proposicion 1.45 Sea V un K-espacio vectorial. Sean S y T subespacios de V tales que
V =S@T. Entonces, para cada v € V, existen unicos x € S ey € T tales que v = + y.

Demostracion.

Existencia: Como V =S + T, para cada v € V existen x € S, y € T tales que v =z + y.
Unicidad: Supongamos que v = x +yy v = 2’ + ¢ con z,2' € S, y,y € T. Entonces
x—2' =y—yyar—a €8, y—y €T, luego x —2’ € SNT = {0}. En consecuencia
x—x' =y—1y' =0,dedonde z =2, y =v'. O

La Proposicién 1.42 establece que dados dos subespacios S y T' de un espacio vectorial, la
unién de un sistema de generadores de S y un sistema de generadores de T es un sistema de
generadores de S 4+ T'. Esto no vale en el caso de dos bases: la unién de una base de S'y una
de T puede ser un conjunto linealmente dependiente. Sin embargo, la propiedad es véalida en
el caso en que los subespacios estén en suma directa:

Proposicion 1.46 Sea V un K-espacio vectorial. Sean S y T subespacios de V. Sean Bg y
Br bases de S y T respectivamente. Son equivalentes:

)V=8a&T

it) B = Bs U Br es una base de V.

Observamos que en la condicién ii), B es la familia obtenida mediante la unién de las familias
Bs y BT.



1.4 Suma de subespacios 35

Demostracidn. Supongamos que Bg = {v;}icr v Br = {w;};ec.

i) = it) Dado que Bg y Br son sistemas de generadores de S y T respectivamente, entonces
B = Bg U By es un sistema de generadores de V =5 @& T'. Por otro lado, si

Z QU5 + Z ﬁjwj = 0,

il jeJ
cs eT

como también se tiene 0 = 0+ 0 con 0 € S y 0 € T, por la proposiciéon anterior
Ziel ;v; = Zje, Bjw; = 0. La independencia lineal de Bg y Br implica que a; = 0
VielyB; =0Vj e J. Luego, B es linealmente independiente.

1) = i) Como B = Bg U Br es una base de V, para cada v € V existen o; € K, i € I,
y B; € K, j € J, casi todos nulos, tales que v = Y oyv; + Zjejﬂjwj y por lo tanto

i€l
v=x+yconzx= ZawiESey:ZjeJﬂjijT. Luego V=S+T.
icl
Sive SNT, se tiene que v = Y ayv; = . Pjw;, de donde Y ayv; + Y (=55 )w; =0,
il jeJ icl jeJ
y por la independencia lineal de B, resulta que o; = 0Vi € Iy §; =0Vj € J, de
donde v =0y SNT = {0}. O

Definicién 1.47 Sea V un K-espacio vectorial y sea S C V un subespacio de V. Diremos
que T es un complemento de S si ST =V.

Ejemplos.

1. Hallar un complemento de R,,[X] en R[X].
Buscamos un subespacio S de R[X] tal que R[X] = R,[X] @ S, es decir, R[X] =
R, [X]+ S vy R[X] = R,[X] NS = {0}.
Se tiene que R, [X] =< 1,X,..., X" >.
Consideremos S = < X" . XI .>=< X" >34,
Es claro que R, [X] + S = R[X].
Si f € R,[X]N S, entonces f =0 o gr(f) < n,y ademds f = i a; X" con a; € R.
Luego, f = 0. o
En consecuencia, R[X] =R,[X]® S.

2. Sea S = {f € R[X] / f(1) = 0}. Hallar un complemento de S en R[X].
Vemos que S = < (X —1)X* >ien,- Seal = <1>.
Dado f € R[X], f = (f—f(1))+f(1)y f—f(1) € S, f(1) € T. Entonces, S+T = R[X].
Sea f € SNT. Como f € 9, se tiene que f = (X — 1)g para algin g € R[X] y como
feT, f=0o0gr(f)=0. Luego f =0.
Por lo tanto S & T = R[X].



36 Espacios vectoriales

1.5 Ejercicios

Ejercicio 1.

i) Representar graficamente en el plano los siguientes vectores:
(-1,1); (2,3); (-1,1)+(2,3); 1.(-1,1)+3.(2,3)

ii) Sean v,w € R2. Interpretar geométricamente —v, 3.v, %.v, v+w, v—w.

iii) Sean v = (3,1), w = (2,4) € R?. Representar graficamente los conjuntos:
Sy ={rv/reR}
Sy ={rv/reR>}
Sy ={rv+sw/r,seR}
Sy={rv+sw/r,seR,0<r,s<1}
Ss={rv+sw/rseR,0<rs<1,r+s=1}

Ejercicio 2. Probar en cada caso que el conjunto V' con la suma y el producto por escalares
definidos es un espacio vectorial sobre K.

i) V=K = {(a;)ien = (a1,09,...,0a,,...)/a; € K Yi € N}, el conjunto de todas las
sucesiones de elementos de K (donde K es un cuerpo cualquiera).
+ ¢ (ai)ien + (bi)ien = (ai + bi)ien
k.(ai)ien = (k.ai)ien
ii) X es un conjunto, V = P(X), K = Zs.
+ : B+ C=BAC
0B=0, 1.B=DB
iii) V =Rso, K = Q.
@ : adb=ab
® : 2ea=am

Ejercicio 3. Sea V un espacio vectorial sobre K, k € K, v € V. Probar las siguientes
afirmaciones:

i) k0=0 i) ko=0=k=06v=0
i) —(—v)=w iv) —0=0
Ejercicio 4.

i) Sea v € R? un vector fijo. Se define la funcién f, : R? — R? de la siguiente forma:

fv(xﬁl/) = (x7y) +v

Interpretar geométricamente el efecto de f,, sobre el plano (f, se llama la traslacidn en

v).
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ii) Probar que R? es un R-espacio vectorial con la suma +(2,1) v el producto por escalares
-(2,1) definidos de la siguiente forma:

(x,y) e @y) = (z+2"=2,y+y" 1)
T'(Z,l)(xvy) = T('T_27y_1)+(251)

(Este espacio se notard ]R%2 1) bara distinguirlo de R? con la suma y el producto usual.
La notacion se basa en que el (2, 1) resulta el neutro de la suma -+ 1)).

iii) Interpretar geométricamente +(2 1) ¥ .(2,1), teniendo en cuenta que:
(,9) v (@) = fon(fa @y + fe-n@y))
7’-(2,1)(354/) = f(2,1)(7"-f(—2,—1)(1,y))
Ejercicio 5. Sea S = {f e R[X]|/ f(1) = f(2)}.
i) Verificar q)pe la suma usual de polinomios es una operacién en S (es decir: f, g € S =
f+ges

i) Verificar que el producto usual de un ntimero real por un polinomio es una accién de R
en S (esdecir: TeR, feS=rfebf)

iii) Probar que (S,+,.) es un R-espacio vectorial. (Si se minimiza el trabajo sélo deberd
verificarse una propiedad para esto. Comparar i), ii) y iii) con el criterio para decidir si
un subconjunto es un subespacio.)

Ejercicio 6.
i) Encontrar un subconjunto no vacio de R? que sea cerrado para la suma y para la resta
pero no para la multiplicacién por escalares.
ii) Encontrar un subconjunto no vacio de R? que sea cerrado para la multiplicacién por

escalares pero no para la suma.

Ejercicio 7. Decidir cuéles de los siguientes subconjuntos son subespacios de V' como K-
espacio vectorial:

) Si={ai/acR} V=C K=R6K=C
) S2={feK[X]/f(1)=0} V=K[X]
) S3={M e K™ [M;; =—M;; Vi,j} V=K""
iv) Su={f€C®R)/f"+3f =0} V=C®R) K=R
)
)
)
)

1

11

11

—

—

v 5'5:{116}1%%2’1)/1:—1—3;:3} V:R%Z,l) K=R

vi) 8¢ = {(ai)ien € K" /a1 =0} V= K"
Sz ={(ai)ien € KN /IkeNtal que a, =0Vr >k} V=K"

Ss = {(a;)ien € KN /aj.ay =0} V = KN

Vil

viii
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Ejercicio 8. Sean S y T subespacios de un K-espacio vectorial V. Probar que SUT es un
subespaciode V «<— SCT 6T CS.

Ejercicio 9. Encontrar un sistema de generadores para los siguientes K-espacios vectoriales:
i) S={(z,y,2) eER3/z+y—2=0}, K=R

i) Ko [X] = {f € K[X]/f=06g(f) <n}

)

iii) C**", K =R

iv) P({a,b,c}), K =17
Ejercicio 10. Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cuédles falsas.

i) Sea V un K-espacio vectorial y sean v, w € V, k € K.
Entonces < v, w>=<wv, w+ k.v >.

ii) Sean vy, va, vz, vg, w € R7 tales que < vy, va, W > = < v3, Vg, W >.

Entonces < vy, vo > = < wsz, vg4 >.

Ejercicio 11. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales (K = R).

xr1 + o — 223 + T4 = 0 T+ 29 — 223 + T4 = -2
i) 3xr1 —2x2o+x3+54 = O ii) 3x1 — 29+ 23+ 54 = 3
T1 — Xo + T3 + 274 = 0 Ty — To + T3+ 224 = 2
1 +ro+ax3—204+2x5 = 1 1+ 29+ 23+ T4 = 2
111) 1 —3ra+x3+r4+25 = 0 iV) 1+ 3rs +2x3+4x4 = 0
3r1 — 529 + 3x3 + 325 =0 201 +x3 — T4 = 6

Cambia algo si K =Q7? ;Y si K =C?

Ejercicio 12.

i) Resolver los siguientes sistemas y comparar los conjuntos de soluciones (K = R).

) {e+2y—3:—14 b) {212311%3; -
r+2y—3z = 4

c) r+3y+z = 11
20 +by—4z = 13

ii) Interpretar geométricamente los conjuntos de soluciones obtenidos.
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Ejercicio 13. Resolver los siguientes sistemas no homogéneos. Considerar en cada uno de
ellos el sistema homogéneo asociado (A.x = 0).

1 — T + 3 = 2 r1 — Ty + X3 =1
1) —T1 +2£L'2 + x3 = -1 11) —T1 +2(E2+{I?3 =1
—x1+4xo+5x3 = 1 —x1 +4z9+ 523 = 4
Ty —To—T3 = 2 T —To—T3 = «
111) 21’1 + T2 — 21’3 = 1 lV) 21’1 + X2 — 21’3 = ﬂ
1 +4z9+23 = 1 1 +4zo+xz3 = v (a,0,7€R)
Ejercicio 14. Dado el sistema:
2r1 — x9 + 3 = o
3r1 +x2+ 43 = o
—x1+ 312+ 2x3 = agz

Determinar los valores de «ay, as, a3 € R para los cuales el sistema admite solucién.

Ejercicio 15. Resolver segin los valores de a y b en R

(5—a)xy — 2x9 — a3 =1 ar+y+z = 1
i) —2z1 4+ (2 —a)xg — 223 = 2 ii) r+ay+z = a
—x1—200+ (b —a)zg = Db r+y+az = a’

Ejercicio 16. Determinar todos los k € R para que cada uno de los siguientes sistemas tenga
solucién tunica.

Iy +]€£L’2+£L’3 = 0 I1+(kf 1)$2 =0
i) 2x1 + 3 =0 ii) 1+ Bk —4)aa+kxs = 0
221 + kxo+kxs = 0 xr1 + (k‘ — 1)1‘2 + gxg = 0

Ejercicio 17. Determinar los nimeros reales k para los cuales el sistema

kﬁCl + X2 =0
xr1 + kl‘g = 0
Bry + a0+ kzs+kxys = 0
T+ ]{321‘2 +krs+kzxy = 0

tiene alguna solucién no trivial y, para esos k, resolverlo.

Ejercicio 18. Determinar para qué valores de £ € R cada uno de los siguientes sistemas
tiene solucién tinica, no tiene solucién o tiene infinitas soluciones.

2y 4 ko — @ . 1 kxi + 2x9 + ks = 1
) —:L'l +z 2+ k2?{)ﬂ : 1 11) kl‘l + (k + 4)1’2 + 3k£E3 = =2
1 1 2 3 o —kx1 — 229 + 23 = 1

x1 + kxo + (k — 2)xs 2

(k+2)zo+ Bk +1)zg = -1
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Ejercicio 19.

i) Resolver el siguiente sistema en C2:

{u@mm2

o

2([,’1 + (1 - Z).’EQ = 0

ii) Resolver en C? el sistema A.x = 0 donde

Ejercicio 20. Resolver los siguientes sistemas:

:Z?1+2I2+2£C3+I4 = 4
1) en Z5I 21’1 —+ 3253 + T4 = 2
4o + 2x3 + 4y = 1
r+z = 2
ii) en Zr: 2y+z = 6
x+3y = 0
z+y+z =1
ili) en Zs: 2 +y+2z = 0
T+ z = 2

Ejercicio 21. Encontrar un sistema a coeficientes reales cuya solucién general sea:

(1,1,0) + A\(1,2,1), AeR

Ejercicio 22. Sean A € K™*" bec K™*1,

i) Si el sistema A.x = 0 tiene solucién unica, probar que el sistema A.x = b tiene a lo
sumo una solucién. Dar ejemplos de los distintos casos que se puedan presentar.

ii) ;Vale la reciproca de 1)?

Ejercicio 23. Encontrar un sistema de generadores para cada uno de los siguientes espacios
vectoriales sobre K:

i) S1={(z,y,2) eR3/x+y—2=0; 2 —y=0}), K=R

r+2=0
ii) Sy = {(m,y,Z)E(Z7)3/ {Qy—l—zz()}, K=2;
z+3y=0
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i) S5 ={AecQ¥3/A;=—A;Vij}, K=Q

iv) Sy ={f eRu[X]/f(1) =0y f(2) = f(3)}, K=R

V) S5 = {(an)nen €RY /a; =0 Vi >5: a1 +2a3 —a3 =0; ag +ag =0}, K =R
vi) Se ={f € C*([R)/f" =0}, K=R

Ejercicio 24. Sea V un R-espacio vectorial y sean v;,wvs,v3 € V. Probar que si
v1 4+ vy —v3 = 0 = 2v; — vy — v3 entonces < vy, Vg, V3 > = < vz >.

Ejercicio 25. Determinar si v € S en cada uno de los siguientes casos:
i)v=(1,2,-1), S=<(1,3,2),(2,0,1),(1,1,1)> C R?
ii) v=(1,0,-1,3), S=<(1,0,1,0), (2,1,0,1), (0,1,0,—2) > C R*
Ejercicio 26. Sea S = < (1,-1,2,1),(3,1,0,-1),(1,1,-1,—-1) > C R%.
i) Determinar si (2,1,3,5) € S.
ii) Determinar si {z € R*/z; — x5 — 23 =0} C S.
iii) Determinar si S C {z € R*/z; — x5 — x3 = 0}.

Ejercicio 27. Hallar un sistema de generadores para S N'T como subespacio de V en cada
uno de los siguientes casos:

i) V=R S={(xy,2)/3x-2y+2=0 T={(z,y,2)/x+2z=0}

i) V=R S={(2,9,2)/32-2y+2=0} T=<(1,1,0),(57,3) >

i) V=R S=<(1,1,3),(1,3,5),(6,12,24) > T =< (1,1,0),(3,2,1) >
iv) V=R3 S ={(zy)/my == Vi,j} T={(xi)/x11+z12+z13 =0}
v) V=R[X], S={feRX]/f(1)=0} T=<1,X, X% X>+2X?2-X, X°>
vi) V=R[X], S={feRX]/f1)=0} T=A{feRX]/f(1)=/"(1)=0}

Ejercicio 28. Decidir si las siguientes sucesiones de vectores son linealmente independientes
sobre K.

1-X)3, (1-X)%,1-X,1 en K[X]

(

(1,2,3), (2,3,1), (1,1,4), (5,1,1) en R3
(1,4,-1,3), (2,1,-3,-1), (0,2,1,-5) en Q*
(

1—4,i),(2,-1+i) enC? para K=Ry K=C



42 Espacios vectoriales

v) 34+v2,14+V2), (7,1 +2V2) enR? para K =Q y K =R

vi) f(x) =1, g(x) =2 en R

vil) f(x) =sen(z), g(z) = cos(z) en R
viii) f(z) =e*, g(z) =2 en RR

ix) u=(1,0,1,0,1,...), v = (0,1,0,1,0,...), w = (1,1,0,1,1,0,...) en RN

Ejercicio 29. Hallar todos los k& € R para los cuales {v;, va, v3} C V es un conjunto
linealmente independiente en los siguientes casos:

i) {(1,2,k), (1,1,1), (0,1,1 — k)} CR3
ii) {(k,1,0), (3,-1,2), (k,2,—-2)} C R3
i) {k.X2+X, X2k, k2.X} C R[X]

{4 -6 4)- ¢ e

Ejercicio 30. Sean vy, ...,v, € R™. Probar que {v1,...,v,} son linealmente independientes
sobre R <= {wy,...,v,} son linealmente independientes sobre C.

Ejercicio 31. En cada uno de los siguientes casos hallar una base del subespacio de soluciones
del sistema lineal homogéneo A.x = 0 (K = R).

2 0 3 -1 0 5 3
i) A= 1 -2 1 0 i) A=11 -1 2
1 1 0 1 2 3 1
3 -10 1 2
1 0 4 -1 0
i) A=1 4 7 1 0
2 0 0 3 1

Ejercicio 32. Completar los siguientes conjuntos linealmente independientes a una base del
K-espacio vectorial V' indicado.

i) {(1,1,1,1), (0,2,1,1)}, V=R* K =R
i) {X%-2X+1, X3+3X}, V=R3[X], K=R

1 1 0 4 0 2 a2 - -
111){<Z. 1),<1 1),<1 1)},V(C , K=RyK=C

Ejercicio 33. Extraer una base de S de cada uno de los siguientes sistemas de generadores.
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i) S=<(1,1,2), (1,3,5), (1,1,4), (5,1,1) > C R3, K=R
i) S=< X2+2X+1,X24+3X+1,X+2> CR[X], K=R

o /(11 0 i 0 i 11 oy B
1“)5_<(1 1)’(1 1)’(0 0)’(0 o>>g(C » K=RyK=C

Ejercicio 34.

i) Sea B = {fo, f1, f2s- -+ [n,-.-}, donde cada f; € K[X] es un polinomio de grado exac-
tamente i. Probar que B es una base de K[X].

i) ;Es {(1,0,0,0,0,...);(0,1,0,0,0,...);(0,0,1,0,0,...); (0,0,0,1,0,...);...} una base de
KN?
Ejercicio 35. Hallar una base y la dimensién de los siguientes K-espacios vectoriales:

1) < (1v4a 727 l)a (15 7377152)7 (37 785 7277) > g R47 K=R

D (2 3) (D (5 7) (3 7)) ew wee
i) C, K=Ry K=C
iv) {feR[X]/f=06gr(f) <3y f(2)=f(-1)}, K=R
v) P({a,b,c}), K =175
vi) {f€Q[X]/f=06gr(f) <3y (z*-2)|f}, K=Q
)

vii) {(an)nen € KN /a; = a; Vi, j}

Ejercicio 36. Hallar la dimensién del R-espacio vectorial S para cada k € R en los siguientes
casos:

) S=< (Lk1), (~Lk1), (0,1,k) >

1 -k -1
ii) S={r e R3/A.x =0} siendo A e R¥>3 A= -1 1 k?
1k k-2

Ejercicio 37. Hallar todos los b € R para los cuales el R-espacio vectorial de soluciones del
sistema:
3xr1 + (b — 6)1’2 + 5bxs = 0
x4 (b—2)z2 + (b +4b)zs = 0
T, — 229 + bxs 0

i) tenga dimensién 1.

ii) tenga dimensién 2.
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Ejercicio 38. Sean S y T los subespacios de R*
S=<(1,2,1,0),(2,1,0,1) > y T={zeR*/z; — 31 — 223 =0}.

Hallar un subespacio U de R* tal que dimU =2y SNT c U C T.

Ejercicio 39. Determinar todos los k£ € R para los cuales

< (=2,1,6), (3,0,-8) > = < (1,k, 2k), (—1,—1,k* = 2), (1,1,k) >.

Ejercicio 40. Se considera el Q-espacio vectorial V' C R generado por {1, v/2, v/3, v6}.

i) Utilizando un argumento de dimensién probar que existe un polinomio f € Q[X] con
gr(f) <4 que se anula en el punto 1) = /2 + /3. Hallar un tal f.

ii) Calcular dimg V.

Ejercicio 41. En cada uno de los siguientes casos caracterizar S +7T C V y determinar si la
suma es directa.

) V=Kv" §={AcK™"[A;=A;Vij}, T={AcK""|Aj;=—A;Vij}
i) V=R[X], S={feR[X]/f=006g(f) <3}, T={fcR[X]/mult(d,f) >4}

v

)
Y V=R S=<(1,1,1)>, T=<(2,-1,1),(3,0,2) >
)
)

V=R¥»3 §={AeR¥3/A;; + Ay =0, 349 — 2411 = A13 + Aoz},
2 0 3 2 3 0
T_<(2 -1 1)’ (—2 2 1)>
Ejercicio 42. Determinar todos los k& € R para los cuales SNT = < (0,1, 1) >, siendo

S={xcR¥z;+my—23=0} vy T=<(1,k2),(-1,2,k)>.

Ejercicio 43. Para cada S dado hallar T C V tal que ST = V.
i) S=< (1727_1’3)» (2737_271)7 (071a0a7) >,V =R*
ii) S={AeR"™"™/tr(A) =0}, V =R"*"
iii) S=<3,1+X2>,V =NRyX]
Ejercicio 44. Dado S = {(w1,22,23,74) € R* /2y — 29 + 224 = 0, 19 + 23 — 24 = 0},

hallar dos vectores vs, vy de R* tales que para toda eleccién de una base {vy, va} de S,
{v1, v2, v3, v4} sea una base de R%.
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Ejercicio 45. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justificar.

i) S, T subespacios de R3, dimS =dimT =2 = Fv #0 tal quev € SNT.

ii) S, T, W subespacios de R, dim S = dim 7T = dimW =4 = dim(SNTNW) > 1.
Ejercicio 46. Sea V un K-espacio vectorial y sean S, T'y U subespacios de V.

i) Probar que (SNT)+(SNU)C SN (T +7U).

ii) Mostrar que, en general, la inclusién anterior es estricta.

iii) Probar que, si U C S, entonces vale la igualdad en i).

Ejercicio 47. Sean S, T y U subespacios de un K-espacio vectorial V tales que
SNT=8NU, S+T=5+U y TCU.
Probar que T'=U.

Ejercicio 48. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién n y sea T un hiperplano de V' (es
decir, un subespacio de dimensién n — 1).

i) Probar que Vo ¢ T, T <v>=V.
ii) Si S es un subespacio de V tal que S € T', probar que S+ 7T = V. Calcular dim(SNT).
iii) Si Sy T son dos hiperplanos distintos, deducir dim(S NT).

Ejercicio 49. Sea V = RE.

i) Sean S={feV/flzx)=f(-x) Ve eR}y T ={feV/f(-x)=—f(z)Vz € R}
(S es el conjunto de funciones pares y T el conjunto de funciones impares). Probar que
S y T son subespacios de Vy que ST =V.

ii) Sean U ={f eV /f(0)=0}y W ={f €V /fesconstante}. Probar que U y W son
subespacios de Vy que U W = V.

Ejercicio 50.

i) Sea S = {(un)nen € RY /upi9 = Upi1 +u, ¥n € N}. Probar que S es un subespacio
de RY. Calcular su dimensién.

ii) Encontrar una base de S formada por sucesiones (up)nen que, Vn € N, verifiquen
U, = u""! para algin u € R.

iii) Usando ii), encontrar una férmula para el término general de la sucesién de Fibonacci:

=1
{FFl

Fn+2:Fn+1+Fn Vn>1



