
Teoría Geométrica de la Medida
Ejercicios

Ejercicio 18: (Clase 9, 15/05)

Sea
D(A,B) = sup

{
d(x,B) : x ∈ A

}
y

d̃H = máx
{
D(A,B), D(B,A)

}
,

probar que
d̃H = dH ,

donde dH es la métrica Hausdorff, definida por

dH(A,B) = ı́nf
{
ε > 0 : A ⊆ Bε y B ⊆ Aε

}
.

Ejercicio 19: (Clase 9, 15/05)

Sea A ⊆ Rn y ψ : A→ Rn una función Lipschitz, es decir, existe C > 0
tal que ‖ψ(x)− ψ(y)‖ ≤ C‖x− y‖ ∀ x, y ∈ A.

Probar que para cada s > 0 se tiene que

hs(ψ(A)) ≤ Cshs(A),

y en particular
dimH(ψ(A)) ≤ dimH(A).

Ejercicio 20: (Clase 9, 15/05)

Sea A ⊆ Rn y ψ : A→ Rn una función que satisface lo siguiente:
existe α ∈ (0, 1] tal que ‖ψ(x)− ψ(y)‖ ≤ C‖x− y‖α ∀ x, y ∈ A.

Probar que bajo estas condiciones,

dimH(ψ(A)) ≤ 1

α
dimH(A).

Ejercicio 21: (Clase 10, 17/05)

Sea φ = {ϕ1, . . . , ϕm}, con ϕi : Rd −→ Rd contractivas. Probar:

(a) Si existe B ⊆ Rd tal que φ(B) ⊆ B, entonces Aφ ⊆ B.

(b) Si existe B ⊆ Rd tal que φ(B) ⊇ B, entonces Aφ ⊇ B.
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Ejercicio 22: (Clase 10, 17/05)

(Teorema de Selección de Blaschcke)

Sea C una clase infinita de compactos no vacíos de Rd, uniformemente
cotada. Es decir, existe un conjunto acotado B ⊆ Rd, tal que C ⊆ B
para todo C ∈ C.

Demostrar que existe una sucesión {Cn}n ∈ C, con Cn 6= Cm si n 6= m,
y un compacto no vacío C (que no necesariamente pertenece a C), tal
que la sucesión converge a C en la distancia Hausdorff.
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