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Espacios Clasificantes de
Categorias Fibradas

Resumen

Esta tesis se desarrolla en torno al estudio de los espacios clasificantes de
fibraciones de categorias. Toda categoria pequena tiene asociado de un modo
natural un espacio topolégico, su espacio clasificante. Introducimos variantes
de esta construccién para el caso en que la categoria tiene estructura fibrada. A
partir de estas nuevas construcciones obtenemos nuevos resultados en la teoria
de homotopia de categorias, e interpretamos desde un nuevo punto de vista
y de un modo conceptual varios de los teoremas clasicos de Quillen, Segal y
Thomason.

Entre los resultados obtenidos destacamos una version relativa del Teorema
A de Quillen, una versién homoldgica de ese mismo Teorema y una sucesion
espectral, analoga a la clasica sucesion espectral de Serre, para calcular la
homologia de fibraciones de Grothendieck.

Exponemos también una construccién novedosa para la subdivisién de una
categoria, y derivaciones de esta construccién en teoria de homotopia de posets
y en teoria de categorias.

Por ultimo, estudiamos la generalizacion de espacios clasificantes a 2-catego-
rias, e implementamos los resultados expuestos en homotopia de categorias
fibradas para caracterizar los espacios de lazos de las 2-categorias.

Parte de los resultados obtenidos fueron publicados en los articulos [dH08a]
y [dHO8b], mientras que los referentes a homotopia de 2-categorias pequenias
seran incluidos en [dH09].

Palabras Claves: Espacios clasificantes; fibraciones de Grothendieck; nervios
de categorias; subdivisiones; 2-categorias; espacios de lazos.



Classifying Spaces of
Fibred Categories

Abstract

This thesis deals with classifying spaces of fibred categories. A topological space
is associated in a natural way to a every small category, namely its classifying
space. We introduce alternative constructions for categories endowed with a
fibred structure, obtaining new results in homotopy of categories and placing
those of Quillen, Segal and Thomason into our framework.

Among the obtained results, we emphasize a relative version of Quillen’s
Theorem A, a homological version of the same theorem and a Serre-style spec-
tral sequence.

As an application, we propose a new construction for subdivision of small
categories, and derive consequences in homotopy of posets and in category
theory.

Finally, we study classifying spaces of 2-categories, and we apply the results
in homotopy of fibred categories to give a characterization of loop spaces of
2-categories.

Most part of the results exposed here were published in [dH08a] and [dHO8b],
while the others will appear in [dH09].

Keywords: Classifying spaces; Grothendieck fibrations; nerves; subdivision;
2-categories; loop-spaces.
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“There are times to cultivate and create, when you nurture
your world and give birth to new ideas and ventures. The-
re are times of flourishing and abundance, when life feels
in full bloom, energized and expanding. And there are times
of fruition, when things come to an end. They have reached
their climax and must be harvested before they begin to fa-
de. And finally of course, there are times that are cold, and
cutting and empty, times when the spring of new beginnings
seems like a distant dream. Those rhythms in life are natural
events. They weave into one another as day follows night,
bringing, not messages of hope and fear, but messages of how
things are.”

-Choégyam Trungpa



Introduccion

Una categoria pequena es una estructura algebraico-combinatoria. Consiste en
un conjunto de objetos y de flechas entre los objetos, ademéas de una ley de
composicion definida sobre las flechas. Las categorias pequenas generalizan y
permiten dar un trato unificado a estructuras tan variadas como las siguientes:
conjuntos parcialmente ordenados (posets), grupos, grafos, etcétera.

El espacio clasificante de una categoria pequena C' es un espacio topologico
BC' construido a partir de C'. Esta construccion fue introducida por Segal
(cf. [Se68]), inspirada en trabajos de Grothendieck y Milnor, y posteriormente
desarrollada por Segal y Quillen entre otros. El espacio clasificante permite
vincular la teoria de homotopia de espacios con las estructuras categoricas,
dando lugar a una interaccién que arroja resultados en ambas direcciones.

Por un lado, se estudia la categoria a partir de su espacio clasificante y
de sus invariantes discretos (grupos de homotopia, grupos de homologia). Por
otro lado, dado que todo espacio X es el espacio clasificante de una categoria
C, salvo equivalencia homotépica débil, las categorias pequenas pueden ser
interpretadas como modelos para tipos de homotopia de espacios: la categoria
C resulta una presentacién o descripcion combinatoria del espacio X.

Algunos de los problemas que surgen de estas observaciones son:

» Calcular los invariantes discretos de X = BC' aprovechando la estruc-
tura algebraica de C', usando métodos combinatorios, sin pasar por la
topologia.

» Dada C categoria equipada con estructura adicional (e. g. categorias fi-
bradas), usar esta informacién extra para dar una descripcién mas eficien-
te del espacio X = BC', y estudiar como se manifiesta geométricamente
esta estructura.

Como antecedentes en el tema destacamos los siguientes: el trabajo de Qui-
llen [Qu73| definiendo y calculando los grupos de K-teorfa de orden superior,
asociando a cada anillo una categoria y analizando su espacio clasificante; la
descripcion de colimites homotdpicos de categorias debida a Thomason [Th79];
el estudio de espacios de lazos y espectros provenientes de categorias monoi-
dales hecho por Segal [Se74] y los modelos axiomaticos establecidos por Tho-
mason [Th80], Minian [Min02] y Maltsiniotis [Mal05].

En suma, la categoria de categorias pequenas es un contexto valido para
hacer teoria de homotopia, y entender como es que se comportan las categorias
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pequenas y sus espacios clasificantes lleva a comprender los espacios topolégicos
y sus deformaciones continuas.

La nocion de fibracién aparece naturalmente en topologia y geometria. Son
ejemplos de fibraciones los revestimientos y los fibrados. Una fibracion puede
ser pensada como una familia continua de espacios, las fibras, parametrizada
por el espacio base.

Las fibraciones juegan un rol central en topologia algebraica. Por ejemplo,
toda fibracion induce una sucesion exacta larga de grupos de homotopia, rela-
cionando aquellos del espacio base, del espacio total y de las distintas fibras.
Esta es una de las herramientas méas efectivas para el cédlculo de grupos de
homotopia (ver por ejemplo [Sp66]). Con respecto a la homologia, Serre intro-
duce en [Seb1] sucesiones espectrales para calcular la homologia y cohomologia
de las fibraciones. A partir de la sucesion espectral cohomoldgica, Serre deriva
los resultados mas importantes que se obtuvieron hasta el momento respecto
de los grupos de homotopia de las esferas.

Las fibraciones de Grothendieck [Gr71] (o categorias fibradas) son de algin
modo el andlogo a las fibraciones de espacios en el contexto categdrico, ya
que pueden ser pensadas como familias de categorias parametrizadas por la
categoria base. A diferencia de las fibraciones topoldgicas, en una fibracién de
Grothendieck las fibras pueden variar arbitrariamente.

Si bien originariamente se usaron como un instrumento en teoria de ca-
tegorias y en geometria algebraica, las fibraciones de Grothendieck también
demostraron ser de gran utilidad en la teoria de homotopia de categorias. En
efecto, muchos de los resultados de Quillen, Segal y Thomason mencionados
arriba pueden ser reinterpretados en términos del comportamiento de las fi-
braciones respecto al funtor espacio clasificante.

Es el objetivo principal de esta tesis estudiar este comportamiento, po-
niendo en perspectiva los resultados clasicos en el tema, y obteniendo nuevos
resultados en el estudio de los tipos de homotopia de estructuras categoricas.

El espacio clasificante de una categoria C' se construye a partir del nervio
NC'. El nervio es un conjunto simplicial, un objeto de naturaleza combinatoria
que codifica la informacién de la categoria. Dada E — B una fibracién de
categorias, proponemos construcciones alternativas para el nervio de F, el
nervio fibrado NyE y el nervio clivado N.E. Probada la equivalencia de estas
construcciones con el nervio usual (cf. 4.3.3, 4.3.6), los nervios fibrado y clivado
resultan en una descripcién mas eficiente del tipo de homotopia del espacio
clasificante de la categoria total.

El nervio fibrado NyE es un conjunto bisimplicial que preserva de algin
modo la estructura fibrada de E. En 4.1.12 presentamos uno de los resultados
fundamentales de esta construccién: un morfismo de fibraciones que es una
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equivalencia homotopica fibra a fibra es una equivalencia homotépica entre las
categorias totales. Una consecuencia inmediata de este resultado es el famoso
Teorema A de Quillen (cf. 4.4.3), y su versién relativa (cf. 4.4.2).

Estableciendo analogias entre espacios y categorias, probamos en 5.2.3 que
toda fibracion da origen a una sucesion espectral en homologia, recuperando
una version de la sucesiéon espectral de Serre. Como corolario exhibimos una
versién homolégica del Teorema A (cf. 5.2.8).

Cuando los funtores de cambio de base son equivalencias homotépicas de-
cimos que la fibracién es de Quillen. El resultado fundamental 5.3.16 afirma
que nuestro funtor F +— B;E manda fibraciones de Quillen en quasifibracio-
nes, una version relajada de fibracion topoldgica. El Teorema B de Quillen (cf.
5.3.18) puede ser reinterpretado de este modo.

Una fibracion escindida £ — B es una fibracion que admite un clivaje
cerrado. Las fibraciones escindidas son una clase muy especial de fibraciones, y
para ellas presentamos el nervio clivado, una variante del nervio fibrado mucho
maés pequena y a la vez suficiente para describir la situacion (cf. 4.2.12). Entre
otras aplicaciones, derivamos el Teorema de Thomason que caracteriza los
colimites homotépicos en Cat (cf. 5.1.3), estudiamos una categoria equipada
con la accién de un grupo (cf. 5.4), y recuperamos, salvo isomorfismo , el nervio
clasico del clivado usando la construccién codiagonal (cf. 4.5.9).

Aplicando los métodos y elementos descritos arriba se obtuvieron también
los siguientes resultados originales. Introducimos una descripcion novedosa de
la subdivisién de categorias (cf. 6.3.4), y probamos la equivalencia con las de-
finiciones previas (cf. 6.4.3). Si C' es una categoria pequena, entonces su subdi-
visién Sd(C') es otra categoria, localmente mas simple, pero con el mismo tipo
de homotopia. Los resultados fundamentales respecto a esta construccién son
(1) Sd*(C) es un poset para toda C (cf. 6.5.5), y (2) existe una equivalencia
homotépica natural SA(C') — C' (cf. 6.7.8). La subdivisién Sd(C) juega el rol
de resolucion o reemplazo cofibrante, y el morfismo Sd(C) — C' el de aumen-
tacion. Presentamos dos aplicaciones de esta construccion. La primera es una
demostracion de que las categorias homotopicas de posets y de categorias coin-
ciden (cf. 6.8.4), resultando los posets en modelos para tipos de homotopia.
La segunda es el teorema 7.5.13 en que se establece una construccién universal
que involucra 2-categorias y funtores laxos, y que es usada luego en la tesis.

La construccion de espacios clasificantes de 2-categorias queda justificada
a partir del trabajo de Bullejos y Cegarra [BCO03], en el que prueban que las
distintas construcciones usadas previamente son coherentes entre si. En [BC03]
introducen también una versién del Teorema A de Quillen para 2-funtores.
En esta tesis, usando la subdivisién de categorias y nuestros resultados en
fibraciones de categorias, extendemos el resultado de [BC03] obteniendo una
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version del Teorema A para funtores laxos (cf. 8.6.2). Aplicamos el Teorema A
laxo para probar que la categoria homotopica de 2-categorias y funtores laxos
es equivalente a la categoria homotdpica usual (cf. 9.3.5). Por ultimo, usamos
los resultados en fibraciones y el Teorema A laxo para caracterizar el espacio
de lazos de una 2-categorfa bajo ciertas condiciones (cf. 9.4.9). Se deriva de
este teorema el método clasico para deloopear una categoria monoidal en 9.5.5.

Organizacion de la tesis

En el capitulo 1 fijamos notaciones, damos referencias, y revisamos los pre-
liminares que necesitaremos acerca de conjuntos simpliciales y construcciones
afines. En el capitulo 2 damos una rapida introduccion a la teoria de homotopia
de categorias, y ofrecemos las referencias principales.

Los siguientes tres capitulos estan dedicados a las fibraciones de categorias.
El capitulo 3 presenta las definiciones y construcciones fundamentales en torno
a las fibraciones de Grothendieck. En el capitulo 4 introducimos los nervios
fibrado y clivado para fibraciones, y derivamos las propiedades fundamentales.
El capitulo 5 es una coleccion de aplicaciones de los nervios fibrado y clivado.

En el capitulo 6 nos dedicamos a la subdivisién de categorias.

Los capitulos 7, 8 y 9 se centran en las 2-categorias y sus espacios clasifi-
cantes. El capitulo 7 introduce las definiciones y notaciones béasicas sobre 2-
categorias, y las construcciones que utilizaremos més adelante. En el capitulo 8
se estudian las distintas formas de asociar un espacio a una 2-categoria. Varios
de los resultados de este capitulo son originales de [BCO03]; nuestras demostra-
ciones son versiones de las presentadas alli. Al final del capitulo presentamos
una version del Teorema A para funtores laxos. En el capitulo 9 usamos los re-
sultados en fibraciones, subdivisién y 2-categorias para caracterizar el espacio
de lazos de una 2-categoria.

La tesis termina con dos breves apéndices. En el primero (A) repasamos
algunas construcciones, herramientas y ejemplos sobre categorias homotépicas.
El segundo (B) lo usamos para recordar algunos hechos bésicos sobre prehaces
de categorias, el lema de Yoneda y extensiones de Kan.
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Glosario de categorias

Dada C una categoria, denotamos por ob(C) su conjunto (o clase) de objetos y
por fI(C) su conjunto (o clase) de flechas. Dados X e Y objetos de C, denotamos
con C(X,Y) el conjunto de flechas X — Y en C.

A continuacién introducimos notaciones para algunas de las categorias que
usaremos, describiendo en cada caso los objetos y las flechas.

Set - conjuntos y funciones;
Cat - categorias pequenas y funtores;
T op - espacios topoldgicos y funciones continuas;

sSet - conjuntos simpliciales y morfismos simpliciales; en general, sC denota
la categoria de objetos simpliciales en C (e.g. sCat, s7 op, s.Ab, etc);

Poset - conjuntos parcialmente ordenados (posets) y morfismos de orden;
Ggr - grupos y morfismos de grupos;

Ab - grupos abelianos y morfismos de grupos;

Chxo - complejos de cadenas de grupos abelianos y morfismos de complejos;
bsSet - conjuntos bisimpliciales y morfismos bisimpliciales.

Fib - fibraciones (de Grothendieck) y morfismos fibrados;

Cliv - fibraciones equipadas con un clivaje y morfismos clivados;

2Cat - 2-categorias pequenas y 2-funtores;

Lax - 2-categorias pequenas y funtores laxos.

viil



Capitulo 1

Preliminares en métodos simpliciales

La topologia algebraica se centra en el estudio de los tipos de homotopia de
espacios mediante la asignaciéon de invariantes discretos, como por ejemplo los
grupos de homologia. Estos espacios suelen estar dados en forma combinatoria,
como pegados de simplices o celdas. Tal es el caso de los poliedros, cuya es-
tructura se describe a partir de complejos simpliciales, y de los CW-complejos.
Los conjuntos simpliciales son una abstraccion de los complejos simpliciales,
mucho més cémoda para el manejo algebraico y categorico.

Los conjuntos simpliciales, y en general los objetos simpliciales, demostraron
ser de gran utilidad no sélo en topologia algebraica, sino también en algebra
homoldgica, geometria algebraica, etcétera. En este capitulo repasamos defini-
ciones y propiedades sobre conjuntos simpliciales, y algunas de sus aplicacio-
nes. Entre las muchas referencias destacamos las siguientes: [May67], [GZ67],
[GMO6], [GJ99].

1.1 La categoria A
1.1.1 Notacion. La categoria A tiene por objetos los ordinales finitos
n]={0<1<---<n} n =0

y sus flechas son las funciones ¢ : [m] — [n] mondtonas no decrecientes. Una
inyeccion elemental es un morfismo inyectivo [n — 1] — [n], y una suryeccion
elemental es un morfismo suryectivo [n + 1] — [n]. Denotamos ¢; la inyeccién
elemental cuya imagen no contiene a 4, y 0; la suryeccion elemental que toma
dos veces el valor j. Notar que se estd haciendo un abuso de notacién, pues 9;
y o; refieren a distintos morfismos al variar n.

1.1.2. Es facil ver que todo morfismo & : [m] — [n] en A se factoriza en la
forma

5257;1...(5%0‘]'1...0']'1

y ademas esta factorizacion es tnica si se pide i1 > -+ > i, vy 71 < -+ < Ji.
Esta descripcién permite presentar la categoria A en términos de genera-

dores y relaciones (cf. [McL98, VIL5]). Estd generada por las inyecciones y

suryecciones elementales, sujetas a las siguientes relaciones, conocidas como
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identidades simpliciales:

0i0; = 0j410; 1< J

016]- = 5]‘_10'2‘ 1<y —1
O'Z'(Sj = 5]'02'_1 1 >j
0,05 = 0;-10; 1 g]

1.1.3 Definicién. Sea C una categoria. Un objeto simplicial (a valores en
C') es un funtor K : A° — C. Aqui A° denota la categoria opuesta a A,
que se obtiene invirtiendo el sentido de las flechas. Un morfismo simplicial
f : K — K’ es una transformacién natural. Con sC' denotamos la categoria
de objetos simpliciales y morfismos simpliciales.

1.1.4. La observacion 1.1.2 ofrece una definicién alternativa y equivalente para
objeto simplicial. Un objeto simplictal K consta de una coleccion

d K, - K,.1 0<i<n

{Kn}n>0 55 Kn — Kn+1 0 g j g n

donde K, son objetos de C, y d; y s; son morfismos estructurales satisfaciendo
identidades duales a las descritas arriba. Los d; son llamados caras y los s;
degeneraciones. Un morfismo simplicial f : K — K’ consta de una coleccién
{fn: Ki — K] }n>0 de morfismos de C' que conmutan con las caras y dege-
neraciones. Si K es dado como un funtor A° — C| entonces K, = K([n]),
d; = K(6;), s; = K(o;) y en general notaremos &* = K (§).

1.1.5 Ejemplo. Un conjunto simplicial es un objeto simplicial a valores en
Set. Analogamente se definen los grupos simpliciales, los espacios simpliciales,
las categorias simpliciales, etc.

1.2 Conjuntos simpliciales

1.2.1 Notacion. Si K es un conjunto simplicial, los elementos de K, son lla-
mados n-simplices o simplices de dimension n. Si x es un n-simplex de K y
€ : [m] — [n] es inyectiva, decimos que £*(z) es una cara de z. Si en cambio
¢ es suryectiva, decimos que £*(z) es una degeneracion de x. Un simplex z se
dice degenerado si esta en la imagen de algun s;.

1.2.2 Ejemplo. Los siguientes son algunos de los conjuntos simpliciales mas
simples.

= El punto pt es aquel que consta de un simplex en cada dimension. Es el
objeto final de sSet.
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= El intervalo I es el conjunto simplicial generado libremente por un 1-
simplex x. Tiene exactamente 3 simplices no degenerados: x, dox v dix.

» El k-simplex estandar Alk] es el conjunto simplicial representado por [k],
es decir Alk], = A([n], [k]). Estd generado libremente por el k-simplex
idjx). Un morfismo & : [m| — [n] induce un morfismo simplicial Ajm] —
A[n] que también denotamos £ haciendo abuso de notacién.

Notar que A[0] = pt y All] =1.

» El borde del k-simplex OA[k] es el subconjunto simplicial de Alk] gene-
rado por las caras d;(idp)), 1 = 0,...,n.

1.2.3. El Lema de Yoneda (cf. B.1.6) establece una biyeccién natural
sSet(An], K) — K,

Un morfismo simplicial f : A[n] — K queda completamente determinado por
el simplex x = f(id},)) bajo la férmula

f&) =& (@) e An)n

1.2.4. Dado z € K, existen T € K,, no degenerado y o : [n| — [m] suryeccién
tal que 0*(z) = x. Ademds, T y o son tunicos con esta propiedad. En otras
palabras, todo simplex x es una degeneracion formal de un simplex no degene-
rado Z. Diremos que T es la forma normal de x. De algin modo, un conjunto
simplicial queda determinado por sus simplices no degenerados.

1.2.5 Definicién. La dimension de un conjunto simplicial K se define por
dim K = sup{n : 3z € K,, no degenerado}

1.2.6. El d-esqueleto de K es el subconjunto simplicial sky K generado por los
simplices de dimensién < d. Més precisamente, sky K, = {x € K,, : dimZ < d}
y las caras y degeneraciones de sky K son aquellas de K. Notar que

dim(K) <d <= K =sky(K)

Por ejemplo, 0A[n] = sk,_1 A[n].

1.2.7. Los productos, coproductos, y en general los limites y colimites en sSet
se calculan lugar a lugar, como en cualquier categoria de prehaces (cf. B.1.10).
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1.3 Ejemplos

En esta seccion repasamos varias familias de ejemplos. Muchas de ellas pueden
ser interpretadas en términos de funtores singulares (cf. B.2.1).

1.3.1 Ejemplo. Dado n > 0, denotamos A™ C R""! al n-simplex topolégico

A" ={(to,- . tn) 1t >0, Y t; =1}
Se definen morfismos §; : A"' — A" y ¢; : A"t — A" por
Oi(to, - tn-1) = (o, tim1,0, 5, ..., 1y 1)
O'j(t()7 e 7tn+1) = (to, e 7t’i + ti+17 e 7tn+1)

El conjunto simplicial singular S(X) de un espacio X estd dado por los si-
guientes datos.

S(X)n =Top(A", X)  di(f) = fodi s;(f)=[oo0;
Este conjunto simplicial tiene en general dimension infinita.

1.3.2 Ejemplo. Dada C una categoria pequena, su nervio NC' es el conjunto
simplicial cuyos n-simplices son las cadenas de n flechas componibles de C.

r=(xg— a1 — - —xy)

La cara d; borra el objeto x;, componiendo las flechas z; 1 — x; vy ©; — x;41
cuando ¢ # 0, n, borrando la flecha xqg — x; cuando ¢ = 0 y borrando la flecha
ZTp—1 — T cuando ¢ = n. La degeneracion s; repite el objeto x;, insertando
una identidad entre las dos copias. Si identificamos [n] con una categoria en el
modo usual, entonces

NC,, = Cat(|n],C) di(u) =uod; sj(u)=uoo;

Un simplex z € NC,, es degenerado si y sélo si alguna de las flechas z; — x;,;
es una identidad.

1.3.3. Un conjunto parcialmente ordenado (poset) P puede ser visto como una
categoria pequena de modo candnico, con un objeto por cada elemento de P
y una flecha © — y cada vez que x < y en P. Esta construccién es funtorial, y
define una inclusién plenamente fiel

Poset — Cat
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Si G es un grupo, entonces podemos construir una categoria con un solo objeto
* tal que hom(x,x) = G. Esta construccién también es funtorial y define una
inclusion plenamente fiel

Gr — Cat

A partir de estas inclusiones, podemos hablar del nervio de un poset NP y del
nervio de un grupo NG, asociando de un modo natural un conjunto simplicial
a este tipo de estructuras.

1.3.4 Ejemplo. Si K es un complejo simplicial, denotamos Vi su conjunto de
vértices, y Sk su conjunto de simplices. Si < es un orden total en Vi, podemos
construir un conjunto simplicial K del siguiente modo.

K, = {(voy -+, vn) s vy < vix1, {vo,.-.,0,} € Sk}

d; borra la i-ésima coordenada, y s; repite la j-ésima. El conjunto simplicial
K tiene exactamente un simplex no degenerado por cada simplex de K.

1.3.5. Notar que la construccién K ain tiene sentido en el caso en que < es
un orden parcial con la propiedad que se restringe a un orden total en cada
simplex. Un ejemplo de ésto es el complejo simplicial de cadenas de un poset.

1.3.6. Hay otro modo de ver un complejo simplicial como un conjunto simpli-
cial, sin necesidad de ordenar sus simplices, que es tomando la construccion

Kn:{(vg,...,vn) Avo, ..., v} € Sk}

con d; y s; como antes. Un aspecto negativo de esta construccion es que cada

simplex de K da origen a varios simplices no degenerados de K. En particular,
si K tiene dimensién mayor que 0 entonces K tiene dimension infinita.

1.3.7 Ejemplo. Si M es un monoide, entonces su resolucion bar M es un
conjunto simplicial con M,, = M x --- x M el producto de n copias de M, tal
que

(9, ..., Ty) i=
di(z1,...,20) = (21, .., 21T, .., x,) 0<i<n

(T1,. .oy Tp1) i1=n
si(z1,.. xn) = (21, ., 25,1, 2541, ..., 2p)

1.5.8. Es muy importante que este ejemplo puede trasladarse a cualquier ca-
tegoria base C, donde M es ahora un objeto monoide en C' (e.g. monoide
topolégico, categoria monoidal estricta). La construccién bar M es un objeto
simplicial de C'.
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1.4 Realizacién geométrica y homologia

Damos aqui las definiciones de realizacion geométrica y homologia de un con-
junto simplicial. También enunciamos algunos resultados, para los que ofrece-
mos ideas de su demostracion y referencias en la literatura.

1.4.1 Definicion. La realizacion geométrica de K es el espacio

K| =[] Knx A"/ ~

n=0

donde K, es visto como espacio discreto y la relacion ~ esta generada por los

pares
(diz,t) ~ (z,0it) r€K, teA"!
(sjz,t) ~ (z,05t) 1z €K, te A"

1.4.2. Se deduce de la presentacién usual de los colimites en 7 op que

| K| = lim A"
AJK

donde el colimite se calcula sobre el diagrama A/K — Top, v — A" (ver
B.2.5). Luego el funtor |- | es la extensién de Kan del funtor A — 7op,
[n] — A" Asi vemos la adjuncién entre la realizacién geométrica (cf. 1.4.1) y
el funtor singular (cf. 1.3.1).

|-|:sSet — Top S :Top— sSet
|-]48

1.4.3 Definicion. Decimos que f : K — L es una equivalencia homotépica si
|f| : |K| — |L| lo es en Top.

1.4.4 Ejemplo. Si K es el conjunto simplicial inducido por un complejo sim-
plicial (cf. 1.3.4), entonces | K| es el poliedro inducido por K.

1.4.5 Ejemplo. Es claro que |A[n]| = A™. También puede verse que |0A[n]| =
IA™ = S~ expresando OA[n] como el coegalizador de

!
H0<i<j<n Aln —2] —5 Hogkgn Aln —1],

donde si t € A[n — 2] entonces f(t,4,7) = (0;(t),7) y g(t,4,j) = (0j-1(t),9), ¥
usando que | - | preserva colimites por ser adjunto a izquierda.
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1.4.6 Proposicién. |K| es un CW-complejo, con una n-celda por cada n-
simplex no degenerado.

Demostracion. FEl siguiente es un push-out en sSet, pues lo es en cada coor-
denada.
I zex, OAIn] — sk, K

T no deg.

| |

[l zex, Aln] g K

z no deg.
Al aplicar | - | en el cuadrado anterior se obtiene una adjuncién de n-celdas.
Por dltimo, del colimite
K =limsk,, K
—
se deduce que |K| tiene la topologia inducida por sus esqueletos | sk, K|. [

1.4.7. La féormula |K| =[], 5 Kn x A"/ ~ permite extender el funtor |- | a
los espacios simpliciales.
|-|:sTop— Top

Es remarcable que si K es un espacio simplicial, | K| no necesariamente es un
CW-complejo, ni atin cuando K, sea un CW-complejo para todo n.

1.4.8. El funtor || se lleva en cierta forma bien con los productos. Con intencién
de ser mds precisos recordamos las siguientes definiciones (cf. [GZ67]).

Dado X espacio topoldgico, Xcog es el conjunto subyacente a X con la
topologia final inducida por los compactos de X. Decimos que X esta compac-
tamente generado si X = Xcq. Por ejemplo, | K| estd compactamente generado
porque tiene la topologia inducida por sus simplices. La categoria CG de es-
pacios compactamente generados es una subcategoria reflexiva de 7 op, donde
X — Xog es el adjunto a derecha para la inclusion. Luego puede verse que
CG es completa y cocompleta, y que el producto X Xcg Y en CG es igual a
(X X Y)Cg.

1.4.9 Proposicién. Se tiene un isomorfismo natural |K x L| = (| K| x |L|)ce-
En particular, si |K| es localmente compacto vale

|K x L| = |K| x |L|

Demostracion. Tanto en CG como en sSet vale la ley exponencial, es decir
multiplicar por un objeto admite un adjunto a derecha (ver B.3.2). Luego los

funtores



Capitulo 1. Preliminares en métodos simpliciales 8

son cocontinuos y para ver que coinciden basta verlo en los generadores Aln].
Pero por el mismo motivo, para probar |K x A[n|| = |K| x |A[n]| basta ver
que

|A[m] x Aln]| = |A[m]| x |Aln]]

lo cual se verifica facilmente. O

1.4.10 Definicién. Dados f,g : K — L morfismos simpliciales, una homo-
topia simplicial h : f = g es un morfismo simplicial h : K x I — L tales que
hdy = fy hoy = g. Aqui 0y, 01 : pt — I son las inclusiones.

1.4.11. La relacién f = g es reflexiva, pero en general no es simétrica ni tran-
sitiva. Esto si vale cuando el codominio es un complejo de Kan. Los complejos
de Kan juegan un rol fundamental en la teoria de homotopia de conjuntos

simpliciales (cf. [GZ67], [May67], [GJ99]).

1.4.12. Por 1.4.9 una homotopia simplicial f = ¢ induce una homotopia con-
tinua | f| = |g| al aplicar el funtor realizacién geométrica.

1.4.13 Definicién. Sea K un conjunto simplicial. Definimos C(K) € Chxg
como el complejo cuyas d-cadenas son Z[K|, el grupo abeliano libre generado
por Ky, y cuya diferencial 0 : Cy(K) — Cy_1(K) manda un elemento bdasico
z € K, ad(z) =>,(—1)'d;xz. Las identidades simpliciales implican 90 d = 0.
La homologia de K es la homologia del complejo de cadenas C'(K).

1.4.14. Estas construcciones son funtoriales.
C : sSet — Chx H, : sSet — Gr

1.4.15 Ejemplo. La homologia simplicial de un complejo simplicial K es la
homologia de K tal como la definimos arriba (cf. 1.3.4). La homologia singular
de un espacio X se define como la homologia de S(X) (cf. 1.3.1).

1.4.16. La unidad de la adjuncién |- | 4 S definen un morfismo n : K — S|K].
Si x € K, entonces 1, : A" — |K]| es la funcién caracteristica del simplex
indexado por .

Usando la sucesion espectral que induce la filtraciéon por esqueletos, en
[May67, 111.16.2] se prueba que 7 induce isomorfismos en la homologia

H,(K) = Hy(|K])

Este isomorfismo permite calcular de modo combinatorio la homologia singular
de un espacio para el que se conoce una estructura simplicial.
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1.5 Conjuntos bisimpliciales

1.5.1 Definicién. Un conjunto bisimplicial es un funtor K : A° x A° — Set.
Un morfismo de conjuntos simpliciales K — L es una transformacion natural.
Denotamos bsSet la categoria de conjuntos bisimpliciales.

1.5.2. Un conjunto bisimplicial K puede ser visto como una familia de conjun-
tos {Kinn}tmanso equipada con operadores horizontales y verticales de caras y
degeneraciones

h . h .
di . Km,n - m,n—1 Sj . Km,n - m,n+1

v . h .
di . Km,n - m—1n Sj . Km,n - m+1,n

satisfaciendo las identidades simpliciales y tales que los operadores horizontales
y los verticales conmutan (cf. 1.1.2).

1.5.3. Bajo la ley exponencial, un conjunto bisimplicial se identifica con un
objeto simplicial en sSet.

Seth*A o (SethT)AT

1.5.4 Notacion. Denotamos con A[m,n| al conjunto bisimplicial representado

por [m] x [n] € ob(A x A).

1.5.5 Notacion. Dado K conjunto bisimplicial, con {m +— K, ,} denotamos el
n-ésimo conjunto simplicial vertical, que se obtiene fijando la segunda coorde-
nada igual a n. El m-ésimo conjunto simplicial horizontal {n — K, } se define
de modo andlogo. Denotamos por diag(K) el conjunto simplicial diagonal, que
se obtiene como la composicién de K con el funtor diagonal A° — A° x A°.

1.5.6 Ejemplo. Si K y L son conjuntos simpliciales, su producto externo
K XL es el conjunto bisimplicial con (m, n)-simplices K, X L,,, con operadores
verticales dados por los de K y horizontales dados por los de L. Notar que
K x L = diag(K x. L).

1.5.7 Definicién. La realizacion geométrica de K es el espacio | diag(K)|.

1.5.8. Se tienen homeomorfismos naturales entre la realizacién geométrica de
K y los espacios obtenidos primero realizando en una direccién y luego en la
otra.

n = m = K|l = [diag(K)| = [m — [n— Kl

Estos homeomorfismos siguen de que las tres construcciones son cocontinuas,
del isomorfismo diag(A[r, s]) = Afr] x As] y de |Alr] x Als]| = A" x A”.
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1.5.9 Definicién. Si f : K — L es un morfismo de conjuntos bisimpliciales,
decimos que f es una equivalencia homotdpica si su realizacion geométrica
f« o |diag(K)| — | diag(L)] lo es.

1.5.10. Fl siguiente criterio es muy 1til a la hora de probar que un morfismo es
una equivalencia homotépica. Se pueden consultar demostraciones en [BK72,
XII,2.3] y [GJ99, IV 1.9].

1.5.11 Proposicién. Sea f: K — L un morfismo en bsSet tal que para todo
n el morfismo inducido f.: {mw— K, ,} — {m — L.} es una equivalencia
homotdpica en sSet. Entonces f es una equivalencia homotdpica.

1.6 La construccion codiagonal

La construccion codiagonal asocia un conjunto simplicial a un conjunto bisim-
plicial, emulando la construccién del complejo total de un complejo doble (cf.
[CRO5], ver también [AM66]).

1.6.1 Definicién. Dado K un conjunto bisimplicial, su codiagonal V(K) es
el cunjunto simplicial cuyos n-simplices son

h .
V(K), = {(:1:0,.731, s ) 1 5 € Ky, doay = df 240 para 0 <0 < n}
y cuyas caras y degeneraciones estan dadas por

h h h v v
di(zg, ..., x,) = (dixo, d} 21, ..., d{Tiy, diTivy, ..., dixy,)

o h h h v v
8i(T0y - Tn) = (S7T0, 871 T1, - -+, SqTj, S5T4, ., 8500,
1.6.2. La construccién codiagonal es una alternativa a la diagonal, y presenta la
siguiente ventaja conceptual: asumiendo que un (m, n)-simplex tiene dimensién

total m 4 n, el funtor V preserva la dimension.

1.6.3. Se tiene un morfismo natural ¢ : diag(K) — V(K), que manda un
n-simplex z de diag(K) en

0(x) = ((d})"x, (dy)""dg, ..., (di )"~ (do)'w, ..., (d5)"x).

1.6.4. El siguiente teorema es debido a Cegarra y Remedios [CR05], y puede
interpretarse como una version homotopica del Teorema de Eilenberg-Zilber.

1.6.5 Teorema. El morfismo 6 : diag(K) — V(K) es una equivalencia ho-
motopica.
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1.7 Grupos abelianos simpliciales

Un grupo abeliano simplicial es un objeto simplicial en la categoria Ab de
grupos abelianos. Las identidades simpliciales, junto con la rigidez de los mor-
fismos de grupos, llevan a que un grupo abeliano simplicial pueda ser descrito
de un modo mas simple respecto a la presentacién usual.
1.7.1. A partir de un grupo abeliano simplicial A pueden derivarse dos comple-
jos de cadenas; el primero, C'(A), tiene los mismos grupos que A, con diferencial
0 =Y.(—1)"d;; el segundo, N(A), es el complejo con n-cadenas dadas por

n—1

N(A)y = () ker(d; : Ay — An1)

i=0

y con diferencial 0 = d,,. Se tiene una inclusiéon de complejos de cadenas

i i N(A) — C(A)

1.7.2 Proposicién. La inclusion i : N(A) — C(A) induce isomorfismos en
la homologia.

Demostracion. Se considera la siguiente filtracion de C'(A):

F,C(A), ={z € A, : dix = OVi < p}
se tiene FyC(A) = C(A) y NyF,C(A) = N(A). Por un argumento de paso
al limite basta con probar que la inclusién « : F,;1C(A) — F,C(A) induce

isomorfismos en la homologia. Puede verse que el morfismo 5 : F,C(A) —
F,+1C(A) definido por

r(z) = T x € F,C(A)p, n<p
Nz —sydyr € F,C(A),, n>p

es un inverso para la inclusién salvo homotopia de cadenas, de donde el resul-
tado sigue. Méds precisamente, Sa = id y una homotopia ¢ : o = id estd dada
por
L re F,C(A),, n<p
o) = (—1)Pspx x € F,C(A)p, n>p
[

1.7.3. En la demostracién anterior se prueba que la inclusiéon N(A),, — C(A),
admite una seccién, por lo que N(A), es un sumando directo de C'(A),. De
hecho, puede verse que

C(A)=N(A)® D(A)

donde D(A) es el subcomplejo generado por los elementos degenerados de A
(cf. [May67, §22]).
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1.7.4 Corolario (Teorema de normalizacién). La proyeccion al cociente
C(A) = Cn(A) = C(A)/D(A)
induce 1somorfismos en homologia.

1.7.5. En particular, la homologia de un conjunto simplicial (cf. 1.4.13) pue-
de calcularse usando un complejo con una copia de Z por cada simplex no
degenerado.

1.7.6. Como mencionamos antes, un grupo abeliano simplicial contiene mucha
informacion redundante. En tal sentido se tiene el Teorema de Dold-Kan, que
es a la vez un un resultado fundamental del algebra homoldgica y un punto de
partida del algebra homotdpica.

1.7.7 Teorema (Teorema de Dold-Kan). El funtor N : sAb — Chxo es una
equivalencia de categorias entre los grupos abelianos simpliciales y los comple-
jos de cadenas.

Demostracion. Uno exhibe directamente un quasi inverso I' : Ch>y — s.Ab para
N, que agrega a un complejo de cadenas todas las degeneraciones formales.
Una demostracién detallada puede consultarse en [May67, §22]. O

1.8 Grupos abelianos bisimpliciales

1.8.1 Definicién. Un grupo abeliano bisimplicial es un funtor A : A° x A° —
Ab. Via la ley exponencial, A puede ser pensado como un objeto simplicial en
la categoria de grupos abelianos simpliciales.

1.8.2. Si A € bsAb, denotamos por C'(A) el complejo doble asociado, cuyas
(m,n)-cadenas son A,,, y donde los diferenciales horizontales y verticales se
obtienen como suma alternada de los operadores de caras.

1.8.3 Proposicion. Si f : A — B es un morfismo en bsAb tal que para todo
n el morfismo inducido f. : {m > A} — {m — By} induce isomorfismos
en homologia, entonces f : Tot C(A) — Tot C(B) también induce isos en la
homologia.

Demostracion. Sigue de la sucesion espectral asociada a un complejo doble
que f induce isomorfismo entre los complejos totales. O

1.8.4. Vimos para conjuntos bisimpliciales que la diagonal contiene toda la
informacién. Esto se debe a que cualquier (m,n)-simplex tiene una degenera-
cion en la diagonal. Para grupos abelianos bisimpliciales este resultado toma
la siguiente forma (cf. [GJ99, IV.2]).
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1.8.5 Teorema (Teorema de Eilenberg-Zilber generalizado). Dado A grupo
abeliano bisimplicial, existe un isomorfismo natural

H,(C(diag A)) — H,(Tot C(A))

1.8.6. Si K y L son conjuntos simpliciales, entonces el producto exterior K x. L
da origen a un grupo abeliano bisimplicial Z[K X, L], cuyos (m,n)-simplices
estan libremente generados por K, X L, (cf. 1.5.6). Por un lado Z[K X L}
se identifica con Z[K,,] ® Z[L,], por otro diag Z|K x. L] = Z[K x L]. Luego

C(K x L) — C(K) ® C(L)

induce isomorfismos en homologia por el teorema anterior. Esta es la formula-
cién clasica del teorema de Eilenberg-Zilber.



Capitulo 2
Homotopia de categorias pequenas

En este capitulo presentamos las bases y fundamentos de la teoria de ho-
motopia de categorias pequenas. El espacio clasificante de una categoria fue
introducido por Segal [Se68], y permitié establecer nociones homotdpicas en
Cat. Posteriormente Quillen desarroll6 esta teoria como una herramienta para
definir y construir los grupos de K-teorfa de orden superior (cf. [Qu73]).

Todos los resultados que aparecen en este capitulo son folklore. Por tal moti-
vo no siempre nos detendremos en los detalles de las demostraciones, refiriendo
a la literatura en esos casos.

2.1 Nervio

En esta seccion describimos el nervio de una categoria, su espacio clasificante
y damos algunos ejemplos sencillos de estas construcciones.

2.1.1. Recordamos (cf. 1.3.2) que dada C' una categoria pequena, su nervio
NC es el conjunto simplicial cuyos n-simplices son las cadenas

x=(rg—>x1 — " — T,)

de n flechas componibles de C'.

2.1.2. El nervio es un funtor singular en el sentido de B.2.1. En efecto,
NC,, = Cat([n],C).
Luego vale la siguiente adjuncién (cf. B.2.5)
c:sSet — Cat N : Cat — sSet

cH4N

donde c es el funtor de realizacion categorica, que asocia a cada conjunto simpli-
cial X una categoria con un objeto por cada 0-simplex, una flecha generadora
por cada 1-simplex, y una relaciéon por cada 2-simplex.

2.1.8. Se tiene NCy = ob(C) y NC; = fl(C). Ademas los morfismos estructu-
rales de C' (dominio, codominio, composicion, identidad) pueden recuperarse
como caras y degeneraciones de NC', de donde el nervio determina completa-
mente a la categoria.

14
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2.1.4. N : Cat — sSet es plenamente fiel. Por este motivo, muchas veces se
identifica una categoria con su nervio, y se piensa en categorias como conjuntos
simpliciales distinguidos.

2.1.5. Si I es una categoria filtrante y I — Cat, i — C; es un diagrama
de categorias, entonces lim C; es la categoria que tiene objetos li_n}ob(Ci),
flechas lim fi(C;) y morfismos estructurales inducidos por el paso al limite. Esta
descripcion especial de los colimites filtrantes en Cat implica inmediatamente
que el funtor nervio conmuta con colimites filtrantes.

2.2 Espacio clasificante

2.2.1 Definicion. El espacio clasificante BC' es la realizacion geométrica del
nervio, o sea BC' = |[NC/|.
B :Cat — Top

2.2.2. El espacio clasificante BC' es un CW-complejo con una n-celda por
cada cadena de n flechas componibles en C' que no involucra una identidad (cf.
1.4.6). BC tiene un vértice por cada objeto de C, una 1-celda por cada flecha,
una 2-celda por cada tridngulo conmutativo, etcétera.

2.2.3. El nervio de una categoria NC queda completamente determinado por
su 2-esqueleto. Luego el espacio clasificante BC' es un CW-complejo determi-
nado por su 2-esqueleto sky BC', y el tipo homotépico de BC' pareciera estar
severamente condicionado por este hecho. Veremos que esto no es asi, pues
la descripcion celular de sky BC' contiene informaciéon combinatoria que no se
refleja en el espacio subyacente.

2.2.4 Ejemplo. Si G es un grupo discreto, entonces BG es un espacio de
Eilenberg-MacLane de tipo (G, 1).

2.2.5 Ejemplo. Si P es un poset, entonces BP es el poliedro asociado al
complejo simplicial K p, cuyos vértices son los elementos de P y cuyos simplices
son las cadenas de P. En particular, si P es el poset de simplices de un poliedro
K, entonces BP es la subdivision baricéntrica de K.

2.2.6. Puesto que todo tipo homotoépico débil puede ser modelado con un
poliedro, sigue que para cualquier espacio X existe una categoria C' con X y
BC equivalentes homotépicos débiles.

2.2.7 Ejemplo. Si C es el grupoide simplemente conexo con dos objetos,
! Ry )
entonces NC' tiene dos simplices no degenerados en cada dimensién. Es facil

ver que existe un homeomorfismo natural sk,(BC) = S™ entre el k-ésimo
esqueleto de K y la esfera, de donde BC' es homeomorfo a S*°.
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2.2.8. El ejemplo anterior muestra que BC' puede ser de dimensién infinita
aun cuando C' tenga finitas flechas.

2.2.9. Dada C' categoria pequena, denotamos por C° su categoria opuesta,
que se obtiene invirtiendo el sentido de las flechas. Existe un homeomorfismo
canoénico entre BC'y BC®, que sélo en casos muy especiales puede ser realizado
por un funtor. Ejemplos donde si puede realizarse por un funtor es cuando C
es un grupo. Uno de los muchos ejemplos donde no es cuando C' es

o <— 0 — 0

2.2.10. Sean C'y D las categorias descritas abajo.

Para cualquier funtor v : C' — D la funcién u, : BC — BD es homotdépica
a cero. Como los espacios clasificantes BC' y BD son homeomorfos a S!, este
ejemplo muestra que hay clases homotdpicas de funciones continuas que no
son realizadas por ningin funtor.

2.3 Propiedades Basicas

Las nociones homotdpicas de 7 op se levantan a nociones homotdpicas en Cat
a través del funtor espacio clasificante. En esta seccion presentamos los rudi-
mentos de la teoria de homotopia de categorias.

2.3.1 Definicion. Un funtor u : C' — D en Cat es una equivalencia homotdpica
siuy : NC — ND lo es en sSet, o equivalentemente si u, : BC' — BD lo es
en 7 op.

2.3.2 Definicion. Una categoria pequena C' es contractil si BC' lo es.

2.3.8 Notacion. Denotamos con I = {0 — 1} a la categoria asociada al ordinal
de dos elementos. Su espacio clasificante BI es homeomorfo al intervalo real
[0, 1].

2.3.4. El funtor nervio admite un adjunto a izquierda y por lo tanto preserva
productos (cf. 2.1.2). El funtor de realizacién geométrica también preserva pro-
ductos si se trabaja con espacios compactamente generados (cf. 1.4.9). Luego
se tiene un homeomorfismo natural

B(O X O/) = BC Xoa BC'.

En particular, se tiene un homeomorfismo B(C x I) = BC' x [0, 1].
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2.3.5 Proposicién. Una transformacion natural n : w = v : C' — D induce
una homotopia ny : u, = v, : BC'— BD.

Demostracion. Las transformaciones naturales nn : u = v : C — D se corres-
ponden naturalmente con los funtores C' x I — D. El resultado sigue de la
observacién anterior (cf. 2.3.4). O

2.3.6 Corolario. Si un funtor admite un adjunto, entonces es una equivalen-
cia homotopica.

Demostracion. La unidad y la counidad de la adjuncién inducen en este caso
las homotopias buscadas. ]

2.3.7 Corolario. Una categoria que tiene objeto inicial o final es contractil.

Demostracion. En estos casos, la proyeccién C' — pt sobre el objeto final de
Cat admite un adjunto. O]

2.3.8 Corolario. Sea i : C — D un morfismo en Cat plenamente fiel. Si
existe r : D — C yn :idp = ir, entonces i es una equivalencia homotopica,
Con INVErsa .

Demostracion. Como una transformacion natural induce una homotopia (cf.
2.3.5), bastard con construir una transformacion natural € : ide = ri. Dado ¢
objeto de C, como i es pleno el morfismo 7, : i(c) — iri(c) debe ser igual a
i(€.) para algun €. : ¢ — 7i(c). Definiendo € de este modo, dada f : ¢ — ¢ una
flecha en C' se tiene

i(ri(f)ec) = iri(f)i(ec) = iri(f)nie) = nieyi(f) = i(ex)i(f) = i(ev f)
Como i es fiel se tiene que 7i(f)e. = e+ f y por lo tanto € es natural. n

2.3.9. El funtor espacio clasificante preserva colimites filtrantes. En efecto,
el funtor | - | preserva colimites porque es adjunto a izquierda y N preserva
colimites filtrantes (cf. 2.1.5).

2.3.10 Proposiciéon. Si C es una categoria filtrante, entonces C' es contrdctil.

Demostracion. (cf. [Qu73]) Dado ¢ objeto de C, denotamos C/c la categoria
cuyos objetos son las flechas f : ¢ — c en C, y en donde un morfismo f — g
consiste en un triangulo conmutativo

C/ > C//
N2
C
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Notar que C/c tiene objeto final (id.) y es por lo tanto contréctil (cf. 2.3.7).
Asignando a cada f su dominio se tiene un funtor C'/c — C'. Es fécil ver que

C = liny(C/c),

donde el colimite se toma sobre el diagrama C' — Cat, ¢ — C/c. Como el funtor
espacio clasificante conmuta con colimites filtrantes resulta BC' = lim B(C/c).
Luego puede verse que

7a(BC) = lim m,(B(C/c)

y como cada categoria C'/c es contréctil, se tiene m,(BC) = 0 para todo n.
Como BC' es un CW-complejo, se concluye que es contractil. n

2.4 Grupo fundamental de una categoria

En esta seccién repasamos un ejemplo paradigmético de la interaccion entre
la estructura de una categoria y el tipo homotdpico de su espacio clasificante:
la caracterizacion del grupo fundamental en términos de la localizacion de C.
Nuestra referencia es [Qu73]. En [GJ99] puede consultarse una demostraciéon
alternativa.

2.4.1 Definicién. Sea C una categoria pequena. Decimos que un funtor F :
C' — Set invierte morfismos si F/(f) es una biyeccién para toda flecha f de C.
Denotamos Set{  —a la subcategorfa plena de Set® formada por los funtores
que invierten morfismos.

2.4.2. Sea p: E — BC un revestimiento del espacio clasificante de C'. A cada
objeto ¢ de C' podemos asociarle la fibra Fg(c) = p~'(c), donde c es visto como
0-celda de BC'. Toda flecha f : ¢ — ¢’ en C induce un camino en BC'. Por las
propiedades de levantamiento de caminos que tienen los revestimientos, este
camino induce una biyeccién Fg(f) entre las fibras p~(c) y p~'(¢/). De este
modo queda definido Ff € Set{ .

2.4.3. Reciprocamente, dado F' € Set¢ | llamamos Cf a la categorfa de pares
(c,x) con ¢ € C'y z € F(c), donde una flecha f. : (¢,z) — (/,2’) es un
morfismo f : ¢ — ¢ en C con F(f)(z) = «’. Si llamamos p : Cr — C a
la proyeccién (c¢,z) — ¢, entonces p, : N(Cp) — NC' es un revestimiento
de conjuntos simpliciales, y por lo tanto induce un revestimiento de espacios

topoldgicos B(Cr) — BC (cf. [GZ67)).

2.4.4. Las construcciones de arriba son funtoriales

Revest/BC — Set¢ Set¢ — — Revest/BC
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Aqui Revest/BC es la categoria de revestimientos sobre el espacio BC'. No es
dificil ver que estas construcciones son mutuamente inversas, lo que implica el
siguiente resultado.

2.4.5 Proposicién. (cf. [Qu73]) Se tiene una equivalencia de categorias

Revest/ BC = Set¢

2.4.6. Sea G el grupoide que resulta de invertir formalmente las flechas de C.
El morfismo canénico C' — G induce una equivalencia de categorias

Set = Sett

2.4.7. Si C es conexa, ¢ € C'y G es el grupoide asociado a C, denotando
G. = G(c,¢), la inclusién G. — G es una equivalencia de categorias e induce
otra

Set? = SetCe

2.4.8 Teorema. Hay un isomorfismo candnico m(BC,c) = G. entre el grupo
fundamental del espacio clasificante y el grupo de automorfismos de ¢ en el
grupoide asociado.

Demostracion. Sigue de las equivalencias de categorias
Set™BCe) = Repest /| BC = SetC, = Set® =2 Set

La primera es conocida de la teoria de revestimientos de espacios. Las restantes
equivalencias fueron discutidas en esta seccion. Notar que uno puede recuperar
la clase de isomorfismo de H a partir de Set’?. Para ver esto tiltimo, observemos
que si H es un grupo, entonces el funtor olvido Set! — Set tiene un adjunto a
izquierda F' (el funtor libre, inico salvo isomorfismo) y vale H = Aut(F(pt)),
con pt el conjunto puntual. O

2.5 Homologia de una categoria

A continuaciéon recordamos algunas definiciones sobre homologia de categorias.

2.5.1 Definiciéon. Dada C' una categoria pequena, un maodulo sobre C' es un
funtor A : C' — Ab, donde Ab es la categoria de grupos abelianos.

2.5.2. La categoria de C-médulos Ab® es una categoria abeliana, en la que las
sumas directas, ntucleos, conucleos, etc. se calculan lugar a lugar (cf. B.1.10).
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2.5.3. Se tiene la siguiente adjuncion
lim : A — Ab diag : Ab — Ab°
%
lim - diag
donde lim es el funtor que asocia a cada C-médulo su colimite, y diag es el
funtor que asocia a cada grupo abeliano G el C-médulo constante diag(C).

Ambos funtores son aditivos, y se infiere de esta adjuncion que lim es exacto
a derecha.

2.5.4 Definicién. El m-ésimo grupo de homologia de C' con coeficientes en A

se define como
H,(C/A) = lii>nmA

donde lim™ es el m-ésimo derivado a izquierda del funtor lim : Ab® — Ab.
— —

2.5.5 Proposicién. Los grupos H,,(C,A) se pueden calcular usando el si-
guiente complejo de cadenas

Cu(C,A) = P Alw) 8:2(—1)%

o
donde

di(x,co—>-~-—>cm):{<x7di(co_}u._>cm)) Z:>0

(A(co — c1)(x),do(co — -+ —¢p)) i=0

Demostracion. La demostracion puede consultarse en [GZ67, All-3.3]. Utiliza
argumentos estandar de algebra homoldgica. Primero, es facil ver que el funtor
AbY — Chsg, A — C(C, A) es exacto, por lo que {H,(C(C,A))}, es un o-
funtor. Luego, dado un médulo A se construye un epimorfismo A" — A tal que
H,(C(C,A") = 0 para todo n. Esto prueba que el funtor A — H,(C(C, A))
es coeffaceable (cf. [We94]) y por lo tanto el o-funtor es universal. Como
Ho(C(C, A)) = lim A, concluimos que H,(C(C,A)) es el n-ésimo derivado
de lim. O

2.5.6. Si A es un funtor constante e igual a Z, entonces la homologia H,,(C, A)
coincide con la homologia del nervio NC' tal como se definié antes (cf. 1.4.13).
En este caso denotamos directamente H,,(C). Notar que H,,(C) = H,,(BC),
donde el lado derecho denota la homologia singular del espacio BC' (cf. 1.4.16).
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2.6 Teorema Fundamental

El teorema fundamental de la teoria de homotopia de categorias fue demos-
trado originalmente en [I172], y ofrece una descripcién categérica de los tipos
homotopicos.

2.6.1 Definicién. La categoria homotdpica Ho Cat es la localizacién (cf. A.1.1)
de Cat por las equivalencias homotopicas.

2.6.2 Teorema. FEl funtor nervio induce una equivalencia entre las categorias
homotopicas.
Ho Cat = Ho sSet

2.6.3. El teorema anterior, junto con la clasica equivalencia Ho sSet = Ho 7T op
que en [GZ67] llaman una descripcion combinatoria de los espacios topoldgicos,
implican la siguiente equivalencia de categorias.

HoCat =2 Ho7 op

2.6.4. A partir de esta equivalencia las categorias pequenas resultan mode-
los para tipos de homotopia. Surgen de esta observacién las siguientes dos
preguntas, las cuales nos interesa estudiar:

s como calcular los invariantes discretos de X = BC usando la estructura

de C,

= como se refleja en el espacio X = BC' la estructura adicional que even-
tualmente tenga C.

En las préoximas secciones daremos una respuesta a esta ultima pregunta para
el caso en que C tiene estructura fibrada.

2.6.5. Es sabido que Top, sSet y Cat admiten estructura de categorias de
modelos en el sentido de Quillen (cf. [Qu67], [Th80]). Ambas equivalencias
Ho sSet = Ho7op y HoCat = Ho sSet estan inducidas por equivalencias de
Quillen entre las categorias originales, la primera dada por la adjuncién |-| 4 .S
y la segunda por ¢Sd* 4 Ex? N, donde Sd y Ex son los funtores de subdivisién
y extension definidos por Kan.

2.6.6. Mas adelante en la tesis demostraremos las siguientes equivalencias de
categorias
HoCat = Ho Poset (cf. 6.8.4)

HoCat = Ho Laz (cf. 9.3.5)

las cuales se combinan con el teorema fundamental 2.6.2, ofreciendo nuevos
modelos para tipos de homotopia: los posets, y las 2-categorias con funtores
laxos.



Capitulo 3

Fibraciones de Grothendieck

Una fibracion de categorias £ — B es esencialmente una familia de categorias
parametrizada por B. Esta nocién fundamental ha tenido numerosas y varia-
das aplicaciones. En esta tesis nos centraremos en el comportamiento de las
fibraciones con respecto al funtor espacio clasificante, obteniendo nuevos resul-
tados en el estudio de homotopia de categorias, y presentando en un contexto
natural aquellos de Quillen, Segal y Thomason.

A lo largo de este capitulo trabajamos con lo que usualmente son llamadas
categorias cofibradas u opfibradas. Otras nociones de fibraciones entre cate-
gorfas fueron estudiadas en [Ev75] y [Min05].

Si bien todos los resultados y construcciones admiten formulaciones duales,
elegimos trabajar con categorias cofibradas (en lugar de fibradas) para pre-
servar cierta analogia con las fibraciones de espacios topoldgicos. Finalmente,
adoptamos una terminologia y una notaciéon dual a la estandar con objeto de
simplificar la notacion.

3.1 Primeras definiciones

En esta seccion repasamos las nociones de fibra y fibra homotopica, e introduci-
mos las definiciones de flechas cartesianas, prefibraciones y fibraciones, ademas
de ilustrar con algunos ejemplos.

3.1.1 Notacion. Dada C una categoria, escribimos Cy = ob(C') para denotar
el conjunto de objetos, y C; = fi(C) para el conjunto de flechas. Siu: A — B
es un morfismo entre categorias pequenas y f € A;, decimos que f esta sobre
¢ € Bysiu(f)=¢,yque f € A estd sobre b € By si u(f) = idy.

3.1.2 Definicion. Dados v : A — B en Cat y b € By, la fibra u, es la
subcategoria de A de flechas sobre b, y la fibra homotdpica (o fibra a izquierda)
u/b es la categoria cuyos objetos son los pares (a, ), a € Agy ¢ :u(a) = b €
By, y cuyas flechas f : (a,¢) — (d’, ¢’) son los morfismos f : a — o’ € A; tales

que ¢'u(f) = ¢.

3.1.8 Notacion. Haciendo abuso de notacién, escribimos A, y A/b en lugar de
up v u/b cuando no haya lugar a confusién.

3.1.4. Se tiene una inclusién canénica plenamente fiel i, : A, — A/b, definida
en los objetos por a — (a,idy())-

22
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3.1.5 Definicion. Sea p : E — B un funtor entre categorias pequenas. Una
flecha cartesiana (para p) es una flecha f : e — ¢ € F; satisfaciendo la
siguiente propiedad universal: Para toda g : e — €” € E; tal que p(f) = p(g)
existe una tnica flecha h : ¢’ — €” € E tal que p(h) = idye) y hf = g.

e f 6’
|
=17
Vg "
6/I
p(f)
p(e) —=p(€)

3.1.6 Notacion. En las condiciones de arriba, denotaremos la flecha h por
g/f. Notar que g/f sblo tiene sentido si f es cartesiana, dom f = domg y

p(f) = p(9)-

3.1.7. Las flechas cartesianas pueden pensarse como flechas ortogonales a las
fibras. Permiten relacionar unas fibras con otras, dando una suerte de conexién.

3.1.8 Proposicién. Se verifican las siguientes propiedades.
a) (/) f=g:(hf)]f=h;
b) g es cartesiana sii g/ f es un isomorfismo; en este caso f/g = (g/f)~*.
c) si f es isomorfismo, entonces f es cartesiana y g/f = gf L.

Demostracion. Los items a) y ¢) son inmediatos a partir de la definicién.
Para b), obsevamos que si g/f es un isomorfismo entonces g también cum-
ple la propiedad universal y es por lo tanto cartesiana. Para la vuelta, supo-

nemos que g es cartesiana, luego (f/g9)(g/f)f = (f/g9)g = f y por unicidad
en la propiedad universal se tiene (f/g)(g/f) = id. Andlogamente se prueba

(9/N)(f/g) =id. O

3.1.9 Definicion. El funtor p : E — B es una prefibracion si dados e € Fy y
¢ :ple) = be By existe f: e — ¢ € E; cartesiana tal que p(f) = ¢.

3.1.10. A modo informal, podemos decir que una prefibraciéon es un funtor que
admite suficientes flechas cartesianas.

3.1.11 Definicion. El funtor p : £ — B es una fibracion si es una prefibracién
y ademas las flechas cartesianas son cerradas bajo la composicion.

3.1.12 Notacion. Decimos que B es la base de la fibracién, y que E es la
categoria total.
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3.1.13. En la categoria total se distinguen dos clases de flechas: las verticales,
que son proyectadas por p en identidades; y las horizontales, que son las flechas
cartesianas.

3.1.14 Ejemplo. La proyeccién 7 : F' x B — B es una fibracién. Si (z,b) €
(FxB)yy ¢:p(x,b) =b— b € By, laflecha (id,, ¢) € (F x B); es cartesiana.
Las fibras de 7 son todas isomorfas a F'.

3.1.15 Ejemplo. El funtor cod : B — B que asigna a cada flecha su codo-
minio es una fibracién. Si f : b —V € (B)gy ¢ : cod(f) =0 — V' € By, la
flecha (idy, @) : f — ¢f € (B'); es cartesiana. La fibra de cod sobre b es la
categoria slice B/b.

Anélogamente, el funtor dom : B! — B° es una fibracién.

3.1.16 Ejemplo. El funtor cod : S(B) — B es una fibraciéon. Aqui S(B)
denota la categoria cuyos objetos son las flechas de B y cuyas flechas (u,v) :
f — g son las factorizaciones g = vfu. Si f : b — b € S(B)yy ¢ : cod(f) =
b — V' € By, la flecha (idy, ¢) : f — ¢f € S(B); es cartesiana. Las fibras de
cod son las categorias (B/b)°.

Anélogamente, el funtor dom : S(B) — B° es una fibracion.

3.1.17 Ejemplo. Una subcategoria A C B es un ideal (a derecha) si toda
flecha con dominio en A esta en A. Si A C B es un ideal, entonces la inclusion
A — B es una fibracién.

3.1.18 Ejemplo. Como los isomorfismos son flechas cartesianas (cf. 3.1.8.c),
un funtor entre grupoides que es suryectivo en las flechas es una fibracién. En
particular, cualquier epimorfismo de grupos p : E — B puede ser considerado
una fibracién entre grupoides de un solo objeto.

3.2 Algunas propiedades basicas

3.2.1 Proposicion. p : E — B es una prefibracion si y solo si la inclusion
ip : By — E/b admite un adjunto a izquierda para todo b en B.

Demostracion. Si p : E — B es una prefibracién, dado b € By definimos un
funtor r, : E/b — Ej enviando un objeto (e, ¢ : p(e) — b) al codominio de una
flecha cartesiana f sobre ¢ con dominio e. En las flechas, r, se define usando
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la propiedad universal de las flechas cartesianas: r,(g) = (f'g)/f.

p(e) p(e) b

De la propiedad universal de las flechas cartesianas se deduce que 7y, = .

Por otro lado, si r, : E/b — E, es dado tal que 1, 4y, entonces la unidad
de la adjuncién 7 : idgs = 47, asigna a cada objeto (e, ¢ : p(e) — b) una
flecha cartesiana 7 ¢:p(e)—p) SObre ¢ con dominio e. O

3.2.2. La construccion de 1, no es natural, y depende de una eleccién de flechas
cartesianas (ver 3.3). En cualquier caso, dos construcciones distintas de r;, serdn
candénicamente isomorfas.

3.2.3 Corolario. Si p : F — B es una prefibracion, entonces la inclusion
Ey, — E/b es una equivalencia homotdpica para todo b (cf. 2.5.6).

3.2.4. Las flechas cartesianas de una fibracion satisfacen la siguiente propiedad
universal, que extiende la de la definicion.

3.2.5 Proposiciéon. Sea p : E — B wuna fibracion y sea f : e — € una
flecha cartesiana en E. Dada g : e — €” tal que p(g) = ¢p(f) para algin
¢ :p(e) — p(e”), existe una tunica flecha h : e — €” sobre ¢ tal que hf = g.

p(f) ¢

ple) p(e’) p(e”)
Demostracion. Como p es una fibracion, existe f’ : ¢/ — e’ flecha cartesiana
sobre ¢, y la composicion f'f : e — €” es también cartesiana. La composicion
h = (g/(f'f))f estd sobre ¢ y satisface hf = g, lo que prueba la existencia.
Si k es otra flecha sobre ¢ tal que kf = g, entonces (k/f")f' f = g, de donde

k/f'=g/(f'f)y k= (g9/(f'f))f, loque prueba la unicidad. ]

3.2.6. En las condiciones de la proposicion anterior, h es cartesiana si y sélo
si g lo es. Esto se deduce de 3.1.8 y las igualdades

W =g/ (F NI =g/ (F'])

"
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3.3 Clivajes

Un clivaje ¥ es una eleccion de flechas cartesianas. Concretamente se tiene la
siguiente definicion.

3.3.1 Definicién. Dada p : £ — B un morfismo en Cat, un clivaje ¥ (para
p) es un subconjunto ¥ C FE; cuyos elementos son flechas cartesianas y tal que
dados e € Eyy ¢ : p(e) — b € By existe una tnica f : e — ¢ € ¥ satisfaciendo

p(f) = ¢
3.3.2 Notacion. Notamos X, 4 a esta f.

3.3.3. Es claro que p admite un clivaje si y sélo si es prefibracion. Una prefi-
braciéon admite en general muchos clivajes.

3.3.4 Proposicién. Son equivalentes:

= Dar un clivaje.

» Ezplicitar para cada b un adjunto a izquierda para i : E, — E/b.
Demostracion. Sigue de la proposicion 3.2.1 y su demostracién. O

3.3.5 Definicion. Dados p : E — B una prefibracién y ¥ un clivaje, decimos
que Y es normal si contiene a las identidades (Id C X), y que X es cerrado si
es cerrado para la composicién (X o ¥ C X).

3.3.6. Toda fibraciéon admite un clivaje normal. Sin embargo, no toda fibracion
admite un clivaje cerrado.

3.3.7 Definicion. Siuna fibracion admite un clivaje cerrado, entonces diremos
que es escindida.

3.3.8 Ejemplo. (cf. [Gr71]) Sean E, B grupos, vistos como categorias con un
solo objeto, y sea p : E — B un morfismo entre ellos. Toda flecha de E es
cartesiana puesto que son isomorfismos. Luego p es una fibracién si y solo si p
es un epimorfismo de grupos. Un clivaje ¥ para p es una secciéon conjuntista
para p. El clivaje es normal si manda el neutro en el neutro, y el clivaje es
cerrado si la seccion es un morfismo de grupos.

3.3.9. El ejemplo anterior muestra en particular cuén restrictiva es la condicion
de ser escindida.
3.3.10 Notacion. De aqui en més, asumiremos que todos los clivajes son nor-

males.

3.3.11 Lema. Un clivaje ¥ es cerrado si y sélo si para todo par f, f' de flechas
componibles de E vale f, f'f € ¥ = f' € X.
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Demostracion.

=) Sean f:e— €, f e — € talesque f,f'f € ¥, yseag:e — €' =
Yer p(s1y- Queremos ver que ' = g. Como el clivaje es cerrado, gf € X.
Luego gf = Xepprp) = f'f, y por lo tanto f = g (cf. 3.2.5).

<) Si ¥ no es cerrado entonces existen f:e — €', g: e — €’ € X tales que
gf € X.Si h = X, p4p) entonces h # gf, o equivalentemente h/(gf) no
es una identidad. Luego f' = (h/(gf))g tiene dominio €', proyeccién p(g)
y es distinta de g, por lo tanto no estd en .

]

3.4 Morfismos entre fibraciones

A continuacién discutimos dos nociones de morfismos entre fibraciones, y des-
cribimos las categorias correspondientes.

3.4.1 Definicién. Dados ¢ = (p: E — B)y & = (p/ : E' — B’) fibraciones,
un morfismo fibrado (u,v) : £ — ¢ esunparu: F — E' v : B — B de
morfismos en Cat tal que u preserva flechas cartesianas y p'u = vp.

E—>F'

.

B——= DB

3.4.2 Notacidn. Denotamos Fib(&, &) al conjunto de morfismos fibrados £ —
&',y Fib a la categoria de fibraciones y morfismos fibrados.

3.4.3 Definicién. Sean (£,>) y (£, %) fibraciones equipadas con clivajes. Un
morfismo clivado (u,v) : (§,%) — (&, %) es un morfismo fibrado (u,v) : & — &
satisfaciendo u(X) C X'

3.4.4 Notacion. Con Cliv((£, %), (£',%')) denotamos al conjunto de morfismos
clivados (£, %) — (¢,%'), y con Cliv a la categoria de pares (£, X) y morfismos
clivados.

3.4.5. Se tienen las siguientes inclusiones de conjuntos.

Cliv((¢, %), (¢, %)) C Fib(§,&') C Cat'(§,¢)

3.4.6 Notacion. Por tltimo, denotamos por £sc la subcategoria plena de Cliv
cuyos objetos son los pares (£,Y) con ¥ un clivaje cerrado de €.
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3.4.7. Se tiene el siguiente diagrama, donde la primera es una inclusién plena
y la flecha Cliv — Fib es el funtor olvido (£, %) — &.

Esc C Cliv — Fib C Cat!

3.4.8 Notacion. Con la notaciones de arriba, diremos que u : £ — E’ es
un morfismo fibrado sobre B si B = B’y (u,idg) : & — & € Fib(, ).
Anéalogamente, diremos que v : E — E’ es un morfismo clivado sobre B si

(u,idp) € Cliv((€,5), (€, 5)).

3.5 Cambios de fibra

Una fibracién puede ser pensada como una generalizacién de un funtor a va-
lores en Cat, o dicho en otros términos, una familia de categorias (las fibras)
indexadas por la base.

3.5.1 Definicién. Sea £ = (p : E — B) una fibracién con clivaje 3. Para
cada ¢ : b — U € By se define el cambio de base ¢, : E, — FEy como la
composicién rb/g?n'b, donde i, : E, — E/b es la inclusién de la fibra en la fibra
a izquierda, ¢ : E/b — E/V es el funtor obvio, y 7y : E/b — Ey es el adjunto
a la inclusion determinado por el clivaje ¥ (cf. 3.3.4).

3.5.2. Explicitamente, ¢, (e) = cod(X. ) para e € Ey y ¢u(f) = (Zer o f)/Ze.-

e . (c)

3.5.3. Por supuesto, ¢, depende del clivaje, pero diferentes clivajes dan lugar
a funtores de cambio de fibra isomorfos, tal como se deduce de la propiedad
universal de las flechas cartesianas. Mas precisamente, si ¢> y ¢ son los fun-
tores cambio de fibra asociados a los clivajes X y Y’ respectivamente, entonces
n:¢> = ¢> dado por n, = 3, 4/ Xep €s un isomorfismo natural.

.. 65(e)

(& \ E/e,d;/zewﬁ

E/
67 (e)
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3.5.4. Del mismo modo, dadas ¢, ¢ flechas componibles de B, se tiene un
isomorfismo natural (¢¢). = 1¥.¢.. Los datos

definen un pseudofuntor F' : B ~ Cat (ver la definicién en 7.3.8, ver también
[Gr71])).

3.5.5. Notar que si 3 es cerrado entonces los isomorfismos (¢¢), = ¥.¢, son
identidades y se tiene efectivamente un funtor fibra F': B — Cat.

3.5.6 Definicién. Como al aplicar el funtor espacio clasificante funtores iso-
morfos dan lugar a funciones homotopicas, una fibracion £ da lugar a un ver-
dadero funtor F' : B — [Topl|, con [Top| la categoria de espacios y clases
homotdpicas de funciones. Este funtor asigna a cada objeto b el tipo de homo-
topia del espacio clasificante de Ej, v a cada flecha ¢ la clase homotopica de
la funcién ¢., que no depende del clivaje (cf. 3.5.3).

3.6 Fibracion asociada a un funtor

Una funcién continua f : X — Y € Top admite una factorizacién candnica
X — N/ — Y como una equivalencia homotépica seguida de una fibracién.
Aqui N7 es el mapping path space, cuyos puntos son los pares (z,v) con x € X
y v un camino en Y que empieza en f(x). Esta construccién encuentra la
siguiente analogia en Cat.

3.6.1 Definicién. Dado u : A — B un morfismo entre categorias pequenas,
definimos la categoria E* = Ax B! como el pull-back sobre u y dom : B! — B
en Cat.

Et——A

ok

B! =B

dom

3.6.2. Los objetos de E* son los pares (a,u(a) — b), con a € Ay y u(a) —
b € By, y las flechas de E* son los pares (f,g) que inducen un cuadrado
conmutativo en B.

3.6.3. El funtor u se factoriza a través de E" como 7%, donde 7 es la inclusion
a+— (a,idy()), y 7 es la proyeccién (a,u(a) — b) — b.

L
N

u

A

B

El funtor i es plenamente fiel y admite un adjunto a derecha (i 4 r), la retrac-
cién r : E* — A, que manda (a,u(a) — b) en a.
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3.6.4 Corolario. El morfismo i : A — E" es una equivalencia homotopica

(cf. 2.3.6).

3.6.5. El funtor 7 es una fibracién. El conjunto X* C fi(E") de flechas cuya
primer coordenada es una identidad

P {(1da7¢) : (a,u(a) — b) — ((I,U((L) N b/)},
es un clivaje cerrado para 7, por lo tanto 7 se escinde.

3.6.6 Definicién. Decimos que 7 : E* — B es la fibracion asociada a u, y la
equipamos con el clivaje 3.

3.6.7. Sigue de lo anterior que todo funtor es una fibracién escindida salvo
homotopia. En particular, toda fibracién se escinde salvo homotopia.

3.6.8. Si b es un objeto de B, entonces la fibra £} de 7 es isomorfa a la fibra
homotépica A/b de u.

3.7 Morfismos buenos y muy buenos

Considerando A y E" como categorias sobre B, la retraccién r : E* — A
no conmuta en general con las proyecciones. A continuacién mostramos como
reemplazar r por otras retracciones que se comportan bien cuando u ya es una
fibracion.

3.7.1 Definicion. Sea p : E — B una fibracion, y sea 7 : EP — B la fibracién
asociada. Decimos que un morfismo s : EP — E es bueno si si = idg, ps =7
y s preserva flechas cartesianas.

E———=F»
B
Si s es bueno, entonces s : EP — E es un morfismo fibrado sobre B.

3.7.2 Lema. Un morfismo bueno s es una equivalencia homotopica, e induce
equivalencias homotdpicas en las fibras s : E} — E, para cada objeto b en B.

Demostracion. La primera afirmacion sigue del hecho que s es inversa a izquier-
da de i y de que ¢ admite un adjunto (cf. 2.3.6, 3.6.3). La segunda afirmacion
es consecuencia de la primera, puesto que un morfismo bueno se restringe a
otro s|4 : EP|4 — F| para toda subcategoria A de B, en particular para las
puntuales. O]
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3.7.3 Proposicion. Dada p : E — B fibracion, existe una correspondencia
1-1 entre clivajes (normales) de E y morfismos buenos s : EP — E.

Demostracion. Sea s : EP — E bueno. Para cada e € Eyy ¢ : p(e) — b € By
la flecha (id, @) : (e,id : p(e) — p(e)) — (e, ¢ : p(e) — b) es cartesiana en
EP. Por lo tanto, s(id., ¢) es cartesiana en E sobre ¢ con dominio s(i(e)) = e.
Luego la familia ¥ = {s(id, ¢)}. es un clivaje de E, y es normal porque
s(ide, idye)) = s(i(ide)) = ide.

En el otro sentido, si ¥ es un clivaje normal de E, entonces podemos cons-
truir un morfismo bueno s = s(X) : E» — E como se describe a continuacién:
un objeto (e,¢ : p(e) — b) en EP es enviado por s en cod(X.,) € Ep; una
flecha (o, B) : (e, ¢ : p(e) — b) — (¢/,¢' : p(¢/) — V') de EP es enviada por s en
la inica flecha sobre (3 que hace conmutar el siguiente diagrama (cf. 3.2.5).

s(e) - s(@f) - s(€’)

Notar que s preserva flechas cartesianas por 3.2.6. Como respeta identidades y
composiciones, s es de hecho un funtor, y ps = 7 por construccion. El morfismo
s definido de este modo es una retraccion para i : E — EP porque X es normal.

Se verifica que ambas construcciones son mutuamente inversas. O

3.7.4. Es importante notar que ¢ no respeta flechas cartesianas, y por lo tanto
no es un morfismo fibrado.

3.7.5 Definicion. Si E estd equipada con un clivaje ¥ y s : EP — FE es un
morfismo bueno tal que s(X*) C X, entonces decimos que s es muy bueno.

Si s es muy bueno, entonces s : (E?,¥P) — (E,X) es un morfismo clivado
sobre B.

3.7.6 Corolario. Si s y ¥ se corresponden como arriba (cf. 3.7.3), entonces
Y es cerrado si y solo si s es muy bueno.

Demostracion. Sea > un clivaje cerrado y s el morfismo bueno inducido. Si
(ide, #) es una flecha en el clivaje X", entonces el diagrama de arriba implica
que s(ide, 3)3es = X go. Luego s(ide, 8) € ¥ (cf. 3.3.11) y por lo tanto el
morfismo s es muy bueno.

Por otro lado, dado ¥ un clivaje que no es cerrado, uno puede encontrar
f, [ € X tales que f' = gf con g ¢ ¥ (cf. 3.3.11). Como g = s(id, p(g)) sigue
que s no es muy bueno. O
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3.8 Construccion de Grothendieck

Si B es una categoria pequena, cada funtor F' : B — Cat da origen a una
fibracion de Grothendieck en forma funtorial. Esta construccion nos ofrece
numerosos ejemplos de fibraciones, que se suman a los anteriores.

3.8.1 Definicion. Dado F' : B — Cat funtor, la construccion de Grothendieck
p:F'xB—B

de F es una fibracién (escindida) cuyas fibras son los valores de F'. Los objetos
de la categoria total F' x B son los pares (z,b), z € F(b)g y b € By. Una
flecha (x,b) — (2/,b') en F' x B es un par (f,¢) con ¢ : b — 0 € By y
[ E(@)(x) — 2" € F(b)

(id,¢)
x—~>F(¢)(x)
|
id
o
x/
¢

b———U
Las identidades son los pares (id, id), y la composicién esta dada por la férmula

(9, 9) o (f, @) = (gF () (f), ¥9)-

El morfismo F' x B — B es la proyeccién, y las flechas de la forma (id, ¢)
forman un clivaje cerrado.

3.8.2 Ejemplo. Si F y B son grupos, y B actia por automorfismos de F,
entonces la construccion de Grothendieck del funtor inducido B — Cat, % — FE,
tiene como categoria total al producto semidirecto de grupos £ x B.

3.8.3. La construccién de Grothendieck de un funtor F': B — Cat estd carac-
terizada por la siguiente propiedad universal (cf. [Mal05, 2.2.3]): Si A es una
categoria pequeila, u;, : F'(b) — A una familia de funtores y 0y : up = uy F(¢)
F, — A una familia de transformaciones naturales compatibles, entonces existe
un unico funtor v : F' x B — A tal que wi, = uy.

3.8.4. La construcciéon de Grothendieck puede extenderse a funtores laxos (cf.
7.3.1). Concretamente, si F': B ~» Cat es un funtor laxo entonces F' x B — B
es una prefibracién definida como antes, pero con la composicién dada por

(9,¢) o (f,¢) = (gF () (f)eyor, o)
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donde ¢y 4 : F(¢p) = F(¢)F(¢) es la 2-celda estructural de F'. La prefibracion
F x B — B es una fibracién si y sélo si F' es un pseudofuntor (cf. 7.3.8).

Notar que las 2-celdas estructurales juegan el rol de los cociclos en las ex-
tensiones de grupos.

3.8.5. El siguiente teorema afirma que una fibracién con un clivaje distinguido
es esencialmente lo mismo que un pseudofuntor a valores en Cat. Su enunciado
involucra cuestiones técnicas que no son abarcadas por esta tesis. Para mas
detalles y una demostracion referimos a [Bo94, Vol2-8.3.1].

3.8.6 Teorema. La construccion de Grothendieck define una 2-equivalencia
de 2-categorias
PsFun(B,Cat) — Fib(B)

entre la 2-categoria de pseudofuntores B ~» Cat y la 2-categoria de fibraciones
con base B
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Espacios clasificantes de fibraciones

Describimos aqui dos modos de asociar un conjunto bisimplicial a una fibracién:
el nervio fibrado y el nervio clivado.

El nervio fibrado es una extension natural del nervio definido por Segal
para una categoria, y resulta una descripcion simplicial alternativa del tipo
homotépico de la categoria total. El nervio clivado es una variante mas pe-
quena, que emerge de un clivaje distinguido.

Establecemos algunos hechos fundamentales y probamos que para una fi-
bracion escindida ambas construcciones tienen el mismo tipo de homotopia.
También probamos que el nervio fibrado es equivalente homotépico al nervio
clasico. De aqui derivamos las versiones original y relativa del Teorema A de
Quillen. Por 1ltimo, mostramos como recuperar el nervio original a partir del
nervio clivado usando la construccion codiagonal.

Las construcciones y resultados presentados en este capitulo y el siguiente
fueron publicados en el articulo [dHO8b].

4.1 Nervio fibrado

4.1.1 Notacion. Dados m,n > 0, definimos [,, ,, como la fibracién
O = (pry 2 [m] X [n] — [n])

Estas fibraciones desempenan el rol de simplices en Fib, e inducen un funtor
covariante [J: A x A — Fib.

4.1.2 Definicién. Dada £ = (p : E — B) una fibracién de categorias pe-
quenas, definimos el nervio fibrado de & como el conjunto bisimplicial N;§
cuyos (m,n)-simplices estan dados por

Ni&mn = Fib(Opn, §),

y el espacio clasificante fibrado B§ como la realizacion geométrica | diag(Ny€)|
del nervio fibrado.

4.1.3. Estas construcciones son funtoriales.
Ny Fib — bsSet By : Fib— Top

Notar que Ny es el funtor singular inducido por O (cf. B.2.1).

34
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4.1.4 Notacion. Escribimos NyE y ByFE en lugar de N¢§ y de B§ cuando no
haya lugar a confusién.

4.1.5. El nervio fibrado extiende al nervio clasico en el sentido que existe un
isomorfismo natural diag(Ny(idp)) = diag(NyB) = NB.
4.1.6. Un (m,n)-simplex de N;E es un par (z,y) con z : [m] x [n] — E'y
y:[n] — B.

[m] x [n] —E

Haciendo abuso de notacién escribimos z en lugar de (z,y). Este abuso esta
sustentado en que x determina completamente a y.

4.1.7 Definicién. Decimos que y € NDB, es la base del simplex, y que
Tl o1 (0) € N(Eyo)m es el mastil.

4.1.8. Visualizamos a x como un arreglo rectangular de flechas de E yendo
hacia abajo y hacia la derecha. Las flechas horizontales son cartesianas, y las
verticales estan sobre identidades.

Zo0 — 201 —>---—> Ton
1,0 —T11 —> .- —>T1n

S
| ¢

Tm0—>Tm1l—>---—>Tmn

Yo Y1 e Yn

Con z; ; — xy j nos referimos a x((i,7) — (7', j')). Notar que por la propiedad
universal de las flechas cartesianas x queda completamente determinado por
su mastil y por las flechas z; ; — 2; j11.

4.1.9 Definicién. Sea y : [n] — B fijo. Definimos N¢E, como el conjunto
simplicial cuyos simplices son aquellos de NyE con base y, con caras y dege-
neraciones en la direccién vertical.

4.1.10 Lema. El morfismo pu: N¢E, — N(E,,) qua asigna a cada simplex x
su mdastil es una equivalencia homotopica.
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Demostracion. A partir de un clivaje ¥ construimos una inversa homotodpica
v: NE,, — N;E, para p. El morfismo v asocia a cada simplex a : [m] — E,,
el tnico simplex x = v(a) con mastil a y base y tal que z;; — z;,+1 € ¥ para
todos 7, j. Es claro que uv = id. A continuacion describimos una homotopia
simplicial
h: Nny X ]—>Nny

entre vu v la identidad, lo que completa la demostracién.

Recordamos que (NyEy X 1)y, = (NfEy)m X I, y que I, = {t : [m] — [1]}.
Dado (z,t) € (NyE, X I),, definimos h(z,t) como el Gnico m-simplex de Ny E,
con el mismo mastil que x y tal que

Tij — Tij+1 si t(Z) =0
=1

h )i h )i =
(x,t)i; — h(z,t)i 11 {Vﬂ(x)i’jﬁyu(x)i’jﬂ si t(7)

Es facil ver que h definida de este modo resulta un morfismo simplicial, que
h(z,0) =z y que h(z,1) = vu(z). O

4.1.11. El siguiente criterio fundamental establece el comportamiento del ner-
vio fibrado respecto a la homotopia de las fibras.

4.1.12 Proposicién. Sean £ = (p: E — B) y& = (p' : E' — B) fibraciones,
y sea w : E — E' un morfismo fibrado sobre B. Si u : E, — E; es una
equivalencia homotdpica para cada b en B, entonces u, : NyE — N¢E' es una
equivalencia homotopica.

Demostracion. Es suficiente probar que el morfismo w, : {m — N;E,,,} —
{m NyE, .} es una equivalencia para cada n (cf. 1.5.11). Caras y degene-
raciones en la direccién m preservan la base de un simplex, y por lo tanto se
tiene la siguiente descomposicién

{m— NtEpn} = ]_[ N;E,

y=(yo—+—Yn)

{m—nNEL = ] NE,
y=(yo—+—Yn)
Mas ain, u, también preserva la base de un simplex, por lo cual puede ser
expresado como el coproducto de morfismos u, : NyE, — Ny E, .
Consideramos el siguiente cuadrado conmutativo.

b

NE,,—“~NE!,
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Los morfismos verticales son equivalencias homotépicas (cf. 4.1.10), y la flecha
de abajo lo es por hipdtesis. Luego, por 2-de-3, la flecha de arriba también
resulta una equivalencia homotdpica y el resultado sigue. O]

4.2 Nervio clivado

4.2.1. La fibracién O0,, ,, admite un tnico clivaje, ¥ = {(id, a) }, que es cerrado.
Esto implica que U,,, se escinde. Equipamos a estas fibraciones con estos

clivajes, obteniendo de este modo un funtor covariante [J : A x A — Esc C
Cliv.

4.2.2 Definicién. Dado £ = (p : F — B) una fibracién con clivaje X, defi-
nimos el nervio clivado de (§,%) como el conjunto bisimplicial N.(§, ) cuyos
(m, n)-simplices estan dados por

N (&, 2)mn = Cliv(Opn, (§,X))

Definimos el espacio clasificante clivado B.(§,%) como la realizacién geométri-
ca | diag(N.(&,X))| del nervio clivado.

4.2.3. Estas construcciones son funtoriales.
N, : Cliv — bsSet B, :Cliv — Top

Notar que NV, es el funtor singular inducido por OJ (cf. B.2.1).

4.2.4 Notacion. Como antes, escribiremos N.E en lugar de N (¢, %) y B.F en
lugar B.(§, ) haciendo abuso de notacién.

4.2.5. El nervio clivado extiende el nervio usual en el sentido que se tiene un
isomorfismo natural diag(N,(idg)) = diag(N.B) =2 NB, donde id : B — B es
equipado con el clivaje 3 = fl(B).

4.2.6. Si olvidamos el clivaje, entonces podemos formar el nervio fibrado y
asi obtenemos una inclusién natural en bsSet, que denotaremos i.

i: N.E — N;E

4.2.7 Definicién. Sea y : [n] — B fijo. Definimos N.E, como el conjunto
simplicial de simplices de N.E con base y, de modo andlogo a como se defi-
nié N¢E, (cf. 4.1.9).

4.2.8 Lema. Sea £ = (p : E — B) una fibracién con clivaje ¥. Si x y 2
son simplices en N.E con las mismas base y mastil, entonces v = z'. Si ¥ es
cerrado, entonces para todo y € NB,, y a € (NEy,),, existe un tinico (m,n)-
simplex x € N.E con base y y mdstil a.
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Demostracion. Tenemos que (v;9 — ;1) = (779 — 2} ,) pues son flechas en
3 sobre yo — y; con el mismo dominio. Vemos que (v;; — ;1) = (2} ; —
x; ;41) repitiendo este argumento. De aqui se deduce la primera afirmacién (cf.
4.1.8).

La unicidad del segundo enunciado sigue del primero. Para la existencia de
un tal x se requiere que el clivaje X sea cerrado en orden de asegurar que las
flechas x; ; — x;; estén en ¥ y el morfismo inducido respete el clivaje. n

4.2.9. La siguiente proposicion es una version del criterio 4.1.12 para el nervio
clivado.

4.2.10 Proposicién. Sean { = (p: E — B) y& = (p' : E' — B) fibraciones
escindidas con clivajes cerrados X y Y/, y sea u : E— E' un morfismo clivado
sobre B. Siu : E, — Ej es una equivalencia homotépica para todo b en B,
entonces u, : N.E — N.E' es una equivalencia homotépica.

Demostracion. Es andloga a la hecha para N;E (cf. 4.1.12), usando en este
caso que la composicién

N.E, — N;E, % NE,,
es un isomorfismo (cf. 4.2.8) y en particular una equivalencia homotépica. []

4.2.11. El siguiente resultado prueba que el nervio clivado describe comple-
tamente el tipo homotépico del nervio fibrado (y por lo tanto de la categoria
total, ver 4.3.6) cuando el clivaje considerado es cerrado.

4.2.12 Teorema. Si { = (p : E — B) es una fibracién escindida con cli-
vaje cerrado ¥, entonces la inclusion i : N.E — N¢E es una equivalencia
homotaépica.

Demostracion. Nuevamente, alcanza con demostrar (cf. 1.5.11) que para cada
n la inclusién induce equivalencias homotépicas i, : {m +— N.E,, ,} — {m —
N¢E,, »}. Fijado n, el morfismo i, es el coproducto de los morfismos

s ' NcBy — Ny E,

donde y recorre el conjunto de n-simplices de NB. Como la composicién
N.E, — NyE, £ NE,, es un isomorfismo (cf.4.2.8) y j es un equivalencia (cf.
4.1.10), se concluye que i, es una equivalencia homotdpica. O

4.2.13. Si el clivaje ¥ no es cerrado, entonces N,y N;E no necesariamente
tienen el mismo tipo homotdpico. A continuacién damos un ejemplo en que
difieren.
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4.2.14 Ejemplo. Sea E la categoria obtenida del ordinal [3] al invertir for-
malmente la flecha 2 — 3. E' tiene objeto inicial y por lo tanto es contractil (cf.
2.3.7). Consideraremos E como la categoria total de una fibracién equipada
con un clivaje ¥ de modo que B.E no sea contractil. Como ByE y BE siem-
pre tienen el mismo tipo homotépico (cf. 4.3.6), concluimos que la inclusién
t: N.&Z — N¢FE no es en este caso una equivalencia homotopica.

Sea B = [2] y sea p : E — B la suryeccién que toma dos veces el valor 2.
Claramente p es una fibracién. Sea 3 el (inico) clivaje normal que contiene la
flecha 0 — 3.

0621622

N

Si un simplex © € N.F no esta contenido en la fibra F,, entonces su mastil
debe ser trivial. Como un simplex en N.E queda determinado por su maéstil y
su base (cf. 4.1.10), se deduce que los tinicos simplices no degenerados de N.E
son 0 — 1,0 — 3,1 — 2 € N.Ey; y algunos otros incluidos en la fibra Fj.
Luego, el lazo 0 — 1 — 2 — 3 « 0 da un elemento no trivial de 7 (B.E,0) y
por lo tanto B.E no es contractil.

4.3 Relacion con el nervio clasico

En esta seccion probamos que se tiene una equivalencia homotoépica
ByE — BE

de donde sigue que el nervio fibrado es un modelo alternativo para el tipo de
homotopia de la categoria total.

4.3.1. Sea £ = (p : E — B) una fibracién, y sea x = (x,y) un elemento de
N¢E, . La composicién x o diag : [n] — E, i — x;; es un n-simplex de NE,
al que denotaremos k(z). De este modo obtenemos un morfismo simplicial
(natural en £) y su realizaciéon geométrica

k: diag(N;E) — NE  k,: B;E — BE

que permiten relacionar el nervio fibrado con el tradicional definido por Segal

(cf. [Se68]).

4.8.2. Probamos que k es una equivalencia homotépica primero en el caso de
fibraciones escindidas, y luego en el caso general. La siguiente proposicién y

su demostracién pueden ser interpretadas como versiones del teorema [Th79,
1.2].
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4.3.3 Proposicién. Sea £ = (p : E — B) una fibracion escindida, con cli-
vaje cerrado Y. El morfismo B.E — BE inducido por k es una equivalencia
homotopica.

Demostracion. Probaremos que ki : diag(N.F) — NE es una equivalencia
homotdpica en sSet.

El clivaje ¥ induce un morfismo muy bueno s : E? — FE (cf. 3.7.6). Por la
naturalidad de k se tiene el siguiente cuadrado conmutativo.

diag(N.(E?)) “— N(E?)

diag(N.E) *—~ NE

Como en este cuadrado las flechas verticales son equivalencias homotdépicas
(cf. 3.7.2, 4.2.10), por 2-de-3 la flecha de arriba es equivalencia homotdpica si
y s6lo si la de abajo lo es.

A continuacién definimos un morfismo [ : diag(N.E?) — NEP, exhibimos
una homotopia simplicial ki = [, y probamos que [ es una equivalencia ho-
motopica, lo que completa la demostracion.

Un simplex x = (z,y) de N.E? , estd determinado por su médstil y su base
(cf. 4.2.8), y por lo tanto puede expresarse del siguiente modo:

r= (0= 21— ... = Tn,p(Tn) = Yo — Y1 = .. = Yn)

Parai =0,...,m, j = 0,...,n, tenemos que z;; = (z;,p(x;) — y;), donde
todas las flechas son inducidas por la secuencia de arriba. Dado ¢ = 0,...,m
definimos z; _; como el objeto (z;,p(z;) — p(z,)) de EP inducido por z.
Estos nuevos objetos yacen en el méstil del siguiente simplex de NcEﬁw e
que esta inducido por x.

F= (29> 21— = Ty pTm) > P(Em) = Yo = Y1 = = Yn)
Usando Z definimos [ : diag(N.E?) — N EP por
l(z) = (01 = X1-1— " — Tp_1).
Del mismo modo, la homotopia h : diag(N.E?) x I — NEP estd dada por
h(z,t) = (xg -1 — -+ = Xjm1—1 = Tiy — -+ — Tpy)

donde x € N.EF t € I, hz,t); = xzj 1 si t(j) = 0y h(z,t); = x;; si

t(j) = 1. Se verifica facilmente que h es un morfismo, que h(z,0) = I(z) y que
h(z,1) = ki(x).
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Finalmente, probemos que [ es una equivalencia homotopica. Para ello, con-
sideramos NEP como conjunto bisimplicial constante en la direccién n (i.e.
NEp,, = NEP). El morfismo [ es la diagonalizacién de L : N.E? — NEP,
definido por la misma férmula que /. La m-ésima componente L,, — de L puede
ser identificada con el coproducto

II ~Ne@.)/B — [ bt
Lo T Lo T
que es una equivalencia homotépica porque p(z,,)/B tiene objeto inicial y por
lo tanto es contractil (cf. 2.3.7). El morfismo L resulta entonces una equiva-
lencia homotdpica (cf. 1.5.11) y se concluye la demostracién. ]

4.3.4 Corolario. Si { = (p : E — B) es una fibracion escindida, entonces
k : diag(NfE) — NE es una equivalencia homotopica.

Demostracion. Para verlo, basta con fijar un clivaje cerrado X y aplicar los
resultados anteriores (cf. 4.2.12,4.3.3). O

4.3.5. Extendemos ahora el resultado para una fibracién cualquiera £ = (p :
E — B), no necesariamente escindida.

4.3.6 Teorema. Si { = (p: E — B) es una fibracion, entonces el morfismo
ByE — BE inducido por k es una equivalencia homotdpica.

Demostracion. Probaremos que k : diag(N;E) — NE es una equivalencia
homotépica en sSet.

Sea ¥ un clivaje de £. El morfismo bueno s : E? — FE inducido por ¥ (cf.
3.7.3) y la naturalidad de k dan lugar a un cuadrado conmutativo

diag(NyEP) -—= NEP

diag(N¢E) ——NE

Como la fibracién EP — B siempre se escinde, sigue que la flecha superior
es una equivalencia homotépica (cf. 4.3.4). Las flechas verticales también son
equivalencias homotdpicas (cf. 3.7.2, 4.1.12) y la demostracién se completa
usando el axioma 2-de-3. O]

4.3.7 Ejemplo. La suryeccién s : [2] — [1] que toma dos veces el valor 1 es
una fibracién. Abajo mostramos los espacios ByE y BE en este caso particular.
El morfismo k& es la inclusién obvia.

BiE | BE A
Kk,
0 1 |
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Aun cuando este ejemplo es muy simple, puede ser tutil para entender las
diferencias entre ambas construcciones. La categoria total esta completamente
determinada por las flechas verticales y horizontales. Muchas de las flechas
diagonales no aportan informaciéon homotdpica relevante. El nervio fibrado
omite estas flechas.

4.8.8. El nervio clivado es més pequeno que el nervio fibrado, y por lo tanto
constituye una codificacién mas efectiva del tipo homotépico de la categoria
total. Por otro lado, sélo sirve en el caso en que la fibracion se escinde, mientras
el nervio fibrado es 1til en cualquier fibracion.

4.4 El Teorema A de Quillen y su forma relativa

El Teorema A de Quillen establece condiciones suficientes sobre un funtor para
que sea equivalencia homotopica. Es una herramienta muy 1til en homotopia
de categorias. A continuacién exhibimos una demostracion del Teorema A y
su forma relativa en términos del nervio fibrado.

4.4.1 Proposicién. Si u : E — E’' es un morfismo fibrado sobre B tal que
u: By — E} es una equivalencia homotdpica para todo objeto b de B, entonces
u es una equivalencia homotopica.

Demostracion. Sigue del buen comportamiento del nervio fibrado con respecto
a homotopia (cf. 4.1.12) y de la equivalencia entre el nervio fibrado y el nervio
clasico (cf. 4.3.6). O

4.4.2 Corolario (Teorema A de Quillen (version relativa)). Seanu: A — By
u' @ A" — B categorias pequenas sobre B. St w : A — A’ es un morfismo sobre
B tal que el morfismo inducido A/b — A’/b es una equivalencia homotdpica
para todo b objeto de B, entonces w es una equivalencia homotopica.

Demostracion. Consideramos el siguiente cuadrado conmutativo de categorias
sobre B, donde E* y E* son las fibraciones asociadas a u y ' (cf. 3.6.1), y la
flecha inferior es inducida por w de un modo natural.

A—"= A

|

Eu & Eu’

Como las fibras E}* se identifican con las fibras homotépicas A/b (cf. 3.6.8), la
proposicién anterior (cf. 4.4.1) afirma que el morfismo del fondo del cuadrado
es una equivalencia homotdépica, y como las verticales también lo son (cf. 3.6.4)
el teorema vale por 2-de-3. O
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4.4.3 Corolario (Teorema A de Quillen). Un morfismo u : A — B entre
categorias pequenas cuyas fibras homotdpicas A/b son contrdctiles es una equi-
valencia homotopica.

Demostracion. Basta tomar u' = idp en la version relativa (cf. 4.4.2). O

4.5 Fibraciones y la construccion codiagonal

La construccién codiagonal (cf. 1.6.1) de los nervios fibrado y clivado puede ser
reinterpretada en términos de funtores singulares (cf. B.2.1). En esta seccién
damos esas descripciones y probamos que para una fibracion escindida existe
un isomorfismo entre la codiagonal del nervio clivado y el nervio clasico de la
categoria total.

4.5.1 Definicién. Sea T, la subcategoria plena de [n] X [n] cuyos objetos son
los pares (i,7j) satisfaciendo i < j. Se verifica facilmente que la proyeccion
pra|z, : T, — [n] es una fibracién. Llamamos T : A — Fib al funtor [n] — T,,.

4.5.2 Proposicién. Sea £ = (p: E — B) una fibracion. Existe un isomorfis-
mo natural de conjuntos simpliciales

(VN{E), = Fib(Ty, §)
donde el lado derecho es el funtor singular inducido por T' (cf. B.2.1).

4.5.3. Bajo este isomorfismo, el morfismo 6 (cf. 1.6.3) se identifica con la res-
triccién x — z|r,, .

Demostracion. Sea S el conjunto simplicial n — Fib(T,,&). Parak =0,...,n
sea af = (af, af) : Oy, — T, el morfismo fibrado satisfaciendo o (i, ) =
(i, 7+ k) para todo (7, j) € ob(Oy —k). Definimos A : S — VN;E enviando un
n-simplex z : T;,, — £ a A(z) = (za®, zal, ..., za™). Se chequea facilmente que
A estd bien definido, es decir las coordenadas de A(z) satisfacen las condiciones
de compatibilidad de la codiagonal, y que A respeta caras y degeneraciones.
Para ver que A es de hecho un isomorfismo, observamos que cada simplex
x € N¢E,,, puede ser presentado como un arreglo de m X n cuadraditos

conmutativos de E
Li,j —= Ti,j+1
Tit1l,j = Litl,5+1

en los cuales las flechas verticales estdn sobre identidades y las horizontales
son cartesianas. Si 2z € NyEjg,,—, k = 0,...,n, entonces la ecuacion dgzk =
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d z+1 dice que el arreglo de k x (n —k — 1) cuadraditos que se obtiene de z
al borrar la primer columna es igual al arreglo que se obtiene de 2,1 al borrar
la dltima fila.

Es claro a partir de estas descripciones que un simplex x € S, se iden-
tifica con una sucesion (zo,...,zn), 2x € NfEgn,—k, bajo las condiciones de
compatibilidad que impone la codiagonal. O

4.5.4. Notar que T,, hereda un clivaje cerrado de U, ,, y por lo tanto 7" puede
ser visto como un funtor A — Esc C Cliv.

4.5.5 Proposicién. Sea & = (p: E — B) una fibracién con clivaje 3. Existe
un isomorfismo candnico de conjuntos simpliciales

(VN.E), = Cliv(T,, (&X))

donde el lado derecho es el funtor singular inducido por T : A — Esc C Cliv

(cf. B.2.1).
4.5.6. Bajo este isomorfismo, 6 se identifica con la restriccién x +— z|r, .
Demostracion. La demostraciéon es analoga a la de 4.5.2. ]

4.5.7 Definicién. Si x = (z,y) € Fib(T,, E), entonces z o diag : [n] — E
define un sfmplex en NE,. Bajo nuestra identificacién (cf. 4.5.2) ésto da el
morfismo k : VNyE — NE, k(z) = z o diag.

4.5.8. Dada £ = (p: E — B) fibracién equipada con un clivaje ¥, tenemos el
siguiente diagrama de conjuntos simpliciales:

diag(N.E) — diag(N;E)
\
6 9 NFE

e

VN,E —'—>VN;E

4.5.9 Teorema. Si ¥ es cerrado, entonces el morfismo ki : VN.E — NE es
un isomorfismo.

Demostracion. Para ver que ki es inyectivo, consideramos un simplex z €
NE,, viendo z : [n] — E como definido sobre la diagonal de [, ,, y nota-
mos que la extension z : T,, — E de z es necesariamente tnica: las flechas
horizontales deben pertenecer al clivaje, y las verticales estan univocamente
determinadas por la propiedad universal de las flechas cartesianas.
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Si ¥ es cerrado, entonces el tnico funtor x : T, — E tal que x o diag = 2

Y & — %;j+1 € 2 determina un morfismo clivado 7;,, — E y por lo tanto un
simplex » € (VN,E), satisfaciendo ki(z) = z. Esto prueba la suryectividad.
O



Capitulo 5

Ejemplos y aplicaciones

En este capitulo desarrollamos algunas aplicaciones de los nervios fibrado y cli-
vado. Obtenemos demostraciones alternativas y conceptuales de famosos teo-
remas de Thomason y Quillen, y presentamos resultados nuevos en homotopia
y homologia de categorias.

5.1 Colimites homotdépicos de categorias

El trabajo fundacional de Bousfield y Kan [BK72] establece las bases para el
estudio de los limites y colimites homotdpicos en sSet. Alli se presentan las
varias definiciones alternativas para este concepto, y los resultados fundamen-
tales. Partiendo de este trabajo, Thomason describe en [Th79] los colimites
homotopicos en Cat usando la construccién de Grothendieck (cf. 3.8.1).

5.1.1 Definicién. Dado Z : I — sSet, sea holim(Z) el conjunto bisimplicial
cuyos (m, n)-simplices son

holim(Z)mn =[] ~ Zio)m

donde el coproducto se toma sobre todos los simplices de dimension n de
NI, las caras y degeneraciones verticales son las de los Z(i), y las caras y
degeneraciones horizontales estan dadas por

g - id 1>0 & id
Z(ip—1) i=0 !

5.1.2. La construccion holii>n(Z ) fue introducida por Bousfield y Kan con el
fin de describir colimites homotdpicos en sSet. Mds precisamente, el complejo
diagonal diag(holim(Z)) satisface la propiedad universal que caracteriza los
colimites homotédpicos (cf. [BK72, XII}).

5.1.3 Teorema. Dado F : B — Cat, existe un isomorfismo N.(F x B) =
holi_n}(NF) entre el nervio clivado de la construccion de Grothendieck sobre F
y la construccion de Bousfield y Kan para el colimite homotdpico de F'.

46
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Demostracion. El isomorfismo N.(F' x B) — holim(NF) manda un (m,n)-
simplex x de N.(F x B) al elemento @ en el sumando indexado por y, donde
a y y son respectivamente el mastil y la base de x. Se verifica facilmente que

éste es efectivamente un morfismo simplicial, y que es un isomorfismo (cf.
4.2.8). m

5.1.4. Si E es una fibracién, entonces uno puede definir una funcion NyFE —
holi_n>1(N F) de un modo similar. Sin embargo, esta funcién no es general un
morfismo simplicial porque no respeta la 0-ésima cara (en N;E el mastil se
empuja segin las flechas cartesianas del simplex, que no estan determinadas
por la base).

5.1.5 Corolario (Teorema de Thomason). El nervio de la construccion de
Grothendieck F' X B es un representante para el colimite homotopico de F' :
B — Cat.

Demostracion. Es consecuencia directa del teorema anterior (cf. 5.1.3) y de la
equivalencia entre el nervio clivado y el nervio clésico (cf. 4.3.3). O

5.2 Sucesion espectral de una fibracion

Un conjunto bisimplicial da lugar a un grupo abeliano bisimplicial y por lo
tanto a un complejo doble. En esta seccion estudiamos la sucesion espectral
asociada al complejo doble inducido por el nervio fibrado. Como consecuen-
cia del teorema principal de esta seccion (cf. 5.2.3) derivamos una versién
homolégica del Teorema A de Quillen.

5.2.1 Definicion. Dado m > 0, definimos el médulo H,,(F') : B — Ab como
el funtor que asigna a cada b € B el grupo H,,(E}), y a cada flecha ¢ : b — ¥/
la funcion inducida por ¢,.

5.2.2. Sigue de 3.5.6 que el médulo H,,(F) estéd bien definido y que no depende
del clivaje.

5.2.3 Teorema. Eriste una sucesion espectral {X], ,} que converge a la ho-
mologia de la categoria total E y cuya sequnda hoja consiste en la homologia
de la base con coeficientes en la homologia de las fibras.

XTQn,n = Hn(Bv Hm(F)) = Hm-i-n(E)

Demostracion. Del conjunto bisimplicial NyE construimos el grupo abeliano
libre bisimplicial ZN¢E, y el complejo doble C;E asociado (cf. 1.8.2). Tenemos
que

CiBun= D ZINE)n]

y=(yo—+—Yn)



Capitulo 5. Ejemplos y aplicaciones 48

donde (N E,)., es el conjunto de (m, n)-simplices de Ny E con base y. Filtrando
el complejo doble C'y E en la direccién horizontal se tiene una sucesién espectral

Hy(Hn(CrE)) = Hypon(Tot(CE)).

La primer hoja de esta sucesiéon espectral se obtiene calculando la homologia
vertical (direccién m) de CyE. En grado (m,n) ésto da

Hm(CfE)m,n - @Hm(Nny) = @Hm(Eyo)a

donde = es el isomorfismo inducido por p (cf. 4.1.10). La segunda hoja de
la sucesion espectral se obtiene calculando la homologia horizontal (direccién
n) de la primera. En grado (m,n) ésto da H, H,,(CtE) = H, (B, H,,(F)) (cf.
2.5.5). Finalmente, por el teorema de Eilenberg-Zilber generalizado (cf. 1.8.5)
la homologia del complejo total H,,,(Tot(CE)) es isomorfa a la homologia
de la diagonal H,,;,(diag(ZN;E)), que es igual a H,, 1, (E) pues diag(N;E)
y NE son homotopicos (cf. 4.3.6). O

5.2.4. El teorema anterior admite una versién para calcular la homologia de la
categoria total con coeficientes en un modulo A, cuya demostracién es andloga.

5.2.5. Baues y Wirsching [BW85] introducen la nocién de cohomologia de
categorias con coeficientes en un sistema natural. Esta teoria puede entenderse
como una extensién de la homologia de categorias presentada aqui (cf. 2.5.4).
En [PRO6] se desarrolla una versién del teorema 5.2.3 para la construccién de
Grothendieck de un funtor.

5.2.6 Ejemplo. Consideremos el caso en que { = (p : E — B) es una fibracién
con fibras homolégicamente triviales, i.e. Hy,(Ep) =0sim >0y Hy(E,) = Z
para todo b. Si m > 0 entonces los funtores H,,(F') son constantes e iguales a
0, por lo que la segunda hoja de la sucesion espectral X (cf. 5.2.3) es

2o 0 sim >0
o H,(B) sim=0

Sigue que X° = X? y por lo tanto la homologia de E es la de B.
No es dificil verificar que p, : H,(E) — H,(B) es efectivamente el isomor-
fismo.

5.2.7 Corolario. Si una fibracion { = (p: E — B) es tal que sus fibras Ey, son
homologicamente triviales, entonces p, : H,(E) — H,(B) es un isomorfismo
para todo n = 0.
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5.2.8 Corolario (Teorema A de Quillen - versién homoldgica). Sea u : A —
B un morfismo entre categorias pequenas cuyas fibras homotopicas A/b son
homoldgicamente triviales. Entonces u es una equivalencia homoldgica (i.e.
u, : H,(A) = H,(B) es un isomorfismo para todo n > 0).

Demostracion. Sim: E* — B es la fibracién asociada a u, entonces sus fibras
son isomorfas a las fibras homotépicas de u (cf.3.6.8), que por hipétesis son
homolégicamente triviales y asi concluimos que 7 induce isomorfismos en la
homologia (cf. 5.2.7). Como u = 7i y como i : A — F(u) es una equivalencia
homotépica (cf. 3.6.4) el resultado queda probado. ]

5.3 Fibraciones de Quillen y el Teorema B

Es claro que las distintas fibras de una fibracién de categorias no necesitan
tener el mismo tipo homotépico. Por ejemplo, la construccion de Grothendieck
sobre un funtor F' : B — Cat tiene como fibras los valores de F, que son
arbitrarios. Esta observacién muestra que en general el morfismo ByE — BB
no es una fibracion.

En esta seccién definimos las fibraciones de Quillen, que son familias de
categorias con el mismo tipo de homotopia. También discutimos la accién de
monodromia y reformulamos el Teorema B (cf. [Qu73]) en términos del nervio
fibrado.

5.3.1 Definicién. Decimos que una fibracién £ = (p : E — B) es una fibracion
de Quillen si para cada flecha ¢ : b — b en B el funtor cambio de fibra
¢s : By — By es una equivalencia homotopica.

5.3.2. Esta definiciéon no depende del clivaje pues distintos funtores cambio de
fibra deben ser homotépicos (cf. 3.5.3).

5.3.3. En una fibracién de Quillen el funtor fibra F' : B — [Top|, b — BE,
invierte morfismos (cf. 3.5.6), y por lo tanto induce otro desde la localizacién

m(B) — [Top].

Aqui 7m1(B) denota el grupoide fundamental de B, que se obtiene invirtiendo
formalmente todas las flechas de B, y [Zop| denota la categoria de espacios
topoldgicos y clases homotopicas de funciones continuas.

5.3.4 Definicién. Decimos que m(B) — [T op| es la accion de monodromia
de la fibracién.

5.3.5 Ejemplo. (cf. [Qu73]) Sip: E — B es una fibracién de Quillen cuyas
fibras son categorias discretas, entonces los cambios de fibra E, — Ejp deben
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ser biyecciones. De aqui que una fibracién de Quillen con fibras discretas es
esencialmente lo mismo que un funtor B — Set C Cat que invierte morfismos, o
sea un revestimiento (cf. 2.4.5). En este caso el funtor de monodromia m (B) —
Set describe completamente la fibracién.

5.3.6. FEl siguiente ejemplo muestra que aun para fibraciones de Quillen la
funciéon ByFE — B;B puede no ser una fibraciéon. Si en cambio probaremos
que es una quasifibracién, nocién que generaliza a la anterior.

5.3.7 Ejemplo. Sea F la subcategoria plena de I x I con objetos (1,0), (0, 1)
y (1,1). La segunda proyeccién F — [ es una fibracién. Como las fibras son
contréctiles, ésta es una fibracién de Quillen. A pesar de eso, el morfismo
inducido entre los espacios clasificantes no es una fibracién (hay caminos en la
base que no pueden ser levantados).

5.3.8 Definicién. Sea Y un espacio arcoconexo. Una quasifibracion de espa-
cios topoldgicos f : X — Y es una funcién continua tal que para cada y € Y
la inclusion X, — X, de la fibra en la fibra homotdpica induce isomorfismos
en los grupos de homotopfa.

5.3.9. Los siguientes enunciados son equivalentes (cf. [Ha02, 4.K]):
= f: X — Y es una quasifibracion;

w foom(X, Xy, z) = m(Y,y) es un isomorfismo para todo y € Y, z € X,
12> 0;

= ¢l siguiente es un cuadrado homotépicamente cartesiano

Xy*>X

|

Yy——Y

5.3.10. Las quasifibraciones inducen sucesiones exactas largas de grupos de
homotopias,

A T( Xy, ) — (X, 2) = (Y, y) LN Th—1(Xy, ) — ...
por lo que son una herramienta 1til en el calculo de grupos de homotopia. Los
siguientes criterios (cf. [Ha02, 4.K]) son de gran ayuda para probar que una
funcién es quasifibracién.

5.3.11 Lema. SiY es la unidn de dos abiertos U,V tales que f|u, flv v fluav
son quasifibraciones, entonces f: X — Y es una quasifibracion.
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5.3.12 Lema. Sea Y =, Y, la union creciente de subespacios, dotada con la
topologia final. Si f|y, es una quasifibracion para todo n, entonces f: X — Y
es una quasifibracion.

5.83.18 Notacion. Una deformacion de un espacio X en un subespacio A es
una homotopfa H : X x I — X tal que Hy = idy, H;(A) C A para todo t y
H,(X) C A. Notamos H : X ~~ A.

5.3.14 Lema. Sean Y/ C Y, X' C X subespacios. Sean H : E ~ E' y
h : B ~ B’ deformaciones tales que pH = h(p x id;). Si f : E' — B’ es
quasifibracion y Hy : By — Ej, ) es una equivalencia homotdpica débil para
todo b, entonces f es una quasifibracion.

5.3.15. Ahora si estamos en condiciones de probar el resultado fundamental
de esta seccion.

5.3.16 Teorema. Sea p : E — B un morfismo entre categorias pequenas.
Sip: E — B es un fibracion de Quillen, entonces el morfismo inducido
p« : By & — B¢ B entre los espacios clasificantes fibrados es una quasifibracion.

Demostracion. (comparar con [Qu73, lema p.14]). Equipando a ByB = BB
con la estructura celular candnica, probaremos por induccién en n que la res-
triccion de p, al n-esqueleto sk, (BB) es una quasifibracién. Luego el resultado
valdra por el criterio 5.3.12 para quasifibraciones.

Para probar el paso inductivo escribimos sk, (BB) como la unién U U V|
donde U se obtiene al remover los baricentros de las n-celdas y V' es la uniéon de
los interiores de las n-celdas, y probamos que p, es una quasifibracién cuando
se restringe a los abiertos U, V' y UNV (cf. criterio 5.3.11).

Denotamos |N;E,| por BfE,. Realizando primero en la direccién m, la
restriccion de p, al interior de la n-celda indexada por y € N B, puede iden-
tificarse con la restriccién de la proyecciéon ByE, x A" — A" al interior del
n-simplex topoldgico A". Sigue de esta observacion que pi|ly v p«|luny son
quasifibraciones.

Deformamos p;*(U) en p;'(sk,—1(B;B)) usando la deformacién radial de
A"™ menos su baricentro en A", y usamos la hipdtesis inductiva para concluir
que p.|y es una quasifibracién (cf. criterio 5.3.14).

Debemos verificar que si la deformaciéon lleva x en 2/, entonces el morfis-
mo g : p;'(z) — p;'(z') inducido por la deformacién es una equivalencia
homotépica débil. Sea x un punto en el interior de la n-celda indexada por
y € NB,. Si la deformacién radial empuja = hacia la celda abierta indexada
por la cara y' de y, entonces p;'(x) = ByE, y p;'(2') = BfE,. Fijado un
clivaje 3, la composicién (cf. 4.1.10)

BE,, % ByE, % ByEy * BE,,
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(con v =v(y) y p = p(y')) es igual al funtor cambio de fibra sobre la flecha
Yo — Y, de y (mds exactamente, es la composicién de los cambios de fibra
dados por ¥ sobre las flechas y; — y;11). Como p es una fibracién de Quillen,
y como v y p son equivalencias homotdpicas, por el axioma 2-de-3 g es una
equivalencia homotépica y por lo tanto el resultado. O

5.3.17. El teorema de arriba muestra una caracteristica interesante del nervio
fibrado: manda fibraciones de Quillen en quasifibraciones. Si BE — BB lo es
o no resulta poco claro, y ésta puede ser entendida como una desventaja del
nervio clasico cuando se trabaja con fibraciones.

5.3.18 Corolario (Teorema B de Quillen). Si u : A — B es un morfismo
entre categorias pequenas tal que A/b — A/ es una equivalencia homotdpica
para todo b — V' € fi(B), entonces existe una sucesion exacta larga

2 me(A/b,a) — mp(A, a) = m (B, b) LN m_1(A/b,a) — ...
donde a € ob(A), b =u(a) ya = (a,idy).

Demostracion. Sea i : A — E* el morfismo candnico, r su adjunto a izquierda
y w:A/b— A el morfismo (a,u(a) — b) — a. En el diagrama

Ab—~>A—+B

d

Ejic Ev*—"->B

el cuadrado izquierdo conmuta, y como 7 = w y r es un inverso homotopico
para ¢ el cuadrado derecho conmuta a menos de homotopia. Concluimos que
los grupos de homotopia de A/b, Ay B pueden ser identificados naturalmente
con los aquellos de la base, la fibra y la categoria total de la fibracién asociada
E" — B, que es una fibracién de Quillen y asi el resultado sigue (cf. 5.3.16). O

5.4 Acciones de grupos y TCP

Pensando a las categorias pequenas como modelos combinatorios para tipos
de homotopias, es natural investigar cémo es que se comportan bajo la accién
de un grupo finito. En esta seccién derivamos una fibracion escindida a partir
de una categoria pequena equipada con la acciéon de un grupo, y relacionamos
su nervio clivado con un producto twisteado (TCP) en el sentido de May (cf.
[May67]). También estudiamos la sucesion espectral de una fibracién (cf. 5.2.3)
en este caso particular.
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5.4.1 Definicién. Un grupo simplicial G actia en un conjunto simplicial K
(a izquierda) si es dado un morfismo simplicial G x K — K, (g,k) — ¢ -k
satisfaciendo 1,, - k = k para todo k € K,, y g1 - (92 - k) = (g192) - k para todo
ke K,y g1,92 € Gy. Aqui 1,, denota el neutro de G,,.

5.4.2 Definicion. Dados A, B conjuntos simpliciales y G un grupo simplicial
que actia en A, un producto twisteado (TCP, twisted cartesian product) con
fibra A, base B y grupo G es un conjunto simplicial A x, B cuyos simplices
son (A x, B), = A, X B, y cuyas caras y degeneraciones son:

di(a, b) = (dia, dlb), 1> 0;
do(a,b) = (7(b) - dpa,dyb), T(b) € G;
si(a,b) = (s;a, s;b), i>0.

Aqui 7 : B, — G,_1 es una funcién que debe satisfacer ciertas identidades
estdndar de modo que A X, B resulta un conjunto simplicial. Esta funcién 7
recibe el nombre de funcion twisting.

5.4.3. Sea G un grupo, y sea A una categoria pequena en la que G actia
por automorfismos. Esta accién puede ser vista como un morfismo de grupos
G — Aut(A), g — wu,, o equivalentemente, como un funtor G — Cat que
manda el tinico objeto de G en A € ob(Cat). La construccién de Grothendieck
sobre este funtor es una fibracién escindida p : G x A — G sobre G.

5.4.4. El grupo simplicial constante G (en el que todas las caras y las degene-
raciones son la identidad) actia en N A via la férmula

g-(ap — -+ —ay) = (ug(ag) — -+ — ug(ay)).

5.4.5 Proposicién. La diagonal del nervio clivado diag N.(G x A) puede ser
visto como un TCP entre los nervios de A y G, digamos NA x,. NG.

Demostracion. Sea 7 : NG,, — G,_1 = G la proyeccion

g1 92 gn o
T(x =% > ... 5 %) =q

y sea NA x, NG el TCP con funcién twisting 7. Definimos
¢ :diag N.(G % A) - NA x, NG

asignando a cada simplex z € N.(G x A),, el par (a,y), donde a es el méstil
de x y y es la base. Se verifica facilmente que ¢ es de hecho un morfismo
simplicial, y que es un isomorfismo sigue de que G x A — G es escindida (cf.

4.2.8). 0
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5.4.6. Dado G actuando en A, la fibracién G x A — G tiene s6lo una fibra, que
es isomorfa a A. Luego los médulos H,,(F') de la sucesién espectral dada en
5.2.3 son simplemente los grupos de homologia de A equipados con la accién de
G. Denotando con A//G = G x A el cociente homotdpico (cf. 5.1.3) obtenemos
la siguiente versién de la sucesién espectral de Eilenberg-Moore (cf. [AnT78,
p.775]) como una aplicacién de 5.2.3.

5.4.7 Proposicién. Eziste una sucesion espectral {X], .} que converge a la
homologia del cociente homotdpico A//G de A por la accion de G, cuya sequnda
hoja consiste en la homologia de G con coeficientes en la homologia de A.

ng,n = Hn(Ga Hm(A)) = Hm+n(A//G)



Capitulo 6
Subdivision de categorias

En este capitulo presentamos la subdivisién de categorias y su rol en teoria
de homotopia. La subdivisién de categorias es un andlogo a la subdivisién
baricéntrica de poliedros, y fue usada en trabajos de Anderson, Dwyer y Kan
(cf. [An78], [DK83]). Permite reemplazar una categoria por otra localmente
mas simple, pero con el mismo tipo de homotopia. La subdivisién juega en
cierto modo el rol de reemplazo cofibrante o resolucion.

Aqui presentamos una nueva definicion para la subdivisién, equivalente a las
anteriores pero desde varios puntos de vista mas satisfactoria. Derivamos las
propiedades bésicas del funtor C' +— Sd(C') usando las herramientas de homo-
topia de categorias desarrolladas en los capitulos anteriores. Como aplicacion,
ofrecemos una demostracion de la equivalencia

Ho 7 op = Ho Poset.

En las préximas secciones veremos aplicaciones de la subdivision al estudio
de las 2-categorfas y sus espacios clasificantes. En [dH08a] fueron publicados
algunos de estos resultados, no obstante la versién que aqui ofrecemos presenta
mejoras sustanciales.

6.1 La categoria de simplices de C

Dada C' una categoria pequena, presentamos A/C' la categoria de simplices de
C, de la cual la subdivisién Sd(C') es una variante. La construccion A/C' fue
utilizada en [I172] para demostrar que el funtor nervio induce una equivalencia
entre las categorias homotépicas HoCat y Ho sSet.

6.1.1. Recordamos que un n-simplex = de NC' consiste en una tira de flechas
componibles en C. Vemos a x como un funtor [n] — C, donde [n] denota la
categoria inducida por el ordinal de n + 1 elementos.

6.1.2 Notacion. Dado © € NC, denotamos z; al objeto z(i), z;; a la flecha
x(i — j) y n, ala dimensién de z.

0,1 1,2 Tng—1,ng )
. N

25
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6.1.3 Notacion. Un objeto ¢ de C' induce un 0-simplex de NC, que denotaremos
(¢). Del mismo modo, dada f flecha de C, denotaremos (f) al 1-simplex aso-
ciado y, en general, con (f1,..., f,) nos referiremos al tinico simplex z € NC,,
tal que Tj—1,; = fz

6.1.4 Definicién. Sea C una categoria pequena. Denotamos A/C' a la fibra
a izquierda sobre C' de la inclusién canénica A — Cat.

6.1.5. Los objetos de A/C son los simplices de NC| y una flecha a, : © — y
en A/C consiste en un morfismo de orden a : [n,;] — [n,] tal que yoa = x.
Notar que hay un abuso de notacién, puesto que a, puede denotar diferentes
flechas de A/C, dependiendo del dominio.

6.1.6. Un modo equivalente de construir A/C' surge del isomorfismo
A/C = (NC x A°)°

donde NC x A° es la construccién de Grothendieck del nervio, visto como
funtor A° — Set C Cat (ver 3.8.1).

6.1.7. Si existe una flecha + — y en A/C, entonces la sucesién zo — 3 —

+ — Iy, se obtiene de yo — y; — --+ — y,, componiendo algunas flechas,
olvidando otras e insertando algunas identidades (z es una degeneracién de
una cara de y).

6.1.8 Definicién. Un morfismo a, : * — y en A/C se dird suryectivo (resp.
inyectivo) si a lo es.

6.2 Los funtores sup e inf

El funtor sup relaciona de un modo natural una categoria pequena C' con su
categoria de simplices. En [[172] puede encontrarse otra demostracién de 6.2.4
usando homologia con coeficientes locales.

6.2.1 Definicién. El funtor sup : A/C' — C asigna a cada simplex xy — z; —
© — Ty, su ultimo elemento z,,, y a cada flecha a. : v — y la flecha yu(n,)n,
que resulta de componer las flechas que aparecen en y desde yq(,,) = 7y, hasta
Yn,-
En forma andloga se define el funtor inf : (A/C) — C°.

6.2.2. Los funtores sup, inf establecen transformaciones naturales

sup : A/(—) = idea inf : A/(—) = (—)°
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6.2.3. Se tiene un isomorfismo A/C = A/(C°), que manda un objeto z :
[nz] — C en x°: [n,]° = [n,] — C°, y un morfismo a, : * — y en (a°), : 2° —
y°, con a® : [n,] — [n,] dado por a°(i) = n, —a(n, —i). Bajo este isomorfismo,
infe se identifica con supge.

A/(C°)

1& A}O

6.2.4 Teorema. Los funtores sup : A/C — C y inf : (A/C) — C° son
equivalencias homotopicas.

Demostracion. Probaremos que sup es una equivalencia homotépica. El resul-
tado para inf sigue de la observacién anterior (6.2.3). Por el Teorema A (cf.
4.4.3), para probar que sup es una equivalencia homotdpica basta con verificar
que dado ¢ € Cy la fibra homotépica (A/C)/c es contractil.

Llamamos i : (A/C). — (A/C)/c a la inclusién usual. Definiremos un
funtor r : (A/C)/c — (A/C),. y transformaciones naturales

n :idascyje = ir €:cte = r

con cte(zx, f) = (c¢,id.) el funtor constante. Como una transformacién natural
da lugar a una homotopia (cf. 2.3.5), concluimos que la identidad de (A/C)/c
es homotodpica a una constante y por lo tanto el resultado.

Dado (z, f) un objeto de (A/C') /¢, tenemos que x = (g — 1 — -+ — Ty,)
es un objeto en A/C'y f : x,, — ¢ es un morfismo en C. Definimos r(z, f)
como el simplex que resulta de extender x usando f:

(@, f) = (10— 71 — -+ — 24, L 0).

Dado a, : (z, f) — (y,9), definimos 7(ay) : r(x, f) — r(y, g) como el morfismo
de A/C inducido por el morfismo de orden a’:

al <
a :ng+1] — [n, +1] a(j) = () j )
ny+1 j7=n,+1

Finalmente, n estd inducida por la inclusién 6, 41 : [n,] — [n. + 1] cuya
imagen no contiene a n, + 1, y € por la inclusién [0] — [n, + 1] cuya imagen
es ng, + 1. ]
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6.2.5. Es interesante notar que el funtor sup no es en general una prefibracion.
De hecho, si f : ¢ — ¢ es una flecha no trivial de C' entonces no hay ninguna
flecha cartesiana sobre f, como veremos a continuacién (recordar 3.1.5):

/
dvasx=d, ay Yy
T a,

T—a =Y

C4>C/

f

Dada a, : © — y sobre f, como sup(a.) = f # id entonces a(n,) < n,.
Luego si ¢ es la degeneracién de y que repite el dltimo elemento, entonces las
inclusiones d,d’ : [n,] — [n, + 1] que saltean respectivamente los elementos
ny,ny + 1 inducen morfismos d,,d, : y — ¥y’ tales que sup(d.) = sup(d,) y
d.a, = d.a,. Asi se concluye que a, no puede ser cartesiana.

6.3 La subdivisién de una categoria

Aqui presentamos una construccion alternativa y equivalente a las anteriores,
pero que consideramos mas interesante, ya que da una descripcion completa
de las flechas en Sd(C).

6.3.1 Definicién. Sea ~ la relacién en fl(A/C) definida como sigue. Dados
y, by : © — y morfismos en A/C,

ay ~ b, <— Ym(i),M (i) = id Vi

donde m(i) = min{a(i),b(i)} y M (i) = méx{a(i), b(7)}.
Si a, ~ b, entonces decimos que a, y b, son equivalentes.

6.3.2. Se verifica facilmente que la relacion ~ es de equivalencia, y es compati-
ble con la composicién en el sentido que a, ~ b, y a’, ~ b, implican a’ a, ~ b.,b,.

6.3.3 Proposiciéon. ~ es la relacion de equivalencia generada por la siguiente
relacion elemental: dados a., b, : x — vy,

a(i) = b(i) i

ay ~ b, < dig tal que )
Yalio) blio) = id

Demostracion. Claramente ~ es una relacion de equivalencia que contiene a
~. Probemos ahora que ~ estd contenida en ~/, la relacién de equivalencia
generada por ~.
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Supongamos primero que a, ~ b, : x — y, con a,b : [n,] — [n,] tales que
a(i) < b(i) para todo 4. Luego, definiendo ¢ : [n,] — [n,] como

tenemos que (cx)« : © — y es una flecha de A/C para todo k, (¢n,+1)s = aux,
(co)s = bie ¥ (k) = (ck_1)+. De todo esto se concluye que a, ~' b,.
Supongamos ahora que a, ~ b, : © — y son cualesquiera. Llamamos m(i) =
min(a(i),b(:)) y M(i) = méax(a(i),b(i)). Asi se tiene m, M : [n,] — [n,].
Ademas claramente vale
My ~ Gy ~ b, ~ M,

Por lo probado antes se tiene m, ~' a, y my ~' b,, de donde a, ~' b,. a

6.3.4 Definicién. Con [A/C] denotamos la categoria cociente, con los mismos
objetos que A/C' y flechas las clases de equivalencia determinadas por ~. La
subdivision de C, denotada Sd(C'), es la subcategoria plena de [A/C] cuyos
objetos son los simplices no degenerados.

6.3.5. Podemos describir la situacién con el siguiente diagrama,

A/C

|

Sd(C) —=[A/C]

donde i = i¢ : SA(C) — A/C es la inclusion y A/C — [A/C] es la identidad
en los objetos y manda una flecha a, : * — y a su clase [a,] bajo ~.

f
6.3.6 Ejemplo. Si C' es la categoria () Ti 1, entonces la subcategoria plena

de A/C generada por los simplices no degenerados es

donde f y g denotan las flechas no triviales de C. Esta subcategoria coincide
con Sd(C'), pues como los hom tienen un solo elemento la relacién ~ resulta
trivial. El espacio clasificante B(Sd(C')) es la esfera S*.
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6.3.7 Ejemplo. Si C es el grupoide simplemente conexo con dos objetos
f:0=21: g, entonces NC tiene dos simplices no degenerados en cada
dimensién ¢: a saber (f,q,f,...) v (9, f,9,...). Si ¢ < p, entonces se tienen
varias flechas en A/C entre un ¢-simplex y un p-simplex, pero como C no
tiene isomorfismos no triviales, facilmente se comprueba que cualesquiera dos
de ellas son equivalentes. Luego, SA(C') es el poset representado por

><x><

Sd(C) es el colimite de sus subcategorias Sd(C), formadas por los simplices
de dimensién < n. Como B(Sd(C)g,) = S™ y como B conmuta con colimi-
tes filtrantes (cf. 2.3.9), concluimos que B(Sd(C)) es homeomorfo a la esfera
infinita S (y por lo tanto contréctil, como BC).

6.3.8. En trabajos de Anderson [An78| y Dwyer-Kan [DK83] se presenta la sub-
divisién por una propiedad universal, pero no se da una construccién explicita.
En [dHO08a] se prueba que la subdivisién tiene por objetos los simplices no de-
generados de NC|, y por flechas clases de flechas de A/C, pero se da una
descripciéon indirecta de la relacion ~. Desde este punto de vista, la presenta-
ciéon dada aqui es mas completa. La equivalencia con la primera definicion se
verd en 6.4.3. La equivalencia con la dada en [dH08a] sigue por transitividad,
aunque también puede probarse directamente.

6.4 Suryecciones y subdivisién

Probamos aqui que [A/C] es equivalente a S™!'(A/C), la localizacién de A/C
por el conjunto S de suryecciones.

6.4.1. Observar que si hay una suryeccién a, : © — y en A/C, entonces x es
una degeneracién de y.

6.4.2 Proposicién. Una suryeccion a, : x — y en A/C induce un isomorfis-
mo [a,] : x — y en [A/C].

Demostracion. Sea b : [n,] — [n,] la seccién para a dada por b(j) = min{i :
a(i) = j}. Entonces y = yab = zb, es decir b, : y — x estd bien definido. Como
ab = id se tiene a,b, = id. Ademds, dado ¢ € [n,] la flecha xp,;); es igual a
Yaba(i),a(i) = Ya(i),a()s de donde b*a* ~ id. ]

6.4.3 Proposicién. Si A/C — D es un funtor que manda suryecciones en
isomorfismos, entonces se factoriza como A/C — [A/C| — D de forma tunica.
Asi, [A/C] resulta la localizacion de A/C' por las suryecciones.
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Demostracion. Si existe, esta factorizacion es tnica porque A/C — [A/C] es
suryectivo tanto en objetos como en flechas. Sea u : A/C' — D un funtor que
invierte suryecciones. Basta ver que si a, & b, : © — ¥, entonces u(a,) = u(bs)
(cf. 6.3.3). Tenemos a, b : [n,] — [n,], a(i) = b(i) para todo i # g, a(ig) < b(ip).
Sea

ali) i <o

b(i—1) i > i

c: [ng + 1] — [n,] c(i) = {

Tenemos el siguiente diagrama en A/C:

(0i)+ Q)TT((sN @y = 4 0 (Gip+1)+
N . b, = ¢, 0 (3iy )

Como 0y, : [ny + 1] — [ny] satisface 0,0;, = id,,] = 04,0i,+1 sigue que tanto
((Jig+1)+) como u((d;,)«) son inversas a derecha de una flecha inversible, y por
ende son iguales.

u(a.) = u(e)u((dir1).) = u(e)ul(oi)) ™ = ule)u((d;).) = u(b.)
]

6.4.4. El resultado anterior prueba que la definicién de subdivisién dada aqui es
equivalente a aquellas de [An78, DK83, dHO08a).

6.5 Subdivisién y posets

Al subdivir dos veces una categoria se obtiene un poset. Esta propiedad es-
tablece un fuerte vinculo entre la teoria de homotopia de categorias y la de
posets.

6.5.1. Sea [a,] : © — y una flecha en Sd(C), con a : [n,] — [n,]. Entonces
x =y oa. Como x es un simplex no degenerado de NC', a debe ser inyectiva.
Luego n, < ny, y vale la igualdad si y sdlo si a = id,,] = id[,,).

6.5.2 Lema. En Sd(C) los unicos isomorfismos son las identidades.

Demostracion. Si [a.] : © — y es una flecha en Sd(C') entonces n, < n,. Si
ademds [a,] es inversible entonces hay una flecha y — 2z en Sd(C) y por lo
tanto n, < n,. El resultado se concluye por 6.5.1. O]

6.5.3 Lema. En Sd(C) los tnicos endomorfismos son las identidades.

Demostracion. Inmediato a partir de la observacion 6.5.1. [
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6.5.4 Teorema. SA(C') es un poset si y solo si los unicos endomorfismos de
C' son las identidades.

Demostracion. Una categoria pequena es un poset si satisface
(i) no tiene flechas paralelas y
(ii) no tiene dos objetos distintos e isomorfos.

Por lo tanto (cf. 6.5.2), basta con demostrar que Sd(C') no tiene flechas para-
lelas si y sélo si los inicos endomorfismos de C' son las identidades.

Si C' no tiene endomorfismos no triviales, entonces dos morfismos paralelos
a, b, en A/C son necesariamente equivalentes, tal como se deduce de nuestra
definicion (cf. 6.3.1, notar que ,,(;),a(;) debe ser una identidad). Por otro lado,
si f: ¢ — ¢ es un endomorfismo no trivial de C, entonces las dos inclusiones
[0] = [1] en A inducen morfismos paralelos (¢) = (f) en A/C que no son
equivalentes. O

6.5.5 Corolario. Sd*(C) es un poset para toda categoria pequeria C.

Demostracion. Es inmediato a partir de los resultados 6.5.3 y 6.5.4. [

6.6 Funtorialidad de la subdivisién

Mostramos a continuacién cémo se define la subdivisién de un morfismo de
categorias pequenas. Esta construccion, que puede resultar algo indirecta, es-
tablece la funtorialidad de la subdivision.

6.6.1 Notacion. Si x es un simplex de NC', entonces denotamos por r(z) su
forma normal (cf. 1.2.4) y por «, la suryeccién tal que x = r(x) o o, en NC.

6.6.2. Pensando x como una tira de flechas, r(z) es simplemente la tira que se
obtiene al suprimir las identidades, y «, es la tinica suryeccion satisfaciendo
a,(i—1) =, (i) < fi=id.

6.6.3. Con las notaciones de arriba, r(z) es un simplex no degenerado de NC,
y ()« : * — r(z) es una suryecciéon en A/C y por lo tanto un isomorfis-
mo en [A/C] (cf. 6.4.2). Luego todo objeto de [A/C] es isomorfo a uno de
Sd(C), de donde la inclusién ¢ : SA(C) — [A/C] es, ademés de plenamente
fiel, esencialmente suryectiva y por lo tanto una equivalencia de categorias.

6.6.4 Definicién. Llamamos r = r¢ : [A/C] — Sd(C) al funtor que manda
un objeto x a su forma normal r(x), y una flecha [a.] : z — y a la composicién

[y )u][a][(c)a] 7
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6.6.5. El morfismo r¢ es un quasi inverso para la inclusion. Es claro que roic =
idgq(c). Ademas los morfismos [(a;).] : © — 7(x) determinan un isomorfismo
natural icre = idja/c)-

6.6.6 Proposicién. La asignacion C — Sd(C') es funtorial.

Sd: Cat — Cat

Demostracion. Un morfismo entre categorias pequenas u : C' — D induce uno
nuevo u, : A/C — A/D dado por x — u o z. Este funtor claramente preserva
equivalencias (cf. 6.3.1), y por lo tanto induce un funtor [u,] : [A/C] — [A/D].
Notar que no necesariamente [u,] lleva Sd(C') en Sd(D). Luego definimos Sd(u)
como la composicién rp o [u,] o ic.

Sd(C) = [A/C]

l[u*]

SA(D) < [A/D)

Sd(u)

Para probar que esta construccion es efectivamente funtorial, debemos verificar
que preserva identidades y composiciones. Lo primero vale porque Sd(id) =
relidiic = reic = idgg(e). Sobre lo segundo, siw : C — Dy v :D — E
entonces el isomorfismo natural « : id = iprp induce otro

Sd(vu) = rg[(vu).ic = relvd[udic = relvdiprpludic = Sd(v) Sd(u)

entre funtores Sd(C') — Sd(FE). Como en SA(F) los tinicos isomorfismos son
las identidades (cf. 6.5.2), el isomorfismo natural Sd(vu) = Sd(v) Sd(u) debe
ser la identidad, y asi resulta Sd(vu) = Sd(v) Sd(u). O

6.6.7. Identificando Poset con una subcategoria plena de Cat a partir del funtor
Poset — Cat (cf. 1.3.3), el funtor Sd” se factoriza del siguiente modo:

Sd? : Cat — Poset C Cat

Esto se deduce de los resultados 6.5.5 y 6.6.6.

6.7 El funtor de aumentacién ¢ : Sd(C) — C

6.7.1. El funtor sup : A/C — C iguala morfismos equivalentes, pues si a, ~
b, : x — yen A/C, suponiendo a(n,) < b(n,) resulta

Sup(a*) = Ya(ng),ny = Yo(ng)mny © Ya(ng),b(ng) = Yb(ng),ny = SUP(b*)
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Por lo tanto se tiene un nuevo funtor [sup] : [A/C] — C.

A/C

|

Sd(C) —= [A/C] —= ¢

[sup)]
6.7.2 Definicién. Llamamos € = ¢ : Sd(C) — C' a la composicién [sup] o i.

6.7.3. Pensando Sd(C') como una resolucidn o reemplazo cofibrante de C el
funtor € desempena el rol de aumentacion.

6.7.4 Lema. El funtor ec es natural en C.
€ :Sd = idegs

Demostracion. Dado u : C'— D en Cat, se tiene el siguiente diagrama.

Sd(C) <~ 1a/0)

Sd(u)l = [u*]i

Sd(D) ——[A/D] — D

iD [sup]

Claramente sup es natural, y por lo tanto [sup| también lo es. Luego, el cua-
drado derecho conmuta. El cuadrado izquierdo no conmuta, pero existe un
isomorfismo natural [u.|ic = ip Sd(u) que consiste de la suryeccién (cf. 6.6.1):

Qg : uT = iprp(uz) x € Sd(C)o

Finalmente, como sup manda suryecciones en identidades, el isomorfismo na-
tural [u.]ic = ip Sd(u) induce una identidad de funtores

[sup|[u.]ic = [suplip Sd(u)
por lo cual el cuadrado exterior conmuta y el lema sigue. O]

6.7.5. A continuacién probaremos que € : Sd(C') — C es una equivalencia
homotdpica usando el Teorema A. En efecto, si bien sup no es una prefibracion
(ver 6.2.5), tanto [sup] como € si lo son, y tienen ademds fibras contractiles.

6.7.6 Proposicion. El funtor e : SA(C) — C' es una prefibracion.
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Demostracion. Dado x un objeto de la subdivisiény f : €(z) = x,, — ¢ una
flecha en C', debemos mostrar que existe una flecha cartesiana sobre f con
dominio z. El caso en que f = id, se resuelve facilmente. Asumamos entonces
que f # id..

A partir de z y f definimos & = (xg — -+ — 1z, EN c) el simplex que
resulta de extender x con f,y [d.] : © — & donde d : [n,] — [n, + 1] es la
inclusién (d = d,,41). Afirmamos que [d,] es una flecha cartesiana.

rT——>7x

[d]

En efecto, dada g = [a,] : © — y una flecha sobre f, facilmente se verifica que
g = hold,] con h = [b,] el morfismo dado por
Y oitn 1
b e+ 1] — [y b(z’):{a@) i #n, +

. 7
ny t=mn,+1

y que €(h) = id.. Para la unicidad, suponemos que [c.] : & — y es tal que
la.] = [c.][d.] ¥ €([cs]) = id, y probamos que b, ~ ¢, (recordar 6.3.1):

» Sid < n,y b(i) < c(i) entonces Yygi)e(i) = Yod(i)ed) = Yali)edi) = id;
similarmente si b(7) > (7).

 Ye(nat1),b(net1) = Ye(not1)m, = €([c:]) = id.
Il

6.7.7. La demostracién de que [sup| es una prefibracién es andloga. En general,
ni € ni [sup] son fibraciones. Esto se debe a que las flechas cartesianas no trivia-
les incrementan la dimension estrictamente en 1, y por lo tanto la composicién
de dos de ellas no puede ser cartesiana.

6.7.8 Teorema. El funtor e : SA(C) — C' es una equivalencia homotdpica.

6.7.9. Este resultado sugiere considerar Sd(C') como un modelo alternativo
para el tipo homotépico de BC, que es de algiin modo localmente més simple
que C.

Demostracion. Aplicaremos el Teorema A (cf. 4.4.3). Como € es prefibracién
(cf. 6.7.6), basta con probar que sus fibras son contractiles. Dado ¢ objeto de
C, probaremos que la fibra Sd(C'). tiene objeto inicial (cf. 2.3.7).
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El objeto inicial serd (c), el O-simplex inducido. Si x es un objeto cualquiera
de Sd(C)., entonces la dltima inclusién d : [0] — [n,] induce una flecha [d,] :
(¢) — z en SA(C).. Ademés cualquier flecha [d] : (¢) — z en la fibra satisface
Tar(0),d(0) = Ta(0)m, = €([d']) =id y por lo tanto [d.] = [d,]. O

6.7.10 Corolario. Sd : Cat — Cat preserva equivalencias homotopicas.

Demostracion. Siu: C — D es una equivalencia homotépica en Cat, entonces
por el teorema anterior (cf. 6.7.8), el cuadrado siguiente y el axioma 2-de-3
Sd(u) también lo es.

Sd(C) “C—

C
Sd(u) \L iu
D

[

6.7.11. Se tienen construcciones y resultados analogos a los anteriores, consi-
derando el funtor inf : A/C — C° en lugar de sup : A/C — C. inf iguala
morfismos equivalentes, por lo tanto pasa al cociente como [inf] : A/C — C°
e induce un morfismo ¢ : Sd(C') — C°, que es natural en C. Si bien inf no es
una prefibracién, si lo es ¢’. Ademads las fibras son contractiles, de donde € es
equivalencia homotépica.

6.8 Aplicaciéon: La categoria homotdpica de posets

En esta seccién definiremos la categoria Ho Poset, y probaremos que la in-
clusion Poset — Cat induce una equivalencia a nivel homotdpico. De aqui se
deduce que Poset es equivalente a Ho 7 op, la categoria homotdpica clasica, y
que los posets sirven como modelos de tipos de homotopia.

6.8.1. La inclusién i : Poset — Cat (cf. 1.3.3) admite un adjunto a derecha
p : Cat — Poset, que asigna a cada categoria C' el poset asociado al preorden
definido en los objetos de C' usando la regla

c<d <= Ce,d)#£ 0

La inclusion Poset — Cat permite pensar a Poset como una subcategoria
plena reflexiva de Cat. De este modo Poset obtiene una nocién de equivalencia
homotdpica restringiedo aquella de Cat.

6.8.2 Definicion. Decimos que f : P — @ en Poset es una equivalencia
homotopica si f lo es en Cat. La categoria homotdpica de Poset, denotada
HoPoset, es la localizacién de Poset por las equivalencias homotopicas.
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6.8.3. El adjunto a la inclusion p : Cat — Poset no es satisfactoria con res-
pecto a la homotopia. Si bien pi(P) = P, la composicién ip no preserva los
tipos homotopicos. Por ejemplo, si G es un grupo visto como categoria con
un solo objeto, entonces BG es un K (G, 1) y B(ip(G)) = pt. Construimos a
continuacién un inverso homotépico para .

6.8.4 Teorema. La inclusion i : Poset — Cat induce una equivalencia entre
las categorias homotopicas.

Ho Poset = Ho Cat

Demostracion. En virtud de la proposicion A.2.7 es suficiente exhibir un funtor
r : Cat — Poset y una equivalencia homotoépica natural « : ir = id. Como
funtor r tomamos la doble subdivision (cf. 6.6.7).

Sd? : Cat — Poset
Como transformacién natural « : Sd* = id tomamos la composicién
SA3(C) 242 84(C) <&

que es una equivalencia homotépica (cf. 6.7.8). ]



Capitulo 7
2-Categorias

Las 2-categorias fueron introducidas por Ehresmann en la década del 60. En
este capitulo repasamos las definiciones y propiedades basicas de 2-categorias.
También describimos dos nociones de morfismos entre ellas, los 2-funtores y
los funtores laxos. Nuestras referencias en el tema son [KeS74, Bo94].

Luego discutimos andlogos a la fibra homotdpica en este contexto. Por 1lti-
mo, introducimos una construccién original que asocia a cada categoria C' una
2-categorfa C' con la siguiente propiedad universal: para toda 2-categoria D se
tiene una biyeccion natural

Laz(C, D) = 2Cat(C, D)

En esta construccién se usaran los resultados obtenidos en §6.

7.1 Definiciones y ejemplos

Repasamos a continuacién las definiciones bésicas y damos ejemplos de 2-
categorias grandes y pequenas.

7.1.1 Definiciéon. Una 2-categoria C' es una categoria enriquecida sobre Cat.
Consiste en los siguientes datos:

i) un conjunto o clase de objetos Cy;

)
ii) para cada par ¢, ¢ € Cp una categoria pequena C(c,c);
iii) para cada ¢ € Cy una flecha identidad id. € C(c, ¢)o;

)

iv) dados ¢, c, " € Cy un funtor de composicion

o:C(c,d)yxC(d, ") — Cle, ).

Estos datos deben satisfacer los siguientes axiomas:

A) (neutro) las flechas id. son neutros de o a izquierda y a derecha;

68
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B) (asociatividad) dados ¢, c, ¢”, " € Cy, se tiene un diagrama conmutativo

en Cat:
Cle,d) x C(d, ") x C(", ")
idxo —— T——oxid
C(e,d) x C(d, ") Cle, ) x C(", ")
\C<C7 C’”) /

7.1.2. Los objetos de C(c, ) son las flechas f : ¢ — ¢, y las flechas de C'(c, )
reciben el nombre de 2-celdas, y se visualizan del siguiente modo:

Una 2-categoria tiene tres niveles de estructura. Denotamos Cy, Cy y Cs a los
conjuntos (o clases) de objetos, flechas y 2-celdas de C' respectivamente.

7.1.8. Notar que a partir de la definicién se deducen dos operaciones parciales
definidas en Cs:

= La composicién horizontal o es aquella dada por los funtores de compo-
sicion de la 2-categoria

TN T /"'-\\

= La composicion vertical @ es aquella dada por la composicién en las ca-
tegorfas C'(c, ¢)

/Yo

TR
CHCI ~~ C Uﬁoa C,
\“__’/

N2

Se deduce de la funtorialidad de la composicién (cf. 7.1.1.iv) que estas opera-
ciones son mutuamente distributivas: (5’ e o) o (Fea) = (5 o) @ (¢ o ).

7.1.4 Notacion. Cuando escribamos f o a nos referiremos a la composicion de
a con la 2-celda identidad id¢, y andlogamente para avo f.

7.1.5 Ejemplo. El ejemplo paradigmético de 2-categoria es Cat, cuyos objetos
son las categorias pequenas, sus flechas son los funtores y sus 2-celdas son las
transformaciones naturales.
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7.1.6 Ejemplo. Otro ejemplo importante es 7 op. Sus objetos son los espacios
topoldgicos, sus flechas las funciones continuas, y sus 2-celdas son las clases
homotopicas de homotopias. Dadas Hy : f=¢g: X - Yy Hy:g=h: X =Y
homotopias, se define la composicion Hy e Hy : f 2 h: X — Y como

Hy (2, 2t) t<1/2
>

El problema con esta composicion vertical es que no es asociativa, es decir (Hze
Hy)e H, # H3e(Hye Hy). Sin embargo, estas dos homotopias son homotdpicas
como funciones X x I — Y (relativamente a X x 0I). La operacién e respeta
clases homotépicas, induciendo una estructura de grupoide en Top(X,Y), y
por lo tanto una estructura de 2-categoria en 7op en la que toda 2-celda es
inversible.

7.1.7. Diremos que una 2-categoria es pequena si Cy es un conjunto, es decir
un objeto de Set. Los ejemplos Cat y Top no son pequenos. Como nuestro
interés radica en los espacios clasificantes y sus tipos homotépicos usualmente
trabajaremos con 2-categorias pequenas.

7.1.8 Ejemplo. Una categoria C' puede ser vista como una 2-categoria cuyas
unicas 2-celdas son las identidades.

7.1.9 Ejemplo. Las categorias monoidales (estrictas, cf. 9.5.1) pueden ser vis-
tas como 2-categorias con un solo objeto. Concretamente, si (M, ®) es una cate-
goria monoidal, entonces se tiene una 2-categoria M con My = *, M (%,%) = M
y composicién horizontal dada por ®.

7.1.10. Toda 2-categoria C tiene una categoria subyacente UC', con los mismos
objetos y flechas que la anterior. Luego una 2-categoria resulta una categoria
equipada con estructura adicional.

7.1.11. Tanto las flechas como las 2-celdas tienen direcciones. Las siguientes
construcciones invierten el sentido de éstas.

= Si C' es una 2-categoria, se define la 2-categoria opuesta C° como aquella
con los mismos objetos que C, con C°(c, ') = C(c, ¢).

» Si C es una 2-categoria, definimos C’ como la 2-categoria que se obtiene
a partir de C invirtiendo la direccion de las 2-celdas. Mas precisamente,
Cl=Chy C'(z,y) =C(x,y)°.

En ambos casos identidades y composiciones son las inducidas por las de C.
Valen las siguientes igualdades:

C// — C Coo — C C/o — CO/.
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7.2 2-Funtores

Los 2-funtores son asignaciones entre los objetos, las flechas y las 2-celdas
que preservan toda la estructura. Si bien resultan algo rigidos, constituyen la
nocién mas basica de morfismo entre 2-categorias.

7.2.1 Definicién. Dadas C, D 2-categorias, un 2-funtor u : C' — D es un
morfismo de categorias enriquecidas sobre Cat. Consiste en los siguientes datos:

i) una asignacion u : Cy — Dy entre los objetos;
ii) para cada par ¢, € Cy un funtor u : C(c, ) — D(u(c),u(c)).
Estos datos deben respetar la composicién y las identidades. Mas precisamente,
A) u(id.) = idy() para todo c;
B) el siguiente diagrama de Cat conmuta:
Clc,d) x C(d, ") - C(c, ")

D(u(c), u(c)) x D(u(c'), u(c")) —= D(u(c), u(c"))

7.2.2 Notacion. Las 2-categorias pequenas y los 2-funtores forman una cate-
goria, que denotaremos 2Cat.

7.2.3. Con estas definiciones, las construcciones de inclusién (cf. 7.1.8) y olvido
(cf. 7.1.10) resultan funtoriales

t:Cat — 2Cat U:2Cat — Cat

El funtor de inclusién es adjunto a izquierda del olvido, es decir ¢« 4 U. Ademas
¢ es plenamente fiel.

7.2.4 Ejemplo. Sea C una 2-categoria y sea ¢ € Cj un objeto. Se define
h¢ . C° — Cat, el 2-funtor representado por ¢, mediante las siguientes formulas:

i) dado ¢ € Cy, he(c') = C(d, ¢);
ii) dados ¢, " € Cy, el funtor
he:C°(d, ")y =C(", ) — Cat(C(d,¢),C(c", c))
es el asociado a la composicién via la ley exponencial: h¢(«)(3) = a0 f3.

7.2.5 Ejemplo. El hecho de que transformaciones naturales entre categorias
pequenas dan lugar a homotopias al aplicar el funtor espacio clasificante per-
mite pensar a este funtor como un 2-funtor Cat — 7 op (cf. 2.3.5).

7.2.6. Las construcciones C'— C° y C' +— (" son funtoriales.

(—)°:2Cat — 2Cat (=) :2Cat — 2Cat
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7.3 Funtores laxos

La conmutatividad en la condicién 7.2.1.B implica la igualdad entre dos funto-
res. Uno puede relajar esta condicién requiriendo la existencia de un isomorfis-
mo natural, o simplemente la existencia de una transformacién natural. Estas
transformaciones naturales deberan satisfacer ciertos axiomas de coherencia.
La experiencia ha demostrado que estas nociones laxas emergen naturalmente,
e incluso suelen ser mas convenientes que los 2-funtores.

7.3.1 Definicién. Un funtor lazo (normal) entre 2-categorias u : C' ~» D
consiste en:

i) una asignacion u : Cy — Dy entre los objetos;
ii) para cada par de objetos ¢, ¢ € Cy un funtor u : C'(c, ') — D(u(c), u(c));

iii) para cada par de flechas componibles f : ¢ — ¢, g : ¢ — ¢ en C una
2-celda estructural u, s : u(gf) = u(g)u(f) € Da.

Los datos de arriba deben satisfacer lo siguiente:

A) (normalidad) wu(id.) = idy() para todo ¢ € Cy y g,y = id = uy;q para
toda f € Cy;

B) dados ¢, c, " € Cp, las 2-celdas estructurales determinan una transfor-
macion natural

Cle,d) x C(d, ") > Cle, ")

l - l

D(u(c), u(c) x D(u(c'), u(c")) == D(u(c), u(c"))

En ecuaciones, ésto significa que para todo a : f = f' :c — vy
b:g=9¢ :cd — " vale

(u(b) o u(a)) @ty = s 0 u(b o a)
C) para toda tira de flechas componibles ¢ Lo 2 ¢ B o en O se tiene la
siguiente igualdad de 2-celdas u(hgf) = u(h)u(g)u(f),

(ung ou(f)) @ tung,s = (u(h) o ug,s) ®upy

7.3.2. Un funtor laxo con 2-celdas estructurales triviales es un 2-funtor tal
como se definié arriba. La nocién de funtor laxo extiende por lo tanto aquella
de 2-funtor.
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7.3.3. La condicién C) implica que para toda tira de flechas componibles se
tiene una tunica 2-celda estructural

gy u(fa o f1) = ulfa) . ulfr)

7.3.4. Si C es una categoria vista como 2-categoria del modo usual (cf. 7.1.8),
un funtor laxo u : C' ~ D toma una forma particularmente simple. Porque
C' no tiene 2-celdas, la condicién B) se verifica automaticamente. Si tanto C
como D son categoria, un funtor laxo u : C' ~ D es lo mismo que un morfismo
en Cat.

7.3.5 Ejemplo. Dada B una categoria pequena, un funtor laxo B ~» Cat es
esencialmente lo mismo que una prefibracién £ — B con un clivaje distinguido.
Esta correspondencia estd dada por la construcciéon de Grothendieck (cf. 3.8.4).

7.8.6. Siu:C ~ D yv:D~ FE son dos funtores laxos, entonces la composi-
cion vu : C' ~» E se define mediante los siguientes datos.

i) en los objetos vu : Cy — Ejy es la composicién obvia;
ii) para cada par ¢, € Cy el funtor vu : C(c,d) — E(vu(c),vu(c))

es la composicién de los funtores u : C(c,d) — D(u(c),u(d)) y v :
D(u(c), u(c)) — E(vu(c), vu(c));

iii) las 2-celdas estructurales de vu estan dadas por
(Vt)g,5 = Vu(g)u(r) ® V(tg,p)-

Se verifica facilmente que estos datos satisfacen los axiomas de un funtor laxo.
7.3.7. Las 2-categorias pequenas junto con los funtores laxos conforman una
categoria, que denotaremos Lax. Tenemos de este modo una inclusion

2Cat C Lax.

7.3.8 Definicion. Un pseudofuntor u : C' ~» D es un funtor laxo para el cual
las 2-celdas estructurales son isomorfismos.

7.3.9 Ejemplo. Bajo la correspondencia 7.3.5, el funtor laxo B ~~ Cat es un
pseudofuntor si y sélo si F — B es una fibracién.

7.3.10. La construccién C' — C° es funtorial respecto a los funtores laxos.
(=)°: Lax — Lax

Sin embargo, la construcciéon C' +— C” no lo es. En efecto, un funtor laxo u :
C' ~» D induce una asignacién v’ : C" ~ D’ en la que las 2-celdas estructurales
van en la direccién opuesta, lo que comunmente se llama funtor oplazo. Las
nociones de funtor laxo y oplaxo son completamente analogas, y muchas veces
es necesario combinar ambos conceptos.
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7.4 Fibras homotdpicas

En [Gra80] se introduce la siguiente construccién para 2-funtores, que extiende
la fibra homotépica de categorias (cf. 3.1.2). En esta seccién proponemos una
variante de esta construccién para funtores laxos.

7.4.1 Definicion. Dado v : C' — D un 2-funtor, y dado d € D, llamamos fibra
homotdpica de u sobre d a la 2-categoria u//d determinada por los siguientes
datos.

1. los objetos de u//d son los pares (¢, ¢) € Cy x Dy tales que ¢ : u(c) — d;
@
(c,9) u(c) —=d

2. las flechas (¢, ¢) — (¢/,¢') en u//d son los pares (f,a) € Cy x Dj tales
que fcodya:dulf)= 6

3. Las 2-celdas f: (f,a) = (f',a/) son 2-celdas 5 : f = f’ de C tales que
o’ (¢ o u(d)) = o

(¢ 9) u(c)

\ ¢
(f.0) <? (Fa)  ulf) U?E)/umm/a',d
/ / / (z),
(c,¢") u(c)

4. la composicién o estd dada por (g, ) o (f,a) = (gf,ae (Bou(f)));
5. la composicién e es aquella de C.

7.4.2 Notacion. Haciendo abuso de notacién, escribiremos C//d en lugar de
u//d cuando no haya lugar a equivocaciones.

7.4.3. Dado u : C'— D un funtor entre categorias y d € Dy, podemos conside-
rar u como un 2-funtor (cf. 7.2.3) y construir la fibra homotépica C'//d. Lo que
se obtiene en este caso es una categoria isomorfa a C'/d, la fibra homotépica
tal como fue definida en 3.1.2.
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7.4.4. La fibra homotépica de un 2-funtor admite la siguiente variante. Si
u:C ~ Dyd e Dy, entonces la categoria (C'//d)" es muy similar a C'//d:
tiene los mismos objetos, pero una flecha (¢, ¢) — (¢, ¢’) en (C"//d)" es un par
(f,a) eCyx Dytal que f:c—d ya:d= du(f).

(c6) o),
(f,2) u(f) da d
e
(@.¢)  u(e)

La composicién y demds datos de (C”//d)" son similares a los de C'//d. Veremos
que al tomar espacios clasificantes el dar vuelta el sentido de las 2-celdas no
cambia el tipo homotopico, de donde podremos usar alternativamente cual-
quiera de las dos construcciones.

7.4.5. En el préximo capitulo ofrecemos una version novedosa del Teorema A
de Quillen para funtores laxos. Con tal fin es que introducimos la siguiente
construccién de fibras homotépicas de funtores laxos. Desarrollaremos aplica-
ciones del Teorema A laxo en el capitulo 9.

7.4.6 Definicién. Sea v : C' ~» D un funtor laxo, y d € Dy. Entonces la
fibra homotdpica u//d es la 2-categoria con objetos, flechas y 2-celdas definidos
como en 7.4.1, pero con la siguiente composicion horizontal:

(9,8) 0 (f.e) = (gf, v (Bou(f)) e ("0 ugr))

(c, 9) u(c
(f,a) \u

(c’, ) u(gf) ¢’9 d
(gﬂ)

(.6 ule

7.4.7. Como ya es usual, escribiremos C'//d en lugar de u//d cuando no haya
lugar a confusién. Notar que si C' es una categoria entonces C'//d también es
una categoria, en el sentido que las dnicas 2-celdas son las identidades (cf.
7.1.8). Este caso particular es el que usaremos mds adelante.

7.5 La construccién C

Dada C € Cat, en el préximo capitulo trabajaremos con la 2-categoria C' que
tiene como objetos aquellos de C', como flechas las tiras formales de flechas
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componibles y como 2-celdas las maneras de obtener una tira a partir de otra.
En esta seccién describimos con precisiéon C' usando subdivisién de categorias,
y probamos la propiedad universal que satisface esta construccién.

7.5.1 Definicién. Sea C una categoria pequena. Dados ¢, ¢ € Cy, definimos

C(c, ) como la fibra del funtor € x e : SA(C) — C° x C sobre el objeto (¢, )
(ver 6.7).

7.5.2. En otras palabras, C(c, ) es la subcategorfa (no plena) de Sd(C) for-
mada por las tiras de flechas componibles z : [n] — C' que empiezan en ¢ y
terminan en ¢, y por los morfismos [a,] que preservan el primero y el tltimo
elemento.

7.5.8. Si [a,] : & — y es una flecha de C(c, ¢) con n, > 0, entonces Yo.a(0) = id
Y Ya(ne)m, = id y por lo tanto a, ~ a, con

0 1=0
a :[ng] — [ny] a(i)=<qali) 0<i<n,

Ny 1="n,

Luego toda flecha [a,] : z — y en C(c, ¢/) esté representada por un morfismo de
orden a que es inyectivo (cf. 6.5.1) y preserva los extremos. En el caso n, =0
s6lo podemos asumir a(0) = 0.

7.5.4 Definicién. Dados a : [p] — [p/] y b : [¢] — [¢'], definimos a<b : [p+q] —
'+ ¢ via

LR H
7.5.5. Facilmente se verifican las siguientes propiedades.
a) idp) 9idig) = idjpyg);
b) (¢’ <b')(a<b) = (a'a) < (V'D) si b(i) > 0 para todo i > 0;
¢) (a<b)<dec=a<(b<c);
d) a<idjy = a; idgj<a = a si a(0) = 0.
7.5.6 Definicién. Dados z,y, z € Cy, definimos el funtor de yuxtaposicién

®:C(e,d) x C(d, ") — Cle, ")

via las siguientes férmulas:
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= en los objetos, (z,y) — y®x : [n, +n,| — C es la tira de flechas que se
obtiene identificando el ultimo objeto de x con el primero de y.

(C_>..._)C/’C,_)...HCH)|_>(CH..._)C/_)..._)C”>

» en las flechas estd dado por ([a.], [b.]) — [b.] © [a.] = [(a <D).]

7.5.7. Para la buena definicién, debemos verificar que si a, ~ a, y b, ~ b,
entonces (a < b), ~ (a’ <b),. Esto es inmediato a partir de la descripcién
que tenemos de las flechas en la subdivisién (cf. 6.3.1). Resta probar que ®
es un funtor. Claramente preserva identidades (cf. 7.5.5.a). Con respecto a la
composicion debemos ver que

([b] © [a]) o ([b.] © [au]) = ([l] o [b]) © ([al] © [a.])

Esto sigue de cémo se componen las flechas en Sd(C'), nuestras observaciones
acerca del operador < (cf. 7.5.5.b) y el hecho de que toda flecha de Sd(C)

estd representada por un morfismo de orden inyectivo.

7.5.8 Definicién. Definimos la 2-categorfa C' por los siguientes datos:

i) los objetos de C' son los mismos que los de C' (i.e. Cy = Cp);

ii) para cada par ¢, ¢ € Cj la categoria C(c, ) es la definida arriba;

)
)

iii) la identidad id. € é(c, c) es (¢);
)

iv) dados ¢,c’,c" € C, el funtor de composicién @ : C(c,¢) x C(¢, ") —
C(c, ") es el descrito arriba (cf. 7.5.6).

7.5.9. Se satisfacen los axiomas de una 2-categoria (cf. 7.1.1). El axioma B)
(asociatividad) se deduce directamente de 7.5.5.c. Para probar el axioma A)
(unidad) observamos (cf. 7.5.3) que una flecha [a,] : © — y siempre puede
ser representada por un morfismo a : [n,] — [n,] tal que a(0) = 0, y luego
aplicamos 7.5.5.d.

7.5.10 Definicién. Definimos 7 : C' ~» C' como el funtor laxo dado por los
siguientes datos (recordar las notaciones de 6.1.3 y el funtor r de 6.6.4):

i) en los objetos, n: Cyp — Co = Cp es la identidad;

i) la funcién n : C(c,¢) — C(c,¢)p manda una flecha f en ((f)). Si f
no es una identidad entonces n(f) = (f) es el simplex de dimensién 1
inducido por f, ysi c= ¢y f =1id entonces n(f) = id;
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iii) dadas f:c—  y g:d — ¢ flechas componibles, tenemos
n(gf) =r((gf))
n(g)n(f) =r((g)) ©@r((f) =r((f,9))

y la 2-celda estructural asociada es
Mg = r((01):) : ((gf)) = r((f,9))
donde 4, : [1] — [2].

7.5.11. Chequeamos que los datos de arriba satisfacen los axiomas correspon-
dientes (cf. 7.3.4).

A) (normalidad) es claro que 7(id.) = id. para todo ¢ € Cy y que nq,r =
id = nyiq para toda f € (i, puesto que r lo que hace es borrar las
identidades;

B) dado ¢ LI N NP C, tanto (np,g o n(f)) ® Mgy como (n(h) o
Ng.f) ® Nhgs consisten en el morfismo

r(as) :r(c—d")—r(c—d = — ")
donde a : [1] — [3] es la inyeccién evidente.

7.5.12. Si D es una 2-categoria pequena y u : C — D es un 2-funtor, entonces
componiendo con 7 se tiene un funtor laxo un : C' ~ D. Queda definida
entonces una funcién 2Cat(C, D) — Lax(C, D), u — un.

7.5.13 Teorema. La funcidn 2Cat(C, D) — Lax(C, D) es una biyeccion.

C~Ls¢

;\‘\ \Lﬂ!u
LN

D

Demostracion. Para ver que es inyectiva debemos probar que v queda com-
pletamente determinado por un. Es claro que en los objetos esto vale, es decir
u=un:Cy— Dy. Si(f1,...,fs) es una flecha en C| entonces (fi,..., fs) =

n(fa)n(fa-1)...n(f1) y por lo tanto
u(fi, .-, fa) = u(fan(faer) - -n(f1) = un(fo)un(fa1) - - - un(f1),

de donde el valor de u en las flechas también queda determinado por un. Por
ultimo, sea
la.] iz =y:c—
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una 2-celda de C'y probemos que u( [a.]) esta determinado por el funtor laxo
un. Lo probaremos asumiendo n, > 0, siendo el caso n, = 0 similar. Podemos
tomar a inyectivo y que preserva los extremos (cf. 7.5.3). Si a = &;, ...0;,
es la expresion de a como composicién de inyecciones elementales, entonces
la,] = a; e eq; donde

o = 1[(05,)«] : T(Y0iy .. 05,) = r(Ydiy ... 0, ,)

De la igualdad 6; = id};_1) <6, <id,, 4, donde 6y : [1] — [2], sigue que cada celda
r[(d;)«] puede escribirse como la composicion horizontal [id] ® 7[(61).] ® [id].
Como u es un 2-funtor debe preservar identidades y composiciones, por lo que
sélo resta determinar el valor de r[(01).] : 7(gf) — 7(g, f), el cual es la 2-celda
estructural de la composicién (un), ¢. Esto prueba la inyectividad.

Para la suryectividad, hay que ver que todo funtor laxo v : C ~» D puede
obtenerse como un para algin u. Dado v, definimos u por:

= en los objetos, dado ¢ € Cy = Cp, u(c) = v(c);

= en las flechas, dada (fy, ..., f1) € C(c,¢)o definimos
u(fis- o fa) = v(fa) - v(fr);
» dada [a.] :2 =y :c— ¢, cona: [n,] — [n,], definimos
u([as]) = ap, 0 0

donde «; : Ti-1i = Ya(i)—1,a()Ya(i)—2,a(i)—1 - - - Ya(i—1),a(i—1)+1 €S la 2-celda
estructural dada por u (cf. 7.3.3).

Se verifica que u es un 2-funtor y que un = v. O

7.5.14. El funtor laxo 7 tiene un inverso a izquierda 7 : C — C, que es un

2-funtor (o funtor laxo con « = id). En los objetos, 7 es la identidad. Dados

¢,c € Cy, el funtor 7 : C(c, /) — C(c,d) manda una tira = a su composicién

total (notar que 7 manda cada componente conexa de C(c,¢’) en un punto).
Este 7 es el u que corresponde a v = id¢ (cf. 7.5.13).



Capitulo 8
Tipo homotopico de una 2-categoria

En este capitulo estudiaremos dos construcciones que asocian un espacio a
una 2-categoria pequena. Ambas extienden la nocién de espacio clasificante
de categorias. También veremos que estas dos nociones estan relacionadas por
una equivalencia homotépica natural, lo que reafirma que éste debe ser el tipo
homotdpico de una 2-categoria. Luego exponemos una version del Teorema A
de Quillen para 2-funtores. La referencia para estos resultados es [BCO03].

Al final del capitulo, desarrollamos una versiéon del Teorema A para funto-
res laxos, partiendo del trabajo de Bullejos-Cegarra y usando las herramientas
desarrolladas en los capitulos anteriores. Ademas de su interés en si, este resul-
tado sera utilizado mas adelante para caracterizar el espacio de lazos de una
2-categoria.

8.1 El 2-nervio

Recordamos que si C' es una categoria, entonces NC' es un conjunto simplicial.
Los n-simplices de NC' son las tiras de n-flechas componibles. Luego vale

NCn = H 0(00761) X X C(Cnflacn)

C0y-sCn
Esta misma férmula, aplicada a 2-categorias, da la siguiente definicion.

8.1.1 Definicién. Dada C' una 2-categoria, el nervio NC' : A° — Cat es la
categoria simplicial definida por:

MCH - H 0(00761) X X C(Cn—hcn))

C05--+5Cn

donde x y LI son el producto y el coproducto de Cat, y donde las caras y
degeneraciones estdn dadas del modo usual: si z : [n] — C es un objeto de
NC,, entonces d;(z) =z 00d; y s;(z) =z 00

8.1.2. La construccién C' +— NC' es claramente funtorial.

N :2Cat — sCat

80
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8.1.3 Notacion. De aqui en méas usaremos la siguiente notacion
C(coy - y0n) :=Cleg,eq) X -+ X C(Cp_1,Cn)

8.1.4 Definicién. Definimos el 2-nervio de C' como el conjunto bisimplicial
N,C' dado por

8.1.5. Observamos que N>C' esta asociado via la ley exponencial (cf. 1.5.3) a
la composicion N o NC': A° — sSet.

8.1.6. Dado s en (NyC),y, ,, visualizamos s como un reticulado de 2-celdas de
C, tal como muestra el siguiente diagrama:

Ch—=Cl ——=C9

Jai1 Jai2

Ch—=Cl ——=C9

Jasz 1 Jag o

Ch—=C1 ——=C9

Ch—=C1 ——=C9

‘U’am,l ‘Uam,Q

Ch—C1 ——=C9

Cn—1 ——Cp

Ual,n

Cn-1 ——Cp

uOCQ,n

Ch—1 ——=Cy,

Cn-1 ——Cp

uohn,n

Cn—1 ——Cp

8.1.7. Llamamos 6,,, a la 2-categoria con objetos {0,1,...,n}, con flechas
dadas por
0 P>
- pt =]
emn ,]) = . .
g =10 1
Omn(i,i+1,...,7) en otro caso

y con la composicién O, (2, 7) X Omn(j, k) — Omn(i, k) definida como el iso-
morfismo canénico. A modo de ejemplo dibujamos 6 4.

4 4 4 4
AAYE\VENYEN
L N N
Esta construccion es funtorial, dando 6 : A x A — 2Cat. Se tiene un isomor-

fismo natural

No(C)nm = 2Cat (0, C)
y por lo tanto Ny es el funtor singular inducido por 6 (cf. B.2.1).
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8.1.8 Definicién. El 2-espacio clasificante BoC' de C' se define como la reali-
zacion geométrica del 2-nervio | diag(NoC)|.

8.1.9. Estas construcciones son funtoriales.

Ny : 2Cat — bsSet By : 2Cat — Top

8.1.10. Una 2-categoria C, que es una categoria enriquecida sobre Cat, induce
una categoria enriquecida sobre 7 op, aplicando el funtor espacio clasificante
en los hom. Esta categoria enriquecida sobre 7 op puede ser vista como una
categoria topoldgica cuyo espacio de objetos es discreto. Tiene sentido consi-
derar el espacio clasificante de esta categoria topoldgica (cf. [Se68]), y asociar
de este modo un espacio topoldgico a C' (cf. [BCO3]). Se verifica facilmente que
este espacio es homeomorfo a ByC, tal como fue definido arriba (cf. 1.5.8).

8.1.11. Esta nocion extiende la de espacio clasificante usual, en el sentido que si
C es una l-categoria entonces se tiene un homeomorfismo BC' = B,(C natural
en C' (cf. 7.1.8).

8.1.12. Si M una categoria monoidal, vista como una 2-categoria con un solo
objeto (cf. 7.1.9), Entonces ByM es el espacio clasificante del monoide to-
polégico BM.

8.1.13. Los espacios ByC, By(C') y By(C°) son homeomorfos, tal como se
deduce del homeomorfismo natural B(C(c,')) = B(C'(c, ) visto en 2.2.9.

8.2 Equivalencias homotdpicas

De modo anélogo a lo hecho con categorias (cf. 2), en esta seccién introducimos
las siguientes nociones homotopicas en 2Cat usando el funtor Bs.

8.2.1 Definicién. u : C — D en 2Cat es una equivalencia homotépica si Nou
lo es en bsSet, o equivalentemente si Bou lo es en 7 op.

8.2.2 Definicion. Una 2-categoria pequena C' se dice contrdctil si BoC' lo es.

8.2.3 Definicion. Decimos que el 2-funtor v : C' — D es una equivalencia ho-
motopica local si u, : C(c, ) — D(u(c),u(c’)) es una equivalencia homotdpica
de categorias para todo ¢, ¢ € C.

8.2.4. El siguiente es un criterio de tipo local para comprobar que un 2-funtor
es una equivalencia homotdpica.

8.2.5 Proposicion. Si un 2-funtoru : C' — D es una equivalencia homotopica
local y una biyeccion en los objetos, entonces u es una equivalencia homotopica.
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Demostracion. Resulta que C(cy,...,c,) — D(u(c), ..., u(c,)) es equivalen-
cia homotopica por ser producto de equivalencias homotopicas. Luego, como
u es una biyeccion en los objetos el morfismo

NC, — ND,

también es equivalencia homotépica. Asi u, : NoC' — Ny D es un morfismo de
conjuntos bisimpliciales que es equivalencia homotépica grado a grado, y por
lo tanto es equivalencia homotépica (cf. 1.5.11). O

8.2.6. De la naturalidad de los homeomorfismos BoC' = ByC' = B,(C° sigue
que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= u: C — D es una equivalencia homotopica;
» ' : C" — D’ es una equivalencia homotdpica;

= 4°: C° — D° es una equivalencia homotdpica.

8.3 El nervio geométrico

Duskin y Street, entre otros, estudiaron un modo natural de asociar un con-
junto simplicial N,C' una 2-categoria C. En esta secciéon describiremos esta
construccién, a la que llamaremos nervio geométrico, siguiendo la termino-
logfa de [BCO3]. El nervio geométrico describe completamente la estructura de
C'. Por otro lado, es dificil de explicitar incluso en ejemplos chicos.

8.3.1 Definicion. Llamamos ¢ al funtor covariante que resulta de la compo-
sicion siguiente.
A — Cat — 2Cat — Lax

Definimos el nervio geométrico de C' como el conjunto simplicial N,C cuyos
p-simplices estan dados por

(NgC)n = Laz(g[n], C)
En otras palabras, N, es el funtor singular inducido por g (cf. B.2.1).

8.3.2. Los 0O-simplices de N,C son los objetos de C, los 1-simplices son las
flechas y los 2-simplices son los diagramas en C' de la forma

rp————F—> T2 .
\ ' /
T
Los 3-simplices pueden visualizarse como tetraedros con un objeto en cada

vértice, una flecha en cada arista y una 2-celda en cada cara, de modo que se
satisfacen ciertas ecuaciones.
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8.3.3 Definicién. Denotamos por B,C' a la realizacién geométrica del nervio
geométrico |N,C.

8.3.4. Las construcciones de arriba son funtoriales respecto a los funtores laxos.

Ny : Lax — sSet By : Lax — Top

8.3.5. El nervio geométrico extiende al nervio usual, en el sentido que se tiene
un isomorfismo natural NC' = N, (C) para C € Cat.

8.3.6. Los espacios B,C'y B,C° son homeomorfos naturalmente. Sin embargo,
no es cierto a priori que B,C' sea homeomorfo a B,C". Esto se debe a que al
aplicar la construccién (—)’ a un funtor laxo [n] — C no se obtiene un funtor
laxo (cf. 7.3.10).

8.4 Equivalencia entre ambas construcciones

Hasta aqui hemos asociado a una 2-categoria C' dos espacios topologicos, BoC'
y B,C. A continuaciéon damos una demostraciéon de que ambos espacios son
homotopicamente equivalentes. Esta equivalencia es el resultado fundamental
de [BCO3]. Nuestra demostracion es una versién de la presentada alli. Como
corolario de este resultado, las nociones homotdpicas que inducen Ny y N,
sobre los 2-funtores coinciden.

8.4.1. Recordemos que un funtor laxo = : [n| ~» C consiste en objetos x;,
flechas z; ; : ; — x; y 2-celdas ;1 : x;) = ¥,  satisfaciendo z;; = 1,,,
Tij5 = 1x,,j = Tiij ¥ (fli'k,l © xl_]k‘) ®Tikl = (ilfj,k,l © 37”) ® Tijl-

8.4.2 Definicién. Dados ¢y, ..., ¢, objetos de C, denotamos C’(co, ceyCp) A
la categoria definida como sigue:

1. los objetos de C(co, - . ., ¢,) son los funtores laxos  : [n] ~» C tales que
x(i) = ¢;
2. una flecha a : © — y en C’(CO, ...,Cp) es una familia o, ; : 2;; = y;; de

2-celdas de C' tales que

(jroaij) ®Tijr=Yije®ir  ;=id

8.4.3. Observamos que C(cy,...,c,) es la subcategoria plena de C’(co, ceeyCp)
formadad por los verdaderos funtores [n] — C'.

~

8.4.4 Proposicién. La inclusion i : C(co,...,c,) — Clco,...,¢n) es una
equivalencia homotopica.
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Demostracion. Basta definir 7 : C?(co, coosn) — C(co, ..., c,) adjunto para la
inclusion (cf. 2.3.6). Dado z € C(co,...,c,), definimos r(x) como el funtor
[n] — C dado por la tira de flechas componibles (xg1,Z12,...,2Zn_1,). Esta

construccién es funtorial. Observemos que una flecha x — iy consiste en 2-
celdas o ; tales que

(ajp o) @ i = g,
por lo que sélo es necesario definir las 2-celdas o 41, 0 sea dar un morfismo
rez — y. Esto prueba que r 1. O

8.4.5 Definicion. Sea N C' la categoria simplicial definida por

N,Cn = H é(co,...,cn)

€0s--+5Cn

con caras y degeneraciones usuales: si x : [n] ~» C es un objeto de N 4Cn,s
entonces d;(z) =x0; y sj(x) =xo0;.

8.4.6. Se tiene una inclusion de categorias simpliciales
NC — N,C

8.4.7 Proposicion. NC' — N C induce una equivalencia homotdpica de con-
Juntos bisimpliciales NoC'= NNC — NN C'.

Demostracion. Basta ver que es una equivalencia grado a grado (cf. 1.5.11).
En grado n el morfismo es el inducido por la inclusion

H C(coy .- Cn) — H é(co,...,cn)

COyeesCn CO,evsCn
Como cada funtor C(cy, ..., c,) — C (co, - - ., Cpn) es una equivalencia homotépi-
ca (cf. 8.4.4), el resultado queda probado. O

8.4.8 Notacion. Denotamos K, al conjunto simplicial {n — N, Cp,,}. Un
simplex de K, es una tira de m flechas componibles 2 — --- — 2™ en alguna
de las categorias C'(cy, . .., ¢,). En particular, K, = N,C.

8.4.9 Teorema. Dada C una 2-categoria, se tiene una equivalencia homotopi-
ca BoC = B,C natural.

Demostracion. Tenemos las siguientes inclusiones en sCat

NC — N,C «— N,C,
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donde vemos a N,C' como una categoria simplicial discreta. Vimos que la
inclusién NoC = NNC — NN, C es una equivalencia homotépica (cf. 8.4.7).
Basta con probar entonces que N,C' «— N,C' también lo es. Veremos que es una
equivalencia homotépica grado a grado (cf. 1.5.11). En grado m la inclusién
consiste en el siguiente morfismo simplicial.

K0—>Km

id

id id

Basta ver que el siguiente es una equivalencia homotépica, puesto que los
anteriores se obtienen como composicion de algunos de estos.

gb:Km—l _)Km

(xo_)xl_)“_me—l)H(xogxo_):ﬁ_)_‘__>xm—1)

Consideramos el siguiente morfismo simplicial

d)ZKm_)Km—l

<I0—>I1—>~~'—>$m)H(,Il—>~~'—>]}m)

Es claro que ¢ = id. Ademas, existe un morfismo
h: K, xI— K,
(@ S o' = a8 o (@) S ' = o™

(ver a continuacién) que resulta una homotopia simplicial entre ¢ y id. Con-
cluimos que ¢ y 1 son inversas homotopicas, y el resultado sigue. O

8.4.10 Notacién. En la homotopia simplicial definida arriba, (x°)* 2" 2l es la
flecha asociada a 2° = 2! a través del siguiente procedimiento. Si o : & — y es
una flecha de C(cy, ..., ¢,) y t : [n] — [1], entonces con a' : ' — y denotamos
la siguiente flecha de C'(cy, ..., ¢,). El objeto ' : [n] ~» C' estd dado por

= (') = s
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y la flecha of : 2t — y estd dada por

w ol (2Y);; = yij es la 2-celda de C siguiente

2¥)
at. o Oé@j t(l) = O
id  t(i)=1

Se verifica facilmente que 2! y o' estdn bien definidos (cf. 8.4.1, 8.4.2).

8.4.11 Corolario. u : C' — D es una equivalencia homotopica st y solo si
uy 1 B,C' — ByD lo es.

8.5 Teorema A para 2-funtores

En esta seccion enunciamos y demostramos una versién del Teorema A para
2-funtores (cf. [BC03]). Introducimos primero algunas construcciones y resul-
tados auxiliares que necesitaremos.

8.5.1 Definicién. Dado u : ' — D un 2-funtor, definimos un conjunto bi-
simplicial S" por

Smn ={(x,2) 1z :m]~ C,z:m+n+1] ~ D,ur = zd}

Aqui d : [m] — [m +n + 1] denota la inclusién. Las caras y degeneraciones de
S* se definen del modo obvio:

d?(x,z) = (2, diym12) di(z,z) = (d;iz,d;2)
sY
J

Y
s3(1,2) = (2, 8j40mn12)  8}(z,2) = (5,2, 5;2)

8.5.2. La aplicacién ¢* : S* — N,C, ¢(x,z) = z, es un morfismo en bsSet,
donde vemos a N,C' como un conjunto bisimplicial constante en la direccién
n (horizontal).

8.5.3. La aplicacién " : S* — N,D, ¥(z,2) = dJ"*'z, es un morfismo en
bsSet, donde vemos a N,D como un conjunto bisimplicial constante en la
direcciéon m (vertical).

8.5.4 Proposicién. diag(¢") : diag(S*) — N,C es una equivalencia ho-
motopica.

Demostracion. Basta ver que es una equivalencia homotoépica grado a grado
(cf. 1.5.11). Fijado m, veremos que el morfismo

Gu i {n = Sp ok = {n = NG}
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es una equivalencia. Como el lado derecho es un conjunto simplicial discreto,
debemos ver que la fibra de cada punto es contréictil. Sea x € {n — N,C),},
x : [m] ~ C. Afirmamos que la fibra sobre z se contrae al punto (x, u.(x) o s),
donde s : [m + n + 1] — [m] estd dado por s(i) = min(i,m). En efecto, una
homotopia simplicial estda dada por la férmula

h((z,z),t) = (x,z0a)

T 1<m
cona;:m+n+1] = [m+n+1], (i) =<¢m i>m,t(i) =0 U
i i>m,t(i) =1

8.5.5 Proposicién. Si la fibra homotopica C'//d es contractil para todo d €
Dy, entonces diag(y") : diag(S") — N,D es una equivalencia homotdpica.

Demostracion. Nuevamente, basta ver que es una equivalencia homotdépica
grado a grado (cf. 1.5.11). Fijado m, el morfismo

bot {m S5} — {me NyD,)

es una equivalencia. Al igual que en la proposicién anterior, el lado derecho
es un conjunto simplicial discreto, concentremonos pues en ver que la fibra de
cada punto es contractil. Sea y € {m — N,D,}, y : [n] ~» D. Llamemos K (y)
a la fibra sobre .

K(y)={(z,2z):x:[m]~ C,z: [m+n+1]~ Dyur = zd,y = zd'}

Este es un conjunto simplicial (caras y degeneraciones en la direccién m).
Aqui d' : [m] — [m +n + 1] estd dado por d'(i) =i +m + 1.

Afirmamos que K (y) es homotépico a K (d,y). Definimos un par de morfis-
mos simpliciales a : K(y) — K(d,y), f: K(d,y) — K(y) y homotopias sim-
pliciales af =2 id y fa = id. El prlmero estd dado por a(x, z) = (2, dmini12).
El segundo esta dado por ((z, z) = (z, 2'), donde 2’ : [m + n] ~» C satisface

<Km+n

Y t=m+n+1

2 j Js<m-+n

Yn—1,n?im+n ]:m+n+1

Zi gk sm+n

||
/—/%/—/H/—/H

7]7

Yn—1nZijn k=m+n+1
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Iterando el razonamiento, concluimos que K(y) tiene el tipo de homotopia
que K(d) para algin d € Dy. Dado d € Dy, es facil ver que K(d) es isomorfo
a Ny,((C"//d)"). Por hipétesis C'//d es contréctil, luego también lo es (C”//d)’
(cf. 8.1.13), y por la equivalencia entre el 2-nervio y el nervio geométrico (cf.
8.4.9) sigue que K (d) es contractil y queda probado el teorema. O

8.5.6 Corolario. Si la fibra homotdpica C//d es contrdctil para todo d € Dy,
entonces diag(y") : diag(S") — N,D es una equivalencia homotdpica.

Demostracion. Si C//d = C"//d es contractil para todo d, entonces por la

proposicién anterior v’ es una equivalencia homotdpica, y luego también lo es
u (cf. 8.1.13). 0

8.5.7 Teorema (Teorema A para 2-funtores). Sea u : C' — D un 2-funtor. Si
C'//d es contractil para todo d € Dy, entonces u es una equivalencia homotopi-
ca.

Demostracion. (cf. [BCO3]) Consideramos el siguiente diagrama conmutativo
en sSet.

N, D 28 diag (549", N, C

| l

N,D ~— diag(54) —= N, D
oD oatias(S" ) == No

donde v es el morfismo dado por (z,y) — (u(x),y). Vimos antes que los
morfismos horizontales son equivalencias homotépicas (cf. 8.5.4, 8.5.5). Se tiene
por 2-de-3 que u, también lo es y el teorema queda demostrado. ]

8.6 Teorema A para funtores laxos

Probaremos una version del Teorema A para funtores laxos, usando nuestra
construccién para la fibra homotépica de un funtor laxo (cf. 7.4.6), y nuestra
construccién C'.

8.6.1 Proposicién. Sea C' una categoria. El funtor lazo n : C ~ C es una
equivalencia homotdpica.

Demostracion. Por 2-de-3, basta con mostrar que la inversa 7 : C — C es una
equivalencia homotépica (cf. 7.5.14). Si f : ¢ — ¢ € Cy y z € C(c, ¢), entonces
existe a lo sumo una flecha (f) = 7(f) — z en C(c,¢), y existe si y sélo si
m(z) = f. Luego se tiene una adjuncién n - « entre C(c,¢) y la categoria
discreta C(c, ¢). El funtor C(c, ) — C(c,¢) es una equivalencia homotdpica
porque admite un adjunto (cf. 2.3.6). Luego 7 es una equivalencia homotépica
local, y como es una biyeccién en los objetos se concluye el resultado (cf.

8.2.5). 0
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8.6.2 Teorema (Teorema A para funtores laxos). Sea C' una categoria, D
una 2-categoria y u : C' ~> D un funtor lazo. Si C//d es contrdctil para todo
d € Dy, entonces u es una equivalencia homotopica.

Demostracion. Consideramos el siguiente diagrama (cf. 7.5.13).

C«lﬁ»(}

S

D

Acabamos de ver que el funtor laxo 1 es una equivalencia homotépica (cf.
8.6.1). Por 2-de-3, es suficiente mostrar que el 2-funtor v : C — D es una
equivalencia homotdpica. Para ello usaremos el Teorema A para 2-funtores (cf.
8.5.7). Verificamos que C'//d es contréctil para todo d € D.

Dado d € Dy, el funtor 7 : ¢ — C induce otro w//d : C//d — C//d.
Veremos que este funtor es una equivalencia homotépica, de donde se concluye
que C'//d es contréctil y queda probado el teorema.

Como hemos descrito antes, los objetos de C'//d y los de C'//d son los pares
(¢, ) € Cy x Dy tales que ¢ : u(c) — d,

(e,0)  ule) L=d

Para ver que m//d es una equivalencia homotépica, como induce una biyec-
cién en los objetos basta probar que es una equivalencia homotépica local (cf.
8.2.5). Fijados (¢, ¢), (¢, ¢') € (C//d)o = (C//d)o, si (f,a) : (¢, ) — (¢, ¢') es
una flecha en (C//d) y (x,) es otra, entonces existe a lo sumo una 2-celda
n(f,a) — (x,05), v existe si y s6lo si m(z) = fy a = [ e (¢ ou,). Luego se
tiene una adjuncion n 4 7 y listo. O]



Capitulo 9
Espacio de lazos de una 2-categoria

En este capitulo caracterizamos el espacio de lazos de una 2-categoria satisfa-
ciendo ciertas condiciones. Primero estudiamos la categoria de simplices A //C
de una 2-categoria C', y probamos que tiene el mismo tipo de homotopia que
C'. Esto nos dard una construccién natural que asocia a toda 2-categoria una
categoria con el mismo tipo de homotopia. En segundo lugar definimos a par-
tir del funtor de Yoneda un funtor laxo L : A//C' — Cat, los caminos con
un extremo libre. Por ultimo, probamos que la construccion de Grothendieck
sobre L es una fibracion de Quillen con categoria total contractil, de donde
deducimos la caracterizacion del espacio de lazos.

Como aplicacion del teorema anterior, derivaremos la condicion necesaria y
suficiente para deloopear una categoria monoidal. Los resultados de esta seccion
apareceran en [dHO09.

9.1 La categoria A//C

En esta seccién introducimos la categoria de simplices de una 2-categoria,
extendiendo la construccién de 6.1. De todas las definiciones alternativas que
hemos visto, aquella que nos permitira una buena generalizacion es la vista en
6.1.6.

9.1.1 Definicién. Sea C' una 2-categoria pequena. Definimos A//C| la cate-
goria de simplices de C', como la categoria (NC x A°)°, donde NC x A° es la
construccion de Grothendieck del funtor nervio NC' : A° — Cat (cf. 8.1.1).

9.1.2. Los objetos de A//C' son los pares (n,,z), con x : [n,] — C un funtor.
Esquemédticamente, pensamos a los objetos de A//C' como tiras de flechas
componibles

Lo —> X1 —> " —> Ty,

En otras palabras, los objetos son los simplices de NC', el nervio de la categoria
subyacente a C.

9.1.3. Una flecha (n,,z) — (ny,y) en A//C consiste en un par (£, «) con
€ ng = [y ya=(ag,...,an,) tal que oy : y(£(i—1) — £(7)) = x(i—1 — 9)

91
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es una 2-celda en C. Esquemdticamente, se tiene el 2-diagrama siguiente:

To xTq X9 —= .. —>Tp,

!

Esta visualizacion puede ayudar a comprender como es que se componen las

flechas en A//C. Si (§,0) : (ng,z) — (ng,y) v (0, 5) = (ny,y) — (ns,2),
entonces (1, 3) o (§, a) = (n€,7) con y; = ;@ (B 0+ - 0 Pe—1)+41)-

9.1.4. Si C es una categoria, vista como 2-categoria del modo usual (cf. 7.1.8),
entonces A//C = A/C, es decir uno recupera la construccién de 6.1.

9.1.5. Veremos mas adelante que los espacios clasificantes de A//C y C son
homotépicos. Luego la construccién C' — A//C reemplaza una 2-categoria por
una categoria preservando el tipo de homotopfia.

9.1.6 Definicién. La construccién A//C' admite la siguiente variacién. Defini-
mos la categoria de simplices geométrica YA //C como la categorfa (IN,C > A°)°
donde N,C'xA° es la construccion de Grothendieck del funtor N,C' : A° — Cat
(cf. 8.4.5).

9.1.7. La inclusién de categorfas simpliciales N,C' — N, C (cf. 8.4.6) es una
equivalencia homotopica fibra a fibra, y por lo tanto induce una equivalencia
homotopica en Cat al aplicar la construcién de Grothendieck (cf. 4.4.1)

AJJC —INJJC

9.2 El funtor sup: A//C ~ C

9.2.1 Definicién. Definimos el funtor laxo sup : A//C' ~~ C mediante las
siguientes formulas:

i) en los objetos se tiene sup(n,,x) = ,,;

ii) dada (&, @) @ (ng,z) — (ny,y) flecha en A//C, sup(&, ) = y({(n,) —

ny);
iii) dadas (£, ) : (ng, ) — (ny,v) y (0, 5) : (ny,y) — (ns, 2), se tiene

sup((n, 8) o (§, @) = z(n&(n,) — n.),
sup(n, 3) o sup(&, o) = z(n(ny) — n.) o y(§(ng) — ny)

y la 2-celda estructural sup, g) ¢ ) estd dada por

SUP(, ). (e.0) = 2(N(1y) — m2) 0 By 0 Buy1 0+ 0 Be(n,)11
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Se verifica facilmente que sup cumple el axioma de normalidad A). El B) se
satisface automaticamente porque A//C € Cat. Para el axioma C) hay que
usar la funtorialidad de la composicién.

9.2.2. En forma andloga se define el funtor laxo inf : (A//C)° ~~ C.

9.2.3. Los funtores sup e inf definidos en esta seccién son las extensiones na-
turales de aquellos definidos para categorias (cf. 6.2).

9.2.4 Teorema. FEl funtor sup : A//C ~ C' es una equivalencia homotdpica.

Demostracion. La demostracion es una adaptacion de la hecha en el caso de
categorfas (cf. 6.2.4). Usando nuestra version del Teorema A para funtores
laxos (cf. 8.6.2), debemos mostrar que las fibras homotépicas (A//C)//c (cf.
7.4.6) son contréctiles.

Dado ¢ € Cy, llamamos i : (A//C). — (A//C)//c a la inclusién de la fibra
en la fibra homotdpica. Definiremos un funtor r : (A//C)//c — (A//C)e ¥
transformaciones naturales 7 : id(acy//c = ir y € : cte = ir, con cte(z, f) =
(¢,id.) el funtor constante, de donde concluiremos que tanto (A//C)//c como
(A//C). son contréctiles (cf. 2.3.5, 2.3.8).

Dado (z, f) un objeto de (A//C)//c, tenemos que x = (xg — 1 — ... —
T,,) es un objeto en A//C'y f : x,, — c es un morfismo en C. Definimos
r(z, f) como el simplex de NC' que resulta de extender = usando f.

r(z, f) = (vo = x1 — ... = Ty, ER c)

Una flecha (z, f) — (y,g) de (A//C)//c consiste en un triple ((£, «), ).

Zo 1 X9 —> - —> Ty, ! C
fray fae "8
Yo — --- 4>y§04> 4>y§1 N %y£2 ... %ygnl N —>yny ?C

Definimos r((§, @), 5) : r(z, f) — r(y,g) como el morfismo (¢, ') de A//C
donde:

§J) TS

&g +1] — [ny + 1] 5/(j>:{n +1 j=n,+1
Y — X

o — aj  J < Ny

Finalmente, la transformacién natural i esta inducida por la inclusién [n,] —
[n, + 1] cuya imagen no contiene a n, + 1, y la transformacién natural € por
la inclusion [0] — [n, + 1] cuya imagen es n, + 1. O
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9.2.5. El funtor laxo sup : A//C ~» C admite una extensién natural

AJjC s o

|

IN/IC
definida como sigue:

= un objeto de YA //C' consiste en par (n,,z) con x : [n], ~ C. Se define
sup(ng, x) = x(ng);

» una flecha (n,, z) — (n,,y) de YA//C es un par (£, «) con £ : [n,] — [n,]
Y QG ¢ Yeigj = ;; una familia de 2-celdas compatibles (cf. 8.4.2). Se
define sup(&, &) = Ynn,n, ;

» dadas (ng,x) o), (ny,y) h), (n,, z) flechas componibles en IA //C' la
2-celda estructural asociada es

(Zn(ny)n. © Bug(na)nng)) ® Zng(ne) mng) e

El siguiente corolario resulta del axioma 2-de-3 (cf. 9.1.7, 9.2.4)

9.2.6 Corolario. El funtor laxo sup : IA//C — C' es una equivalencia ho-
motopica.

9.3 La categoria Ho Lax

En esta secciéon probamos que la categoria homotdpica de 2-categorias y fun-
tores laxos es equivalentes a Ho 7 op. En otras palabras, las 2-categorias y los
funtores laxos son buenos modelos para los tipos de homotopia.

9.3.1 Definicién. Decimos que un funtor laxo u : C' ~» D es una equivalencia
homotdpica si Byu : B,C — ByD es una equivalencia homotépica de espacios
topoldgicos.

9.3.2. Esta definicién de equivalencias homotopicas aplicada a 2-funtores u :
C — D coincide con la introducida antes (cf. 8.4.11).
9.3.3. Las equivalencias homotépicas en Lax forman una clase saturada (cf.

A2.1).

9.3.4 Definicién. Definimos Ho Lax como la localizacién de Lax por las equi-
valencias homotopicas.
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9.3.5 Teorema. La inclusion i : Cat — Lax induce una equivalencia de
categorias entre las categorias homotopicas.

HoCat = Ho Lax

9.3.6. Sigue de este teorema que la categoria Ho Lax es equivalente a la ca-
tegoria homotdépica usual Ho 7 op. Esta equivalencia pueden interpretarse del
siguiente modo: las 2-categorias, junto con los funtores laxos, resultan un con-
texto validos para hacer teoria de homotopia.

Demostracion. La inclusion i : Cat — Lax es plenamente fiel (cf. 7.3.4), lue-
go podemos aplicar la proposicion A.2.7. La retracciéon moédulo homotopia
r : Lax — Cat es el funtor que asigna a una 2-categoria C' su categoria de
sumplices geométrica YA//C.

r: Lax — Cat C—IA//C

La equivalencia homotépica natural « : ir = id estd dada por el funtor laxo
sup descrito arriba (cf. 9.2.6). O

9.3.7. La categoria Ho2Cat también resulta equivalente a la categoria ho-
motodpica usual (cf. A.3.5), por lo que desde el punto de vista homotdpico
da lo mismo trabajar con 2-funtores que con funtores laxos.

9.4 Espacio de lazos de una 2-categoria

En esta seccion caracterizamos el espacio de lazos de una 2-categoria bajo
ciertas condiciones. Este teorema extiende en un sentido los resultados de Segal
y Thomason sobre espacios de lazos inducidos por categorias monoidales (ver
por ejemplo [Se74]).

9.4.1 Notacion. Denotaremos con C' una 2-categoria pequena y con ¢ un objeto

de C.

9.4.2 Definicién. Definimos el funtor de caminos L : (A//C)° — Cat como
el funtor laxo que resulta de la composicién h¢ o sup® : A//C° ~~ C° — Cat
(cf. 7.2.4,9.2.1).

9.4.3. Esta composiciéon es un 2-funtor laxo, y por tanto tiene sentido consi-

derar la construccién de Grothendieck L x A//C' — A/J/C (cf. 3.8.4).

9.4.4 Definicién. La categoria de caminos E = L x A//C' es la construccion
de Grothendieck del funtor de caminos.
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9.4.5. Es facil ver que E es isomorfa a ((A//C)//c)°, la categoria opuesta a la
fibra homotdépica de sup. Sigue de aqui que E es una categoria contréactil (ver
demostracién de 9.2.4).

9.4.6. Como las 2-celdas estructurales de L no son necesariamente isomorfis-
mos, en general £ — A//C es una prefibracién y no una fibracién.

9.4.7 Definicién. Decimos que C, ¢ satisface la condicion de Quillen si pa-
ra toda f : ¢ — ¢ el funtor f* : C(¢",¢) — C(c,c) es una equivalencia
homotdpica en Cat.

9.4.8 Proposicion. Sea C,c conexa que satisface la condicion de Quillen.
Entonces para todo ¢ € Cy existe f: ¢ — ¢ € Cy flecha que los une.

Demostracion. Fijo ¢ € Cy, el conjunto {¢' : C(c/,c) # 0} es siempre un ideal
a derecha. Como (' satisface la condicién de Quillen, éste también es un ideal a
izquierda. Como C' es conexa, este conjunto es necesariamente igual a Cy. [

9.4.9 Teorema. Sea C,c conexa que satisface la condicion de Quillen. En-
tonces C/(c, c) tiene el tipo de homotopia del espacio de lazos de C' con punto
base c.

B(C(c,c)) = QByC

Demostracion. Consideramos la prefibraciéon £ — A//C' construida arriba.
Como el par C,c es de Quillen, resulta que el funtor de caminos manda toda
flecha de A//C a una equivalencia homotépica de Cat, de donde los cambios
de base de E — A//C son equivalencias homotépicas y ésta es una fibracion
de Quillen. El teorema 5.3.16 nos asegura que ByE — BA//C es una quasi-
fibracion de espacios topolégicos. Como el espacio total ByE es contréctil, se
concluye que la fibra (BfE). = B(C(c, ¢)) tiene el tipo de homotopia débil del
espacio de lazos de la base 2B,C'. El resultado sigue de aqui. O]

9.4.10 Ejemplo. Sélo algunas 1-categorias satisfacen la condicién de Quillen.
Pero entre ellas podemos nombrar una familia interesante: los grupoides. El
tipo homotépico de un grupoide es un K (G, 1), donde G es el grupo de au-
tomorfismos de un punto. En este caso, las componentes del espacio de lazos
son contractiles y (2G tiene por lo tanto el tipo de homotopia de un conjunto
discreto.

9.5 Caso de una categoria monoidal estricta

Una 2-categoria con un solo objeto es lo mismo que una categoria monoidal
estricta. El tipo homotodpico de esta 2-categoria es el que en trabajos de May,
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Segal y Thomason (cf. [May72, Se74, Th79]) es llamado el espacio clasifican-
te de la categoria monoidal (estricta). El espacio de lazos es en este caso el
espacio clasificante usual de la categoria, sin tener en consideracion la estruc-
tura monoidal. En esta seccion derivamos la condicion de delooping clasica del
teorema 9.4.9.

9.5.1 Definicién. Una categoria monoidal (estricta) (M, ®) es un objeto mo-
noide en Cat. Consiste en una categoria pequena M junto con un morfismo
®:MxM — M, (r,y) — = ®y, y un objeto 1 de M satisfaciendo las
siguientes identidades naturales.

(2RY)Rz=128 (y 2) rQl=0=1®x.

9.5.2. El conjunto bisimplicial inducido por la resolucién bar M € sCat (cf.
1.3.8) coincide con el 2-nervio Ny M, donde vemos a M como una 2-categoria
con un solo objeto (cf. 7.1.9).

9.5.3. El espacio clasificante BM de una categoria monoidal M es de un modo
natural un monoide topolégico (cf. 2.3.4), y por lo tanto un H-espacio. A
continuacion derivamos una condicién necesaria y suficiente para que este H-
espacio sea deloopeable.

9.5.4 Proposicién. Sea (M, ®) una categoria monoidal. Son equivalentes:
a) el monoide topolégico BM admite un inverso salvo homotopia;

b) los funtores de traslacion r, : M — M, y — y ® x son equivalencias
homotopicas;

c) los funtores de traslacion l, : M — M, y — = ® y son equivalencias
homotopicas;

d) mo(BM) es un grupo con la multiplicacion inducida por .

Demostracion. Claramente a) = b), a) = ¢) y a) = d). Que d) = a) puede
verse en [Se74]. Probaremos que b) = a), que es andlogo a ¢) = a).
Vemos (®,pry) : M x M — M x M como un morfismo sobre M.

M -EPR v om
M

Si x es un objeto de la base, entonces el morfismo inducido entre las fibras se
identifica con r,, que es una equivalecia homotdpica por hipdtesis. Luego, como

M x
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las proyecciones son prefibraciones, se tiene que (®, pry) induce equivalencias
homotépicas entre las fibras homotdpicas, y por el Teorema A en su versién
relativa (®, pry) es una equivalencia homotdpica (cf. 4.4.2). De aqui se concluye
con un argumento categérico: si (vy,ve) : BM x BM — BM x BM es un
inverso para la equivalencia homotépica B(®,pr,), entonces vy = pry y el
inverso salvo homotopia del monoide BM es la composicion

BM & par« BM S BM

[]

9.5.5 Proposicion. Sea M,® una categoria monoidal. El espacio BM es
deloopeable si y solo si el monoide topoldgico inducido (BM,®) admite un
1mwverso salvo homotopia.

Demostracion. Si BM es deloopeable entonces admite un inverso salvo homo-
topia porque todo espacio de lazos lo admite. Reciprocamente, si BM admite
un inverso salvo homotopia entonces por la proposicion anterior los funtores
M — M, y X y x x son equivalencias homotopicas. Luego M, visto como 2-
categoria como un solo objeto, satisface la condicién de Quillen (cf. 9.4.7) y
por el teorema 9.4.9 se tiene una equivalencia homotdépica

BM = QB,M

de donde BM es deloopeable. O



Apéndice A

Categorias homotodpicas

Las categorias homotépicas son el andlogo no abeliano de las categorias de-
rivadas. Se obtienen por medio de la localizacién de categorias, construccion
analoga a la localizacion de anillos. El ejemplo paradigmético es la categoria
homotdpica de espacios Ho 7 op, la cual puede ser considerada el objeto de es-
tudio de la topologia algebraica. Aqui damos un breve repaso de los conceptos
fundamentales, y mencionamos los principales ejemplos.

A.1 Localizacion de categorias

La localizacion de categorias es una extensién del concepto de localizacién,
clasico en el contexto de anillos. La referencia fundacional es [GZ67]. Exposi-
ciones més actuales pueden encontrarse en [Bo94], [GM96] y [KaS06].

A.1.1 Definicion. Si M es una categoria y W es una familia de flechas en
M, 1a localizacién de M por W es una categorfa M[W 1] junto con un funtor
v M — MW, llamado funtor de localizacién, que hace inversibles todas
las flechas en W y que es universal para esta propiedad. Mas precisamente, se
tiene

= y(f) es isomorfismo para todo f € W;

» si /71 M — N esun funtor tal que F(f) es isomorfismo para todo f € W,
entonces existe un tnico funtor F : M[W™1] — N tal que F o~y = F.

A.1.2. Dados M y W, uno construye la localizacién M[W '] con los mismos
objetos que M, con flechas generadas por aquellas de M y por inversas formales
de las que estan en W, mdédulo las relaciones evidentes.

af:x—y feMxy)
bpry—x feMayynw

AgQf = gy frg € (M)
relaciones < ajq, = id, x € ob(M)
afbf = id,bfaf =id f ew

generadores {

A.1.3. Usando la descripcién dada arriba es facil probar el siguiente resultado.

99
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A.1.4 Lema. Sea v : M — M[W™!] el funtor de localizacién. Dados F,G :
M[W — N la composicion con v establece una biyeccién

hom(F, G) = hom(F~, G)
entre las transformaciones naturales F' = G y las Fy = G7.

A.1.5. Como acabamos de ver siempre existe la localizacién, aunque en la
construccién anterior la coleccién de flechas © — y entre dos objetos de la
localizacién M[W~!] puede dejar de ser un conjunto, y aparecer eventualmen-
te problemas conjuntistas (cf. [Bo94, Vol.1, V]). No profundizaremos en esta
cuestion. El modo de evitar esta complicacion es apelando a construcciones al-
ternativas de M [W~!] cuando sea posible (e.g. calculo de fracciones, categorias
de modelos) o simplemente expandiendo el universo base.

A.1.6. El funtor de localizacion v no es en general ni pleno ni fiel. Por un lado,
se estan agregando inversas formales que pueden no estar en la imagen de 7.
Por el otro, tienen lugar identificaciones que hacen colapsar ciertas flechas.

A.1.7 Notacion. Cuando M es una categoria equipada con nociones homotopi-
cas (e.g. categorias de modelos, categorias simpliciales, categorias con cilindros)
y W es la clase de equivalencias homotopicas o equivalencias débiles, la loca-
lizacion de M por W recibe el nombre de categoria homotopica de M, y se
denota por Ho M.

A.1.8 Ejemplo. El ejemplo paradigméatico es el de espacios topoldgicos y
equivalencias homotépicas débiles. La categoria homotépica Ho 7 op es la lo-
calizacion de 7 op por las equivalencias homotdpicas débiles. Concretamente,
Ho T op = Top[W 1] con

W={f:X—=>Y]|f:m(X,z) = m.(Y, f(z)) es un isomorfismo VnVz}.

A.2 Clases saturadas

En esta seccién presentamos un resultado que nos sera de utilidad a la hora de
encontrar modelos para tipos de homotopia (categorias equivalentes a Ho 7 op).
En orden de desarrollar este resultado restringimos nuestro interés a los pares
(M, W) con M una categoria y W una clase de flechas saturada. Siguiendo la
notacién de arriba, Ho M denotard la localizacién M[W™1].

A.2.1 Definicién. Una clase de flechas W C fi(M) es saturada si satisface:

i) las identidades estén en W (id(M) C W);
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ii) en un tridngulo conmutativo, si dos de las flechas estan en W entonces
la tercera también (axioma 2-de-3); y

iii) siri =1y ir € W, entonces i,r € W.

A.2.2. Sigue de la definiciéon que una clase saturada debe contener los isomor-
fismos. Los isomorfismos conforman la clase saturada mas chica, y el conjunto
de todas las flechas es la clase saturada mas grande.

A.2.3 Ejemplo. Las equivalencias homotépicas débiles son una clase saturada
en 7 op.

AL24. 81 F: M — M es un funtor y W' C fl(M’) es saturada, entonces
W = F~1(IW’) es saturada. Remarcamos dos instancias de esta construccion:

= Todo funtor F': M — N induce una clase saturada canonica Wp, a saber

Wer={f efl(M): F(f) es un isomorfismo}

» Sii:S — M es una inclusion plenamente fiel y W es una clase saturada
en M, denotamos W s =i~ '(W) a la clase saturada inducida en S.

A.2.5 Ejemplo. A partir de la observacién anterior se tiene que las equiva-
lencias homotopicas en sSet, bsSet, Cat, Poset, 2Cat, Lax son todas clases
saturadas.

A.2.6. Al invertir flechas mas objetos se vuelven isomorfos. Suele ocurrir que
la categoria homotopica Ho M puede ser descrita por una clase de objetos
distinguidos. Tales son los casos de los CW-complejos en 7 op, los complejos
de Kan en sSet y, mas en general, los objetos fibrantes y cofibrantes en una
categoria de modelos cualquiera. La siguiente proposiciéon permite identificar
una tal clase de objetos distinguidos en un contexto muy general.

A.2.7 Proposicién. Sea M una categoria, W C fl(M) saturada y S una
subcategoria plena de M, con i :S — M la inclusion. Si existen r: M — S y
a :ir = idys tal que o, € W opara todo x, entonces el funtor

i:HoS — HoM
es una equivalencia de categorias, con quasi-inversa inducida por r.

Demostracion. (cf. [Mal05, pag. 61]) Sigue del siguiente cuadrado y del axioma
2-de-3 que r(f) € W|s para todo f € W.

r(x N ir(y)
f

()
azl lay
)

-
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Luego r también pasa a la categoria homotdpica induciendo un funtor
r:HoM — Ho S

La transformacion natural « : ir = id,; induce un isomorfismo natural ;0 :
Yauir = Yy al componer con ,,. Este, a su vez, induce otro & : i = idpe s
(cf. A.1.4), pues por la propiedad universal 7 es el tinico funtor que factoriza
Yarer.

M—"M

| |

HOM?HOM

Para probar que 7i es isomorfo naturalmente a idp,g se razona del mismo
modo, considerando la transformacién natural € : ir = idg inducida por «
(ver demostracion de 2.3.8). O

A.3 Modelos para tipos de homotopia

Gran parte de la topologia algebraica se centra en el estudio de la categoria
homotoépica Ho 7 op por medio de invariantes discretos. Desde este punto de
vista es muy interesante dar presentaciones alternativas a esta categoria. En
esta seccién repasamos algunas de ellas.

A.3.1 Ejemplo. La categoria homotépica Ho 7 op es equivalente a aquella de
CW-complejos y clases homotoépicas de funciones continuas.

Este resultado se prueba en dos etapas. Una aproximacién celular funto-
rial (e.g. X — |S(X)|) prueba que HoTop = HoCW (cf. A.2.7). Luego, el
Teorema de Whitehead afirma que una equivalencia homotoépica débil entre
CW-complejos es lo mismo que una equivalencia homotépica, de donde es
facil probar que la localizacion Ho CW consiste en tomar clases homotépicas
de funciones continuas.

A.3.2 Ejemplo. La adjuncién || 4 S entre espacios y conjuntos simpliciales
induce una equivalencia entre las categorias homotopicas.

Ho sSet = Ho T op

La demostracién de este resultado es uno de los objetivos centrales de [GZ67],
en donde lo presentan como la descripcion combinatoria de los espacios topolo-
gicos.

Esta equivalencia es el ejemplo paradigmatico de equivalencia de Quillen en-
tre categorias de modelos. En el trabajo fundacional [Qu67] puede encontrarse
otra demostracion.
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A.3.3 Ejemplo. Quillen probé (cf. [1172]) la equivalencia
HoCat = Ho sSet

de donde se deduce que las categorias pequenas también son modelos para
tipos de homotopia. Este resultado se obtiene de A.2.7, tomando como inclu-
sion plenamente fiel al funtor nervio, y como funtor de regularizacién r a la
asignacion X — A/X.

Thomason probé que Cat admite una estructura de modelos ([Th80]), don-
de las equivalencias débiles son nuestras equivalencias homotoépicas. Sigue del
trabajo de Thomason que la equivalencia Ho Cat = Ho sSet también puede ser
deducida de una equivalencia de Quillen.

A.3.4 Ejemplo. En el manuscrito [Gr83] Grothendieck introduce las nocio-
nes de categoria test y funtor test. Dada A una categoria pequena, el funtor
canénico A — Cat, a — A/a induce por extensién de Kan (cf. B.2.5) otro
Sett” — Cat, F — A/F. Se dice que A es una categorfa test (débil) si el
funtor F' — A/F induce una equivalencia

Ho Set™” =~ HoCat,

donde las equivalencias homotdpicas en Set?” son aquellas levantadas desde
Cat (cf. A.2.4).

El ejemplo paradigmatico de categoria test es A, y de funtor test es la in-
clusion A — Cat. Esta teoria fue desarrollada posteriormente por Maltsiniotis
y Cisinski (ver por ejemplo [Mal05]).

A.3.5 Ejemplo. El ultimo ejemplo al que hacemos referencia es 2Cat. En
[WHPTO07] se establece una estructura de modelos en 2Cat, con equivalen-
cias débiles inducidas por el 2-espacio clasificante. En particular, este trabajo

prueba la equivalencia
Ho sSet = Ho 2Cat.

A.3.6. En esta tesis se presentan dos nuevos modelos para tipos de homotopia.
El primero es el de posets, con las equivalencias homotépicas inducidas por la
inclusién Poset — Cat (cf. 6.8.4). El segundo es el de 2-categorias pequenas
y funtores laxos entre ellas, con equivalencias homotdépicas inducidas por el
nervio geométrico 2Cat — sSet (cf. 9.3.5).
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Categorias de prehaces

Los prehaces son las representaciones de una categoria pequena. Conforman
un topos en el sentido de Grothendieck, y fueron intensamente estudiados en
la literatura. Por ejemplo, los prehaces definidos sobre A son los conjuntos
simpliciales. A continuacion damos una revision a algunos conceptos funda-
mentales.

B.1 Prehaces y el Lema de Yoneda

B.1.1 Notacion. Dada C una categoria pequeiia, denotamos por Set®” la cate-
goria de funtores C° — Set. Los objetos de Set®” son comtinmente llamados
prehaces sobre C', o alternativamente, C'-conjuntos.

B.1.2. Un prehaz F' puede ser pensado como un graduado por los objetos de
C, v equipado con ciertos morfismos estructurales. Siguiendo este punto de
vista, decimos que x € F'(c¢) es un elemento de tipo ¢ de F.

B.1.3 Ejemplo. Cuando C = A se tiene Set®” = sSet.

B.1.4 Definicién. Si ¢ es un objeto de C, entonces C(—,c) € Set” es el
funtor representado por c, que asigna a cada objeto d de C el conjunto de

morfismos de C(d, c¢), y a cada morfismo f la funcién f*: g — gf.
El funtor de Yoneda h : C' — Set® esta definido por h(c) = C(—,c) vy

M) =1 ={9—af}

B.1.5 Notacién. Dado F € Set®”, denotamos C'/F a la fibra homotépica de
h sobre F'. Tiene por objetos los pares (¢,z) con ¢ € C'y z € F(c), y hay
una flecha g, : (¢,z) — (d,y) en C/F por cada flecha g : ¢ — d satisfaciendo

F(g)(y) = .

B.1.6 Proposicién (Lema de Yoneda). Sean F € Set® y c € C. La apli-
cacion natural que asigna a cada transformacion natural n = C(—,c) = F el
elemento n.(id.) induce una biyeccion

Set”" (C(—,¢), F) — F(c)

104
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Demostracion. Una transformacién natural 1 : C(—,¢) = F queda completa-
mente determinada por 7.(id.), en efecto

na(f) = na(f*(ide)) = f*(ne(ide)),  frd—ec

Ademés, dado cualquier elemento x € F(c), la férmula

na(f) = f* (), f:d—c
define una transformacién natural valida. O

B.1.7. El prehaz C(—, ¢) clasifica elementos de tipo c. Esta simple observacién
arroja las siguientes consecuencias.

B.1.8 Corolario. La inclusion de Yoneda es plenamente fiel.

B.1.9 Corolario. Los prehaces representables {C(—, ) }ceon(cy forman un con-
junto de generadores de Set®”.

Demostracion. Si o, : F' = G son morfismos de prehaces distintos entre si,
entonces existen un objeto ¢ y un elemento x € F(c) tales que ae(z) # B.(x).
Luego an, # (1., donde 1, : C(—,c) — F es el morfismo asociado a x. [l

B.1.10. La categoria de prehaces Set®” es completa y cocompleta. Los limites
y colimites se calculan lugar a lugar.

Concretamente, si D es una categorfa de indices y X : D — Set®”, i s
X', es un diagrama, entonces definiendo X**(c) = lim. X*(c) y tomando los
morfismos X*°(d) — X°°(c¢) inducidos en el colimite por cada flecha ¢ — d
en C, se construye un prehaz X°°. Es facil ver que este prehaz satisface la
propiedad universal del colimite.

La construccion para limites es anédloga.

B.1.11 Proposicién (Lema de Yoneda II). Todo prehaz es colimite de repre-
sentables. Mds precisamente, si C/F — Set® es el funtor (c,z) — C(—,c),
entonces

lim C(—,c) = F

_)

C/F

B.2 Funtores singulares y extension de Kan

El lema de Yoneda permite identificar un objeto ¢ € C con el prehaz que
representa C(—,c) € Set®”. Luego un modo de describir un objeto C' (aun-
que por cierto no muy eficiente) es a través del funtor C(—,¢c) : C° — Set.
Esta informacion es en general redundante y uno se limita a conocer cémo se
comporta C(—,c) para cierta subcategoria A C C. Este es el espiritu de los
funtores singulares.
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B.2.1 Definicion. Sea D una categoria, y sea ¢ : C' — D un funtor. El funtor
singular inducido por ¢ es ¢ : D — Set®” dado por (W) = D(p(=), W).

B.2.2 Ejemplo. Ejemplos de este funtor son el funtor singular (el cual motiva
el nombre), el nervio de una categorfa, los nervios fibrado y clivado para cate-
gorias fibradas, el 2-nervio y el nervio geométrico para 2-categorias, etcétera.

B.2.3. Dados D y ¢ : C' — D, el funtor singular inducido v preserva limites.

lim D(p(~), di) = D(p(~), lim d;)
B.2.4. El funtor de Yoneda h : C — Set®” permite embeber C' dentro de

una categoria cocompleta. Ademds de ser una cocompletacién de C, Set®” es
universal, en el sentido que se detalla a continuacion.

B.2.5 Proposicién (Extensién de Kan). Sea D una categoria cocompleta, y
sea ¢ : C'— D un funtor. Pensando ¢ como definido sobre los representables,
existe una tnica extension cocontinua (salvo isomorfismo) ¢ : Set®” — D.

h o
C —— Set®

RN

D
Ademds ¢ 1, donde ¥ es el funtor singular inducido por .

Demostracion. Definimos ¢(F) = li_n%/F ¢(c). Un morfismo de prehaces « :

F = @ induce un funtor C/F — C/G y éste un morfismo a, : ¢(F) — ¢(G).
La funtorialidad de esta construcciéon se deduce de la propiedad universal de los
colimites. Por supuesto, como un colimite esta definido a menos de isomorfismo
candnico, ¢ también esta caracterizado a menos de isomorfismo candnico.
Para la adjuncién ¢ = v, notar que una flecha ¢(F) — d consiste en una
familia de flechas compatibles ¢(c) — d indexada por C'/F. Una flecha ¢(c) —
d es un elemento de tipo ¢ del prehaz 1 (d), luego por el lema de Yoneda (cf.
B.1.6) esta flecha equivale a un morfismo de prehaces C'(—,c) — 1(d). Sigue
por la compatibilidad entre estas flechas que el dato ¢(F') — d es equivalente
a F' — 1(d) lo que concluye la demostracion. O

B.2.6 Notacion. El funtor ¢ es la extension de Kan del funtor .

. . o . . .
B.2.7 Corolario. Si ¢, ¢ : Set® — D son funtores cocontinuos que coinciden
en los representables, entonces se tiene un isomorfismo natural ¢ = ¢'.
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B.3 Ejemplos y aplicaciones

B.3.1 Ejemplo. Un funtor ¢ : A — D es un modelo para simplices en la
categoria D. Dado ¢ un modelo para simplices en una categoria D, la extension
de Kan ¢ es la ¢-realizaciéon, y su adjunto a derecha 1 es el funtor (p-singular.

» Cuando D = Top, ¢([n]) es el n-simplex topoldgico A™,

A" = {z € R" M z; > O,in =1}

y ¢ se define en las flechas en la forma candnica, entonces ¢ = | - | es el
funtor realizacion geométrica, y 1» = S es el funtor singular.

» Cuando D = Cat y ¢([n]) = [n] visto como categoria, entonces ¢ = ¢ es
el funtor realizacion categérica, y 1» = N es el funtor nervio.

B.3.2 Ejemplo. La ley exponencial en conjuntos
Set(A x X, B) = Set(A, BY)

implica que el funtor Set — Set, A — A x X preserva colimites. Dado X
conjunto simplicial, como los colimites y los productos en sSet se calculan lugar
a lugar, tenemos que el funtor sSet — sSet, K — K x X también preserva
colimites. Luego este funtor es la extension de Kan del funtor A — sSet,
[n] — Aln] x X, y por lo tanto admite un adjunto como adjunto a derecha al
funtor singular sSet — sSet, L — LX. De este modo pueden construirse hom
internos en sSet. Notar que por construccién del funtor singular los n-simplices
de LX estan dados por

(LX), = sSet(A[n] x X, L).

Se ve a partir de esta férmula que los vértices son los morfismos simpliciales
X — L, las aristas las homotopias simpliciales X x I — L, etcétera.
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