Teorema de punto fijo de Lefschetz: Version topologica y
versiones combinatorias.

E.G. Minian

La versién clésica (topolégica) del teorema de punto fijo de Lefschetz da condiciones
suficientes para que una funcién continua f : X — X definida en un poliedro compacto X
tenga puntos fijos. Mds concretamente, el teorema dice que si el nimero de Lefschetz A(f)
de la funcién (que es un invariante que se construye a partir de los valores de la funcién
en la homologfa de X) no es cero entonces f tiene puntos fijos. Como corolario inmediato
de este teorema, se tiene que toda funcién continua definida en un poliedro compacto y
contractil tiene puntos fijos. Este corolario generaliza el teorema de punto fijo de Brouwer
(que afirma este resultado para los discos cerrados).

Cuando f es simplicial (i.e. lineal a trozos), se tiene una versién combinatoria un tanto
mas fuerte del teorema: el niimero de Lefschetz mide de alguna manera los simplices que
quedan fijos por f (ya sea con la misma orientacién o la orientacién inversa). M4s atn,
podemos asegurar en este caso que, si existen puntos fijos entonces algtin baricentro queda
fijo por f. Ademas la demostracién del teorema resulta, en el caso combinatorio, mucho
més simple. Cuando la funcién f viene dada por un endomorfismo de posets, se tiene una
versién mucho mas fuerte atin del teorema: el nimero de Lefschetz coincide en este caso
con la caracteristica de Euler del subposet de puntos fijos.

Las referencias principales para la confeccién de estas notas son, para la version cldsica
los libros de topologia algebraica de Spanier [6] y Hatcher [4] y para las versiones combi-
natorias, los trabajos y notas de Bjorner [3] y Baclawski-Bjorner [1]. No obstante, el punto
de vista con el que estan elaboradas estas notas difiere del punto de vista de las fuentes
citadas, al igual que algunas de las demostraciones que aca se exponen.

1. Numero de Lefschetz y la version topolégica

1.1 Definicion. Dado un grupo abeliano finitamente generado M y un endomorfismo
¢ M — M, se define la traza de ¢ de la siguiente manera. Como M es un Z-mddulo
finitamente generado, se escribe como suma directa de su parte libre L(M) y su parte de
torsion T'(M). El morfismo ¢ induce un endomorfismo entre las partes libres de M

¢: M/T(M)— M/T(M)

Se define la traza tr(¢) como la traza de la ‘parte libre QNS, es decir la suma de los
elementos de la diagonal de la matriz asociada a ¢ en alguna base de M/T(M).
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Notar que la traza no depende de la base elegida y por lo tanto queda bien definida.
Claramente, tr(¢) € Z.

1.2 Observacion. Notar que la traza de la identidad 1js coincide con el rango de M
(dimensién de la parte libre).

En estas notas trabajaremos con poliedros finitos (=compactos). Claramente los poliedros
compactos tienen homologia finitamente generada (es decir, H,,(X) es finitamente gener-
ado para todo n y ademas H,(X) = 0 salvo para finitos n). De esta manera, el nimero
de Lefschetz quedard bien definido.

1.3 Definicién. Sea X un poliedro finito y sea f : X — X continua. Se define el ndmero
de Lefschetz de f como
A = S (-1)an(f) ez
n>0
donde fy, : Hy(X) — H,(X) son los morfismos inducidos por f en la homologia (singu-
lar=simplicial) de X .

1.4 Observaciones Varias.

1. Si se tienen f,g : X — X homotépicas, es claro que A(f) = A(g) ya que ambas
inducen los mismos morfismos en las homologias.

2. Notar que el nimero de Lefschetz de la identidad de X coincide con la caracteristica
de Euler x(X)

3. Si X es un poliedro contractil, toda f : X — X es homotodpica a la identidad y por
lo tanto A\(f) = x(X) = 1. M4s generalmente, si X es cualquier poliedro finito y f
es nullhomotdpica, entonces \(f) = 1.

El enunciado de la versién clasica del teorema es el siguiente.

1.5 Teorema de Lefschetz. Sea X un poliedro compacto, o mds generalmente un retracto
de un poliedro compacto, y sea f : X — X continua. Si A(f) # 0, f tiene al menos un

punto fijo.

1.6 Observacion. Notar que la reciproca del teorema es claramente falsa. Tomar por ejem-
plo X = S! la esfera unidimensional y f = 1x. En este caso se tiene que A(f) = x(S!) =0
pero f deja a todos los puntos fijos.

Como corolario inmediato se obtiene el siguiente resultado que generaliza fuertemente
el teorema de puntos fijos de funciones definidas en los discos compactos (teorema de
Brouwer):

1.7 Corolario. Si X es un poliedro finito, toda f : X — X nullhomotopica tiene puntos
fijos. En particular, toda funcion continua definida en un poliedro compacto y contrdctil
tiene puntos fijos.

La demostracién de esta version clasica del Teorema la dejaremos para la tltima seccién
de las notas. Veremos primero un lema importante que nos servird para demostrar el
teorema (en sus distintas versiones). Veremos también las versiones combinatorias del
teorema cuyos resultados son mas fuertes que la versién clédsica y a su vez son mucho maés
sencillas de demostrar.
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2. Versiones Combinatorias

Antes que nada necesitamos introducir algunas notaciones y demostrar el lema princi-
pal del cual se deduciran las distintas versiones del teorema.

Dado un complejo simplicial finito K, denotaremos con C,(K) al complejo de cadenas
asociado, es decir Cy,(K) es el grupo abeliano libre generado por los n-simplices orientados
[s] de K, donde cada simplex s orientado con la orientacién inversa se identifica con —[s].
Como siempre, el morfismo de borde d le asigna a cada simplex orientado la suma alternada
de sus caras orientadas. Recordar que todo morfismo simplicial g : K — L induce un
morfismo entre los complejos de cadenas asociados g : Cy(K) — Ci(L) y si g(s) es un
simplex de menor dimensién que s, entonces g(s) = 0 en C,(L).

2.1 Lema Principal. Sea (C,,d) un complejo de cadenas finitamente generado y sea
¢ : Cy — Cy un endomorfismo de complejos. Se tiene la igualdad

D (D)Mr(d) = Y (=1)"tr(Ha(9))

n>0 n>0
donde ¢y, : Cp, — Cy y Hp(¢) : Ho(C) — Hy(C) es la inducida en la homologia.

Demostracion. Notar que este lema generaliza un resultado similar sobre las caracteristicas
de Euler y la demostracion es casi idéntica:

Denotamos con Z, = Ker d, y By, = Im dp41.
Se tienen dos sucesiones exactas cortas de grupos abelianos:

0—Z,—C,— B,_1—0 0—B,—Z,— H,(C)—0

Por otra parte, notar que si

0 A B C 0
kb
0 A B c 0

es un diagrama conmutativo de grupos abelianos finitamente generados con filas exactas,
entonces tr(3) = tr(a) + tr(y).

Aplicando este resultado a las dos sucesiones exactas cortas de arriba (tomando los

3 morfismos verticales como los inducidos por ¢) y tomando luego sumas alternadas, se
obtiene la igualdad buscada.

O

Como corolario inmediato del lema, obtenemos el siguiente resultado que nos servira para
probar los teoremas en sus versiones combinatorias:
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2.2 Corolario. Sea K complejo simplicial finito, sea ¢ : K — K simplicial y |p| : | K| —
|K| la funcion continua inducida (realizacion geométrica). Entonces

Aol =Y (=1)"tr(¢n)

n>0
donde ¢y, : Cp(K) — C,(K) es la inducida a nivel complejos de cadena.

Este resultado nos esta diciendo que, para el caso simplicial, el nimero de Lefschetz
se puede calcular tomando la suma alternada de las trazas a nivel complejos (en lugar de
calcular las trazas a nivel homologia). Como decfamos, este lema es similar al lema utilizado
para las caracteristicas de Euler (en realidad lo generaliza): tomando en el corolario el
morfismo ¢ como la identidad obtenemos que la caracteristica de Euler de un complejo
simplicial (definido a partir de la homologia) coincide con la suma alternada de la cantidad
de simplices del complejo.

Con estos resultados obtendremos inmediatamente la primera version combinatoria del
teorema. Primero necesitamos ver algunos conceptos y un poco de notacién:

Dado un morfismo simplicial ¢ : K — K, decimos que un simplex s de K queda fijo
por ¢ si los conjuntos subyacentes (vértices) de s y ¢(s) coinciden. Observar que, si s
queda fijo por ¢, puede pasar que [¢(s)] y [s] tengan la misma orientacién o la orientacién
inversa.

Notaremos con ¢, la cantidad de n-simplices de K que quedan fijos por ¢ y tales que
¢ preserva su orientacién. Similarmente, notaremos con ¢, a la cantidad de n-simplices
de K que quedan fijos por ¢ y tales que ¢ invierte su orientacién.

Es claro que alguno o ambos pueden ser cero (si ¢ no deja fijo a ningin simplex).
Observar también que aunque algtiin simplex quede fijo por ¢, puede pasar que ningin
vértice quede fijo.

Como ejemplo, el morfismo ¢ definido en el 2-simplex orientado con vértices {0 < 1 <
2} como ¢(0) = 1,¢(1) = 2,$(2) = 0 deja fijo al 2-simplex y preserva su orientacién pero
no deja fijo a ninguno de sus vértices.

Notar que, si ¢ deja fijo a un simplex s (con la misma orientacién o la opuesta), aunque
ninguin vértice de s quede fijo por ¢ podemos de todas formas asegurar que el baricentro
b(s) € |s| C |K| quedard fijo por |¢|.

Como corolario de 2.2 y teniendo en cuenta estas tltimas observaciones, deducimos la

primera version combinatoria del Teorema de Lefschetz:

2.3 Teorema. Sea K un complejo simplicial finito y ¢ : K — K simplicial. Entonces
Mgl) =D (=1)"tr(gn) = Y (=1 (¢4 — oy,)
n>0

En particular, si A(|¢]) # 0, ¢ deja fijo algin simplex s de K y por lo tanto |¢| deja
fijo al baricentro b(s) € |K|.
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Demostracion. Por 2.2 sabemos que A(|¢]) = > (—1)"tr(¢y) donde ¢, : Cr,(K) — Cp(K).
Teniendo en cuenta que Cp(K) tiene como base a los n-simplices ordenados de K, los
elementos de la diagonal de la matriz de ¢, en esa base pueden tomar solamente tres
valores: el valor 0 si el simplex ordenado [s] correspondiente no queda fijo por ¢, el valor 1
si queda fijo y preserva su orientacion y el valor -1 si queda fijo y no preserva su orientacion.

De esto se deduce inmediatamente que tr(¢,) = ¢, —¢;, y se tiene la igualdad buscada.
El resto del teorema se deduce inmediatamente de las definiciones y de las observaciones
previas. O

2.4 Observacion Importante. La version combinatoria del teorema que recién expusimos
prueba un caso particular de la versién topoldgica, que es cuando f es lineal a trozos (i.e.,
si existe una triangulacién K de X tal que f = |@|, con ¢ simplicial). Para probar la
version general (f cualquier funcién continua) usaremos, entre otras cosas, aproximacion
simplicial y una generalizacion de 2.2.

Vamos a estudiar ahora la segunda versién combinatoria del teorema. Este resultado es
de Baclawski y Bjorner [1] y su demostracién es muy sencilla. Primero repasaremos unos
conceptos basicos de posets y su relacion con los complejos simpliciales.

Trabajaremos con posets finitos, aunque todo esto puede ser expresado en términos de
espacios finitos Ty (cf. [2] y [5]).

Dado un poset finito (X, <), le asociamos un complejo simplicial K(X) donde los
vértices son los elementos de X y los simplices son las cadenas de X (subconjuntos total-
mente ordenados). Un morfismo de posets f : X — Y (i.e., una funcién que preserva el
orden <) induce un morfismo simplicial K(f) : K(X) — K(Y) y se tiene un funtor bien
definido K de la categoria de posets finitos a la categoria de complejos simpliciales finitos.

Es claro que no todo complejo simplicial L es un K (X) para algin X, pero si L es la
subdivisién baricéntrica de algin complejo, entonces esto si sucede ya que la subdivision
baricéntrica L' se puede escribir como L' = K(X (L)) donde X (L) es el poset de simplices
de L ordenados por la inclusion.

Dado un poset finito X, podemos definir su homologia como la homologia del complejo
simplicial asociado K (X). En realidad, siguiendo a McCord [5], la homologia del complejo
simplicial asociado coincide con la homologia singular de X (visto como espacio finito),
ya que se tiene una equivalencia débil K(X) — X. De todas formas, para los objetivos
de estas notas podemos trabajar simplemente con posets y la homologia de los complejos
simpliciales asociados.

Dado un morfismo de posets f : X — X, podemos definir similarmente al caso de
complejos simpliciales, su nimero de Lefschetz A\(f) = MK (f)).

2.5 Observacion. Si X es una cadena (totalmente ordenado) entonces el inico morfismo
inyectivo (=sobreyectivo=biyectivo) f : X — X es la identidad.
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Para enunciar la segunda versién combinatoria del teorema (versién para posets), nece-
sitamos la siguiente notacién:

Dado un poset finito X y un morfismo f : X — X, definimos el subposet (eventual-
mente vacio) de puntos fijos por f:

X' ={zeX z=f(z)}cX
El teorema para posets relaciona el nimero de Lefschetz de f con la caracteristica de
Euler de X/.

2.6 Observacion. La caracteristica de Euler de un poset Y (a la que hace referencia el
préximo teorema) es por supuesto la caracteristica de Euler del complejo simplicial aso-
ciado K (Y'). Coincide claramente con la caracteristica de Euler de Y visto como espacio
finito por la equivalencia débil K(Y) — Y. Notar que x(Y) es facilmente calculable a
partir del diagrama de Hasse de Y ya que se tiene la férmula:

)= Y (Eer
cec(y)
donde C(Y') son las cadenas en Y (cf. [2]).

2.7 Teorema. Sea X un poset finito y f : X — X un morfismo. Entonces
A(f) = x(X7)
En particular, si \(f) # 0, entonces X1 # (.

Demostracion. El teorema se deduce facilmente de la version combinatoria que ya probamos.
Notar que los simplices de K (X) son cadenas de X y el inico morfismo biyectivo de orden
definido en una cadena es la identidad (2.5). Por lo tanto, si K(f) deja fijo a un simplex
s (con la misma orientacién o la inversa), todos los vértices de s queda fijos.

Se tiene A(f) = > (=1)"tr(f,) donde f, : Cp, (K (X)) — Cr(K(X)). Pero por lo dicho

anteriormente, se tiene que

tr(fn) = #{(x0 < ... < n), fl@s) = 23} = #{(x0 < ... < p),z; € XT}

De donde se deduce inmediatamente el resultado. O

3. Demostracién de la version topolégica

Nos queda por demostrar la versién cldsica del teorema (enunciada en la primera
seccién de las notas). Para eso necesitamos previamente probar una generalizacién de 2.2.
Esto se debe a que, en el caso continuo, se necesita subdividir una triangulacion dada de
un poliedro para utilizar aproximacion simplicial.

Notemos primero lo siguiente: si K/ es una subdivisién de un complejo simplicial K,
se puede definir un morfismo canénico ¢ : C,(K) — C.(K') entre los complejos de cade-
nas asociados, asigndndole a cada simplex orientado [s] de K la suma (alternada) de los
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simplices orientados de K’ que conforman la subdivisién de s. Este morfimo de complejos
de cadenas induce la identidad entre las homologias H,,(K) = H,(K').

Ahora bien, si en lugar de tener un morfismo simplicial ¢ : K — K como en 2.2,
comenzamos con un morfismo simplicial ¢ : K/ — K (para alguna subdivisiéon K’ de K),
la funcién continua |¢| : |K’| = |K| — |K| no proviene de un morfismo simplicial K/ — K’
y por lo tanto no podemos aplicar directamente 2.2, pero valiéndonos del morfismo ) :
Cy(K) — Cy(K'), como corolario de 2.1, se obtiene la generalizacion:

3.1 Lema. Sea K' una subdivision de un complejo simplicial finito K, sea ¢ : K/ — K

simplicial y sea |¢| : |K'| = |K| — |K| la funcion continua inducida. Entonces
A(l¢l) = Z(_l)ntr(wn¢n)
n>0

donde ¢ : Cp(K') — Cp(K) es el morfismo inducido a nivel complejos de cadena y
U Cp(K) — Cr(K') es el morfismo candnico definido arriba.

Notar que el morfismo de complejos de cadenas ¢ induce el mismo morfismo que
¢ a nivel homologias porque v induce la identidad. Como dijimos, la demostracién es
inmediata a partir de 2.1 y queda a cargo del lector.

Podemos comenzar ahora con la demostraciéon de la versién clasica del teoremas:

Paso Uno. Veamos primero que, si el teorema es vélido para poliedros compactos
entonces también es valido para retractos de poliedros compactos:

Para eso, supongamos que X es un retracto de un poliedro compacto Y, es decir: existe
una funcién continua r : Y — X tal que ri = 1x donde 7 : X — Y es la inclusion.

Dada f : X — X, nos construimos la funcién continua ¢ = ifr : ¥ — Y. Como ¢
es la inclusién y r retraccién, es facil ver que tr(gy,) = tr(f,) para todo n y por lo tanto

A(f) = Ag)-

Por lo tanto, si A(f) no es cero, tampoco lo es A\(g). Como suponemos el teorema
vélido para Y, se tiene algin punto fijo y € Y de g. Pero como y = g(y) = ifr(y),
entonces 7(Y) = rifr(Y) = f(r(Y). Se deduce entonces que r(y) € X es punto fijo de f.

Hemos probado con esto que basta demostrar el teorema para poliedros compactos.

Paso Dos. Sea entonces X un poliedro compacto y f : X — X continua. Supongamos
que f no tiene puntos fijos. Sea T una triangulacion de X.

Veamos que existen subdivisiones 7"y T” de Ty un morfismo simplicial g : 7" — T’
que aproxima a la funcién f: X — X y tal que [g(s)| N|s| = 0 para todo simplex s de T":

Como X es poliedro compacto, tiene una métrica d y como f(x) # = para todo punto
x, se tiene que d(f(x),z) > 0 para todo x y por compacidad, existe un € > 0 tal que
d(x, f(x)) > € para todo x.
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Sea T" una subdivisién de T' que cumple que st(s) = |J s<w W (unién de los sfmplices
que contienen al simplex s) tenga didmetro menor que £/2 para todo simplex s de T".

Por teorema de aproximacién simplicial, existe una subdivisién 7" de 7" y un morfismo
simplicial g : T" — T" que aproxima a f. Como g aproxima a f y d(z, f(z)) > €, se tiene
que d(z,g(x)) > /2 y por lo tanto |g(s)| N|s| = @ para todo simplex s de T”. Notar
ademds que A(f) = A(]g|) por ser homotépicas.

Paso Tres. El morfismo g : 7" — T induce g, : C,,(T") — C,(T") y por el lema 3.1,
se tiene que

) = 32 (=1t ($ngn)

n>0

(donde v es como en el lema). Pero como |g(s)| N |s| = 0 para todo simplex s de T”, la
diagonal de v, g, tiene todos ceros y por lo tanto probamos que A(f) =0 ]
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