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Aires, por acogerme con cariño durante mis estancias en Argentina y ofrecerme su amistad
y simpat́ıa.
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siempre lo mejor de śı mismas. A Pilar, por dejarme ser su amiga, empleada y de nuevo
amiga, por ser una mujer valiente a pesar de las dudas y los miedos, por confiar en mi a
pesar de todo y porque tu lo vales.



A las amigas del foro, Monica, Aran, Carlota, Rosa y sita Fred, que estos últimos años
me han animado y demostrado una cálida amistad mostrándome un nuevo mundo lleno
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1.3. Cohomoloǵıa de de Rham . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Introducción

Esta tesis concierne al cálculo de la homoloǵıa ćıclica de hipersuperficies
sobre un cuerpo k de caracteŕıstica cero. Recordemos que si A es un álgebra
conmutativa, entonces las homoloǵıas de Hochschild y ćıclica de A admiten
descomposiciones (llamadas de Hodge):

HHnA = ⊕n
p=0HH

(p)
n A HCnA = ⊕n

p=0HC
(p)
n A

Estas homoloǵıas están relacionadas por una sucesión exacta larga

HC
(p−1)
n−1 A

B // HH
(p)
n A

I // HC
(p)
n A

S // HC
(p−1)
n−2

B // HH
(p)
n−1A (1)

llamada sucesión SBI. En el caso en que A es una hipersuperficie, es decir
A = R/f con R suave, entonces la homoloǵıa de Hochschild puede describirse
en forma sencilla en términos del complejo de cocadenas

L : Ω0
R

df // Ω1
R

df //df // . . . df // Ωm
R

Aqúı m = dimR, Ωn
R es el módulo de n-formas diferenciales sobre k, y el

operador de borde es el producto exterior con df , la diferencial exterior de f .
Los grupos HH

(p)
∗ A se expresan en términos del truncamiento del complejo

L de nivel p:

HH(p)
n A = H2p−n(L≤p/fL≤p) (2)

En particular1,

HH(n)
n A = Hn(L≤n/fL≤n) = Ωn

R/(fΩn
R + df ∧ Ωn−1

R ) = Ωn
A

1Esta fórmula y la de HC
(n)
n en la página siguiente, son válidas para cualquier álgebra

conmutativa, ver [Lod, 4.5.12, 4.6.8].

iii
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Además, si por ejemplo R es local o un anillo de polinomios, entonces L y
L/fL son isomorfos a los complejos de Koszul de las derivadas parciales de
f en R y A, respectivamente. Por otro lado, en [BACH] se muestra que la
imagen del operador S puede describirse en términos de cohomoloǵıa de de
Rham. Se tiene

S(HC(p)
n A) = H2p−n

dR (R/fn−p) (3)

De (1), (2) y (3) se obtiene una sucesión exacta

0 // H2p−n−1
dR (R/fn+1−p) // HC

(p−1)
n−1 A // H2p−n(L≤p/fL≤p)

��
0 H2p−n

dR (R/fn−p)oo HC
(p)
n Aoo

Por ejemplo, en el caso p = n, se tiene

HC(n)
n A = Ωn

A/dΩ
n−1
A

En general, esta sucesión nos dice que el cálculo de la homoloǵıa ćıclica de
A se reduce al cálculo de la cohomoloǵıa de L/fL y de la cohomoloǵıa de
de Rham de R/fn para todo n. Por lo dicho antes, L/fL es esencialmente
un complejo de Koszul; su cálculo está bien entendido, e incluso está im-
plementado en Singular. El problema reside entonces en calcular los grupos
H∗

dR(R/fn) que, en general, pueden variar cuando n vaŕıa. Una manera de
evitar este problema, es concentrarse en el caso en que R admite una gra-
duación no negativa

R = k ⊕R1 ⊕R2 ⊕ . . . . (4)

y f es homogéneo. En efecto, para tales R y f se tiene

Hp
dR(R/fn) = Hp

dR(k) =

{
k p = 0
0 p 6= 0

Este caso ha sido considerado por diversos autores ([BV, Vig, BACH]). En
esta tesis se prueba la siguiente fórmula (en el Corolario 2.4.5), que generaliza
los resultados de loc. cit.:

Teorema A Sean R como en (4) y A = R/fR, con f homogéneo, entonces:

HCn(A) ∼= HCn(k)⊕ Ωn
A

dΩn−1
A

⊕
n−1⊕

q=[n/2]

H2q−n+1(L) (5)
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HHn(A) ∼= Ωn
A ⊕

n−1⊕
q=[n/2]

H2q−n(L)⊕H2q−n+1(L) (6)

�

Por ejemplo en [BV] y en [BACH] los autores estudian el caso en que f es
homogéneo y además tiene singularidades aisladas, y en [Vig] la autora se
centra en estudiar los casos en los que dimR ≤ 3 y f es homogéneo dando
resultados expĺıcitos en estos casos.

En el caso no graduado, es poco lo que sabe sobre los grupos H∗
dR(R/fn).

En el Caṕıtulo 2 estudiamos los morfismos πq
p : Hq

dR(R/fp+1)→ Hq
dR(R/fp)

y mostramos que no son isomorfismos en general. Por ejemplo, en el aparta-
do 2.1.5 se exhibe un polinomio f ∈ R = k[x, y] de modo que π1

p no es
isomorfismo para ningún entero p.

En el Caṕıtulo 3, nos centramos en el caso en que R es una k-álgebra que
es un dominio regular esencialmente de tipo finito de dimensión de Krull m
y tal que el grado de trascendencia de su cuerpo de fracciones sobre k es
m, A = R/fR y f ∈ R tal que su lugar singular consta de puntos aislados
Sing(f) = {m1, . . . ,mu}. Para un tal f , consideramos su ideal jacobiano
Jac(f), y el ı́ndice de Briançon-Skoda

bs(f) = máx
1≤i≤u

mı́n{n : fn ∈ Jac(f) ·Rmi
}

Recordemos que el teorema de Briançon-Skoda ([BS]) dice que bs(f) ≤ m =
dimR. La cohomoloǵıa infinitesimal de A (ver sección 1.6) está dada por

H∗
inf (A) = H∗(lim←−−n

ΩR/fn)

Uno de los resultados principales de la tesis es el siguiente, ver Teorema 3.5.2
y nota 3.4.8:

Teorema B Sean R, f y A como en el párrafo anterior. Entonces existe un
entero κ0 tal que para todo p ≥ 0, se verifica que

i) Si p ≤ m− 3 entonces

HCp+q
p+2qA = Hp

dR(R/f q) = Hp
inf (A) = Hp

dRA (p ≤ m− 3, q ≥ 1).
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ii)

HCm−2+q
m−2+2qA = Hm−2

dR R/f q (q ≥ 1)

= Hm−2
inf A (q ≥ máx{bs(f) + 1, κ0 + 1}).

iii) Tenemos que

SqHCm−1+p+q
m−1+2(p+q)A = Im (Hm−1

dR (R/fp+q)→ Hm−1
dR (R/fp+1)) (q ≥ 1)

=Hm−1
inf A (q ≥ c− 1).

donde c = máx{bs(f) + 1 + κ0 − p, bs(f) + 1}.

iv) Para p = m y q ≥ q0 = bs(f) + 1 + κ0

HCm+q
m+2qA

∼= Hm
dR(R/f q+1) = Hm

inf (A).

�

Otro de nuestros resultados para el caso de singularidades aisladas concierne a
la homoloǵıa ćıclica negativaHN∗(A). Los gruposHN∗(A) están relacionados
con los de homoloǵıa de Hochschild mediante una sucesión exacta larga

HHn+1A // HNn+2A
S // HNnA // HHnA (7)

Notar que abusamos de la notación y llamamos con la misma letra S a oper-
adores distintos como los de (1) y (7). El siguiente resultado es consecuencia
del teorema 3.4.7 y la nota 3.4.8.

Teorema C. Consideremos los sistemas inversos (Vκ, S) y (Wκ, S), donde
Vκ = HNm+2κA y Wκ = HNm+2κ+1A. Sea κ0 como en el Teorema B entonces
para todo κ ≥ κ0 se satisfacen las siguientes condiciones.

i) Wκ = 0.

ii) Sbs(f)(Vκ+bs(f)) = 0.

iii) Sea li := dimk ker(Si : Vκ0+i → Vκ0) (i ≥ 1), entonces

li = dimk ker(Si : Vκ+i → Vκ).
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�
Además damos un algoritmo que permite calcular efectivamente κ0 y las
dimensiones li (ver el apartado 3.6.), lo implementamos en Singular (ver
Anexo II), y lo utilizamos en la lista de singularidades de Arnol’d (Anexo I).

En el caso particular en que bs(f) = 1 probamos (ver Lema 3.7.1)

Si bs(f) = 1, entonces H∗
dR(R/fn) = H∗

dR(A) (n ≥ 1) (8)

Utilizando este hecho obtenemos la siguiente fórmula para la homoloǵıa ćıcli-
ca de A (ver Teorema 3.7.3)

HCp
n(A) =



Ωn
A

dΩn−1
A

p = n

Ωm
A ⊕Hm−1

dR (A) 2p− n = m− 1

H2p−n
dR (A) 2p− n ∈ {0, . . . ,m− 2}

0 el resto

(9)

La homoloǵıa ćıclica negativa HN∗(A) está ligada con la K-teoŕıa algebraica
por un morfismo llamado caracter de Chern

chn : Kn(A)→ HNn(A) (10)

En [Cor1] se introduce una K-teoŕıa infinitesimal, Kinf
∗ , y se prueba una

sucesión exacta larga

HNn+1(A) // Kinf
n A // KnA

ch // HNnA (11)

La K-teoŕıa infinitesimal es invariante por extensiones nilpotentes ([Cor1])
y satisface escisión ([Cor4]). Esto implica, por ejemplo, que si A es el anillo
de una curva con normalización B, entonces Kinf

∗ (A) puede expresarse en
términos de Kinf

∗ (B) y de extensiones finitas del cuerpo k. A continuación
mostramos cómo funciona esto para el caso de curvas sobre k = Q̄, la clausura
algebraica de Q. Primero precisamos notación. Sea A una Q̄-álgebra de di-
mensión 1, tal que A/m = Q̄ para todo maximal m (por ejemplo el anillo
coordenado de una curva sobre Q̄ o su localización en un maximal). Sean B
la normalización de A, I = annA(B/A) el ideal conductor, s = dimQ̄(A/I)red

y b = dimQ̄(B/I)red. Consideremos la K-teoŕıa y la homoloǵıa ćıclica relativa
al morfismo de inclusión φ : A → B; por definición, se tiene una sucesión
exacta
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Kn(φ) // Kn(A) // Kn(B) // Kn−1(φ)

La homoloǵıa ćıclica negativa relativa satisface una sucesión exacta análoga.
Obtenemos el siguiente resultado (ver 4.8.1)

Teorema D Con las notaciones del párrafo anterior se tiene

i) Si n ≤ −2, K−nφ = 0.

ii) Hay una sucesión exacta

0→ K0(φ)→ HN1(φ)→ (Q̄/Z)b−s → K−1φ→ HN−1φ→ 0

iii) Para n ≥ 1 se tiene

Kn(φ) = (Kn+1(Q̄))b−s ⊕HNn(φ)

Si además n ≥ 2, entonces HNn(φ) = HNn(A).

�
En el caso particular en que b = s, obtenemos (ver Corolario 4.8.2);

Kn(A) = HNn(A)⊕Kn(B)(n ≥ 2)

Aśı, dado que las curvas planas son hipersuperficies con singularidades ais-
ladas, vemos cómo los métodos y resultados del Caṕıtulo 3 nos permiten
calcular sus grupos de K-teoŕıa. Además en la sección 4.9 damos un ejem-
plo de una hipersuperficie que no es curva plana para el que calculamos su
K-teoŕıa

Ésta memoria de tesis está organizada en cuatro caṕıtulos estructurados de
la siguiente forma.

En el primer caṕıtulo se introducen ciertos conceptos y definiciones básicas
sobre las teoŕıas de homoloǵıa que estudiaremos a lo largo de esta tesis como
la homoloǵıa ćıclica o la homoloǵıa de Hochschild.

En el segundo caṕıtulo nos centramos en el estudio de hipersuperficies.
Consideramos A una k-álgebra con una presentación del tipo A = R/I donde
R es un dominio regular esencialmente de tipo finito e I = fR es un ideal
principal propio. En las secciones 2.1 y 2.2 se obtienen complejos sencillos
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para calcular las homoloǵıas de Hochschild, ćıclica y ćıclica negativa de A. En
la sección 2.1 se define un complejo Ep que involucra a la siguiente sucesión
exacta larga

Hn(Ep) // Hn
dR(R/fp+1) // Hn

dR(R/fp) // Hn+1(Ep) (12)

En 2.2 consideramos R un álgebra Z-graduada y f un elemento homogéneo.
Para este caso obtenemos un ejemplo (ver 2.2.8) que verifica que Hq(Ep) 6= 0
para q = m−1,m y todo p. Luego, de (12) se sigue que los morfismos πq

p con
q = m − 2,m − 1 no son sobreyectivos para ningún p. A continuación nos
centramos en el caso en el que el polinomio f pertenece a su ideal jacobiano.
En 2.2.4 se prueba que la fórmula (6) es válida para un tal f (y en particular
para f homogéneo) y escribimos en función de estos isomorfismos cómo queda
el producto que dota a HH∗(A) de estructura de álgebra. En la sección 2.4
estudiamos el caso particular en que A es un álgebra Z≥0-graduada y f
un elemento homogéneo de grado positivo. El resultado principal de esta
sección es el Teorema 2.4.3 del cual la fórmula (5) se obtiene como corolario
(ver 2.4.5). A continuación damos algunos ejemplos en los que calculamos
la homoloǵıa ćıclica usando este resultado. Por otro lado, en la sección 2.5
utilizando las fórmulas obtenidas antes para el producto en la homoloǵıa de
Hochschild, obtenemos fórmulas análogas para el producto en la homoloǵıa
ćıclica negativa.

El tercer caṕıtulo concierne al cálculo de la homoloǵıa ćıclica de hipersu-
perficies singulares cuyas singularidades son aisladas. Los teoremas A y B se
prueban en 3.4.7 y 3.5.2. De la demostración constructiva de los teoremas
surge un algoritmo (ver 3.6) que nos permite determinar la cota κ0 y las
dimensiones li. Implementamos este algoritmo en el paquete Singular y lo
aplicamos a algunos ejemplos de las listas de clasificación de singularidades
de [AGLV]. Tanto la tabla de ejemplos como la explicación del algoritmo
aparecen en los anexos I y II. En la última sección de este caṕıtulo, la 3.7,
nos centramos en el caso en que bs(f) = 1 y probamos (8) y (9).

En el cuarto caṕıtulo aplicamos los resultados obtenidos para calcular los
grupos de K-teoŕıa de ciertas hipersuperficies. En las secciones 4.1-4.4 se
introducen conceptos básicos de K-teoŕıa. En 4.5 se estudia el concepto de
escisión y los cuadrados de Milnor. En la sección 6 se definen el caracter de
Chern y la K-teoŕıa infinitesimal. El resultado principal de la sección 4.8 es
el Teorema 4.8.1, donde se prueba el Teorema D. Usando el Teorema D y el
Teorema C podemos calcular la K-teoŕıa de curvas planas con singularidades
aisladas en función de la K-teoŕıa de extensiones finitas del cuerpo base.
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También calculamos la K-teoŕıa en un ejemplo concreto que no es una curva
plana.

En el anexo I exponemos una tabla que refleja el resultado obtenido cuando
probamos los ejemplos de la lista de singularidades aisladas de [AGLV] en
nuestro algoritmo.

En el anexo II explicamos el mecanismo de implementación de nuestro al-
goritmo en lenguaje Singular. También lo mostramos en pseudocódigo y re-
alizamos una traza sobre un ejemplo concreto.



Caṕıtulo 1

Preliminares

La principal intención de este caṕıtulo es proporcionar unas ideas básicas
sobre los conceptos que abarca este trabajo. Para ello empezaremos dan-
do definiciones y propiedades de las teoŕıas de homoloǵıa que utilizaremos.
También explicaremos cómo se relacionan. Finalmente expondremos uno de
los métodos para calcular estas teoŕıas de homoloǵıa, utilizando álgebras de
cadena, desarrollado en [FT], [FT1], [BV] y [CGG].

A lo largo de todo este trabajo k será un cuerpo de caracteŕıstica cero y A
una k-álgebra asociativa con unidad. Para una introducción mas detallada al
tema se puede consultar el libro [Lod].

1.1. Homoloǵıa de Hochschild

Definición 1.1.1 El complejo de Hochschild C∗(A) es el complejo dado
por Cn(A) = A⊗ A⊗n con el borde

b(a0, . . . , an) =

=
n−1∑
i=0

(−1)i(a0, a1, . . . , ai · ai+1, ai+2, . . . , an) + (−1)n(an · a0, a1, . . . , an−1)

Aqúı y en adelante ⊗ denota a ⊗k y a = (a0, a1, . . . , an) denota a a0 ⊗ a1 ⊗
· · · ⊗ an ∈ Cn(A). Los grupos HH∗(A) = H∗(C(A), b) son la homoloǵıa de
Hochschild de A.

Notemos que [n] 7→ Cn(A) es un espacio vectorial simplicial, con morfismos
cara y degeneración dados por

1
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µi : Cn+1(A)→ Cn(A) 0 ≤ i ≤ n+ 1

µi(a0, . . . , an) =

{
(a0, . . . , aiai+1, . . . , an+1) i ≤ n

(an+1a0, a1, . . . , an) i = n+ 1

sj : Cn(A)→ Cn+1(A), (0 ≤ j ≤ n)

sj(a0, . . . , an) = (a0, . . . , ai−1, 1, ai, . . . , an)

Observemos que

b =
n+1∑
i=0

(−1)iµi : Cn+1(A)→ Cn(A) (n ≥ 0)

Por [8.3.8] de [Wei], el subespacio graduado D∗(A) con

Dn+1(A) =
n∑

i=0

si(Cn(A)) ⊂ Cn+1(A)

es un subcomplejo aćıclico. Por tanto la proyección C∗(A) → C̄∗(A) :=
C∗(A)/D∗(A) es un cuasi-isomorfismo. Se tiene

C̄n(A) = A⊗ Ā⊗n

donde Ā = A/k.

Propiedades de la Homoloǵıa de Hochschild

1. Para todo n ∈ N los grupos HHn(A) son k-espacios vectoriales.

2. Todo morfismo de k-álgebras f : A → A′ induce un morfismo k-
lineal de complejos entre C(A) y C ′(A) el cual induce un morfismo
fn : HHn(A) → HHn(A′), es decir HHn es un funtor covariante en la
categoŕıa de k-álgebras asociativas.

3. El funtor HHn respeta el producto en el sentido siguiente:

HHn(A× A′) = HHn(A)⊕HHn(A′).

Esto es debido a que el morfismo C(A)⊕C(A′)→ C(A⊗A′) inducido
por las inclusiones A→ A× A′ ← A′, es un cuasi-isomorfismo.
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4. Sea Ae = A ⊗ Aop. Notemos que A es un Ae-módulo a izquierda v́ıa
(a ⊗ b) · x := axb y es un Ae-módulo a derecha v́ıa x · (a ⊗ b) := bxa.
Se prueba en [Lod, 1.1.13] que

HHn(A) ∼= TorAe

n (A,A)

5. Si A es conmutativa, Ae también lo es y por tanto los TorAe

n (A,A),
es decir, los HHn(A) son A-módulos. Esto también puede verse direc-
tamente a partir del complejo, ya que los Cn(A) tienen estructura de
A-módulos a izquierda, y como b es un morfismo de módulos para A
conmutativa, se sigue que los grupos de homoloǵıa HHn(A) son A-
módulos.

6.

HH0(A) = A⊗Ae A =
A

k · {a0a1 − a1a0 / a0 ∈ A, a1 ∈ A/k}

Luego si A es conmutativa se tiene que HH0(A) = A

7. Si A es conmutativa, entonces b : A ⊗ A → A es el morfismo 0, y se
tiene

HH1(A) =
A⊗ A

{a⊗ bc− ab⊗ c− ac⊗ b : a, b, c ∈ A}

Se sigue de esta presentación que la aplicación d : A → HH1(A) in-
ducida por A → A ⊗ A, a 7→ 1 ⊗ a es una derivación. Más aún, no
es dif́ıcil ver que d es universal; por tanto HH1(A) = Ω1

A := Ω1
A/k, el

módulo de diferenciales de Kähler (ver [Lod, 1.1.10]).

8. Sea A conmutativa, entonces para todo conjunto multiplicativamente
cerrado S ⊆ A se tiene que el funtor HH∗ conmuta con el funtor
localización, es decir

HH∗(S
−1(A)) = S−1(HH∗(A))

Esto se deduce de la propiedad 4 y del hecho de que localizar es exacto.
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Ejemplo S(V ).

Sea V un k-espacio, entonces denotamos por A = S(V ) al álgebra simétrica
de V . Si {xi : i ∈ I} es una base de V se tiene que S(V ) se puede identificar
con el anillo de polinomios k[xi]i∈I . Identificando V ⊕0 con V ⊗1 y 0⊕V con
1⊗V obtenemos Ae = S(V ⊕V ). Consideremos el morfismo µ : A⊗A→ A tal
que µ(a⊗ b) = ab. El núcleo de la restricción de µ a V ⊕V , que denotaremos
por qV , es el espacio generado por los elementos de la forma {(v,−v) : v ∈
V }, donde qv := (v,−v) se identifica con el elemento v⊗ 1− 1⊗ v ∈ A⊗A.
Entonces tenemos las igualdades S(V ) ⊗ S(V ) = S(V ⊕ V ) = S(V ⊕ qV ).
Denotando dV a V [−1] definimos el álgebra de cadenas

R∗ : . . . // S(V ⊕ qV )⊗ Λ2dV
∂ // S(V ⊕ qV )⊗ dV ∂ // S(V ⊕ qV )

donde ∂ : R∗ → R∗−1 viene determinada por ser la única derivación que sobre
los generadores verifica que ∂dv = qv y ∂v = ∂qv = 0. Notar que [∂, ∂] = 2∂2

puesto que ∂ tiene grado impar, por tanto ∂2 es una derivación. Luego para
ver que ∂2 es cero basta ver que es cero sobre los generadores, pero esto es
cierto ya que ∂2v = ∂2qv = 0 por definición y ∂2dv = ∂qv = 0. Por tanto R∗
es un complejo de cadenas.

Veamos que además es una resolución proyectiva de A como Ae-módulo.
Consideremos D : R∗ → R∗+1 la única derivación tal que Dv = Ddv = 0 y
Dqv = dv. Entonces se tiene que sobre los generadores la derivación [∂,D]
actúa como [∂,D](v) = 0, [∂,D](qv) = qv y [∂,D](dv) = dv. Definamos ahora
una nueva graduación inducida por los pesos ω(v) = 0 y ω(qv) = ω(dv) = 1.
Sea E : R∗ → R∗ la derivación de Euler correspondiente a esta graduación,
es decir E(x) = ω(x)x para cada x homogéneo con respecto a la graduación
ω. Entonces E es la única derivación que sobre los generadores verifica que
E(v) = 0, E(qv) = qv y E(dv) = dv, por tanto E = [∂,D]. En particular,
[E, ∂] = 0, y por tanto ω(∂x) = ω(x) si ∂x 6= 0.

Sea h : R∗ → R∗+1 la aplicación S(V )-lineal que para cada elemento ho-
mogéneo x lo env́ıa a 0 si ω(x) = 0 y a 1/ω(x)D(x) si ω(x) 6= 0. Consid-
eremos la aumentación ε : R∗ → S(V ) definida a partir de los generadores
como ε(v) = v y ε(qv) = ε(dv) = 0. Entonces tenemos que [∂, h] ≡ id en
ker ε, para probarlo basta verlo para x homogéneo no nulo de grado positivo.
Si ∂x 6= 0 se tiene
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[∂, h](x) = ∂h(x) + h∂(x)
= ∂( 1

ω(x)
D(x)) + 1

ω(∂x)
D∂(x)

= 1
ω(x)

[∂,D](x)

= 1
ω(x)

E(x)

=x

Una cuenta similar prueba que también se tiene [∂, h](x) = x si ∂(x) = 0.
Está aśı demostrado que R∗ es una resolución de S(V ). Luego usando la
propiedad 4, tenemos que la homoloǵıa de Hochschild de S(V ) es la homoloǵıa
del complejo

A⊗Ae R∗ : . . .
0 // S(V )⊗ Λ2V

0 // S(V )⊗ V 0 // S(V )

Por tanto se tiene que para todo n ∈ N

HHn(S(V )) = S(V )⊗ ΛnV

Ejemplo T (V ).

Sea A = T (V ) el álgebra tensorial de V , es decir, A =
⊕

n≥0 V
⊗n donde

V ⊗0 = k y la multiplicación en A es la inducida por

(ν1 ⊗ · · · ⊗ νp) · (νp+1 ⊗ · · · ⊗ νp+q) = (ν1 ⊗ νp ⊗ νp+1 ⊗ · · · ⊗ νp+q)

Se demuestra que

P : A⊗ V ⊗ A b′ // A⊗ A b′ // A (1.1)

es una Ae-resolución proyectiva aumentada de A, donde b′(a ⊗ b) = ab y
b′(a ⊗ v ⊗ b) = av ⊗ b − a ⊗ vb. Para ver esto definiremos una aplicación
k-lineal s∗ : P∗ → P∗+1 tal que

sb′ + b′s = 1 (1.2)

Sea s−1 : A→ A⊗ A, s−1(a) = 1⊗ a. Para definir s0 consideremos primero
la derivación D : A→ A⊗ V ⊗A determinada por D = 1⊗ v ⊗ 1. Ponemos
s0(a⊗ b) = aD(b); si b = v1 ⊗ · · · ⊗ vp ∈ A entonces

s0(a⊗ b) = −
p−1∑
i=1

av1 . . . vi−1 ⊗ vi ⊗ vi+1 . . . vp − av1 . . . vp−1 ⊗ vp ⊗ 1
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Utilizando estas fórmulas se tiene (1.2) por cálculo directo. En virtud de la
propiedad 4, se tiene que la homoloǵıa de Hochschild de A es la homoloǵıa
del complejo

A⊗Ae P≥0 : A⊗ V 1−σ−→ A

Donde P≥0 denota la parte Pi con i ≥ 0 y σ es la permutación ćıclica sobre
cada potencia tensorial V ⊗m, σ(v1 ⊗ · · · ⊗ vm) = vm ⊗ v1 ⊗ · · · ⊗ vm−1. Por
tanto

HHn(T (V )) =


0 n ≥ 2

ker(1− σ) =
⊕

m≥1(V
⊗m)σ n = 1

k ⊕
⊕

m≥1(V
⊗m)σ n = 0

Aqúı (V ⊗m)σ y (V ⊗m)σ son los invariantes y los coinvariantes bajo la acción
de σ.

1.2. Producto en HH

Definición 1.2.1 Sea Sn el grupo simétrico actuando sobre el conjunto
{1, . . . , n}. Una (p, q)-permutación barajada es una permutación σ en
Sp+q tal que

σ(1) < σ(2) < · · · < σ(p) y σ(p+ 1) < σ(p+ 2) < · · · < σ(p+ q)

Para toda k-álgebra A, el grupo Sn actúa sobre Cn(A) por

σ · (a0, a1, . . . , an) := (a0, aσ−1(1), . . . , aσ−1(n))

Denotemos por Shp,q al conjunto de las permutaciones barajadas de tipo p, q.
Sea A′ otra k-álgebra. El producto barajado

−×− = shp,q : Cp(A)⊗ Cq(A
′) −→ Cp+q(A⊗ A′)

es el definido por

(a0, a1, . . . ap)× (a′0, a
′
1, . . . a

′
q) =∑

σ∈Shp,q

sgn(σ)σ · (a0 ⊗ a′0, a1 ⊗ 1, . . . , ap ⊗ 1, 1⊗ a′1, . . . , 1⊗ a′q)
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Propiedades del producto barajado

El borde de Hochschild es una derivación graduada para este producto.
En efecto, se tiene (ver [Lod, 4.2.2])

b(x× y) = b(x)× y + (−1)|x|x× b(y) x ∈ Cp(A), y ∈ Cq(A
′) (1.3)

Sea

shn : (C∗(A)⊗ C∗(A′))n =
⊕

p+q=n

Cp(A)⊗ Cq(A
′)→ Cn(A⊗ A′)

la aplicación shn =
∑

p+q=n shp,q. La aplicación sh∗ : C∗(A)⊗C∗(A′)→
C∗(A ⊗ A′) es la llamada aplicación barajada o shuffle; es un cuasi-
isomorfismo por el teorema de Eilenberg-Zilber (ver [Lod, 4.2.2]).

Si A es conmutativa, entonces el morfismo µ : A ⊗ A → A dado por
µ(a ⊗ b) = ab es un morfismo de álgebras. Componiendo el producto
barajado con la aplicación inducida por µ se obtiene un producto bara-
jado interno enHH(A) =

⊕
n≥0HHn(A) que, abusando de la notación,

denotamos también como ×. Este producto junto con la derivación b
dotan a HH(A) de estructura de álgebra diferencial graduada.

Formas diferenciales

Definición 1.2.2 Se define el A-módulo de n-formas diferenciales como
el producto exterior de A-módulos

Ωn
A = Λn

AΩ1
A,

que está generado por los elementos de la forma a0da1 ∧ · · · ∧ dan, que deno-
taremos por a0da1 . . . dan. El álgebra exterior ΩA =

⊕∞
n=0 Ωn

A es el álgebra
de formas diferenciales de A.

Por la propiedad universal del álgebra exterior, el isomorfismo Ω1
A = HH1(A)

de 1.1.7 se extiende a un morfismo de álgebras graduadas

ε : ΩA → HH(A)

que asigna a la forma a0da1 . . . dan, la clase de
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(a0, a1)× (1, a2)× · · · × (1, an) (1.4)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)(a0, aσ(1), . . . , aσ(n)) (1.5)

Por otra parte tenemos la aplicación

µ : C∗A→ Ω∗
A, µ(a0, . . . , an) =

1

n!
a0da1 . . . dan (1.6)

Un cálculo sencillo muestra que µ ◦ b = 0; en otras palabras, µ es un morfis-
mo de complejos (C∗(A), b) → (Ω∗

A, 0). Por tanto µ induce un morfismo en
homoloǵıa HH∗A→ Ω∗

A. Se sigue de (1.4) que µ ◦ ε = 1. Por tanto Ω∗
A es un

sumando directo de HH∗A:

HH∗(A) = Ω∗
A⊕? (1.7)

Para el siguiente teorema recordamos algunos conceptos de álgebra conmu-
tativa. Sea A una k-álgebra conmutativa. Decimos que A es de tipo finito
si A es isomorfa a un cociente A = k[x1, . . . , xm]/I de un anillo de polinomios
en un número finito de variables y que es esencialmente de tipo finito
si es de la forma A = S−1B para algún álgebra B de tipo finito y alguna
parte multiplicativamente cerrada S ⊂ B. Notemos que toda álgebra esen-
cialmente de tipo finito es un anillo noetheriano. Un anillo noetheriano A se
dice regular si todo A-módulo finitamente generado admite una resolución
proyectiva de longitud finita.

Teorema 1.2.3 (Hochschild-Kostant-Rosenberg, ver [Lod]) SeaA una
k-álgebra conmutativa esencialmente de tipo finito. Si A es regular, entonces
el término ? de (1.7) es cero. En particular los morfismos ε y µ definidos
arriba son isomorfismos inversos.

Observación 1.2.4 Notemos que el morfismo ε está definido aún en el caso
en que k tenga caracteŕıstica positiva. De hecho el teorema anterior es cierto
para k perfecto. La rećıproca del teorema, es decir, que el hecho de que ε∗
sea un isomorfismo implica que A es regular, fue probado por A. Campil-
lo, J.A. Guccione, J.J. Guccione, M.J. Redondo, A. Solotar y O.E. Villa-
mayor ([CBACH]) para el caso de caracteŕıstica cero; casi simultáneamente
Avramov y Vigué ([AV]) probaron el mismo resultado para caracteŕıstica
arbitraria.
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1.3. Cohomoloǵıa de de Rham

SeanA una k-álgebra conmutativa, y Ω∗
A el álgebra de formas diferenciales. La

derivación universal d : A→ Ω1
A se extiende de forma única a una derivación

d : Ω∗
A → Ω∗+1

A ; se tiene

d(a0da1 . . . dan) = da0 . . . da1

Dado que d1 = 0, se tiene que d◦d = 0; por tanto Ω∗
A es un álgebra diferencial

graduada (de cocadenas). Su cohomoloǵıa se llama cohomoloǵıa de de
Rham de A

H∗
dRA := H∗(ΩA, d)

La estructura de álgebra diferencial de Ω∗
A induce una de álgebra graduada

en H∗
dRA. Notemos además que todo morfismo de k-álgebras A→ B induce

uno de k-álgebras diferenciales graduadas ΩA → ΩB, y por tanto uno de
álgebras H∗

dRA→ H∗
dRB.

Acción de derivaciones en H∗dR(A).

Sea D : A → A una derivación k-lineal. Por la propiedad universal de d :
A → Ω1

A, D se factoriza en forma única como d seguida de un morfismo de
A-módulos. Tenemos D = ιD ◦ d, donde ιD(adb) = aDb. A su vez, ιD se
extiende en forma única a una derivación A-lineal ιD : Ω∗

A → Ω∗−1
A . Dado que

ι2D(da) = ιD(Da) = 0, se sigue que ι2D = 0. Sea

LD = [d, ιD] = dιD + ιDd (1.8)

Entonces LD es una derivación,

[LD, d] = 0 y LD(a) = ιDd(a) = D(a) (a ∈ A) (1.9)

Más aún, es fácil ver que LD es la única derivación que verifica (1.9). En
particular LD es un morfismo de complejos; (1.8) dice que este morfismo es
homotópico a 0. Por tanto la aplicación inducida es nula

LD ≡ 0 : H∗
dRA→ H∗

dRA

Aplicación 1.3.1 Sean A =
⊕

n∈ZAn un álgebra graduada, y E : A → A,
E(a) = |a|a, la derivación de Euler asociada a la graduación.

La graduación de A induce una en Ω∗
A,
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Ω∗
A =

⊕
n∈Z

nΩ∗
A

La restricción de LD a nΩ∗
A es la homotecia de razón n. Como [LD, d] = 0.

se sigue que d preserva esta descomposición en pesos; por tanto H∗
dR(A) =⊕

nH
∗(nΩ∗

A). De lo visto en el apartado anterior se sigue que H∗(nΩ∗
A) = 0

si n 6= 0. Por tanto

H∗
dR(A) = H∗(0Ω

∗
A)

En el caso en que la graduación es no negativa (es decir An = 0 para n < 0)
se tiene además 0Ω

∗
A = Ω∗

A0
, y por tanto

H∗
dR(A) = H∗

dR(A0) si An = 0 para n < 0 (1.10)

Ejemplo 1.3.2 Sea A = S(V ), el álgebra simétrica del espacio vectorial V .
Entonces, por lo visto en la sección 1.1, Ω1

A = A ⊗ V , y d : A → A ⊗ V
es la derivación determinada por dv = 1 ⊗ v. Por tanto Ω∗

A = A ⊗ Λ∗V , y
d : A⊗Λ∗V → A⊗Λ∗+1V es la única derivación con dv = 1⊗ v y d ◦ d = 0.
Si E es la derivación de Euler y v ∈ V , entonces ιE es la única derivación
A-lineal tal que ιE(dv) = v. En particular si dimV = m <∞, y {x1, . . . , xm}
es una base, entonces A = k[x1, . . . , xm] y (ΩA, ιE) es el complejo de Koszul
de x1, . . . , xm.

1.4. Homoloǵıas ćıclica, periódica y negativa

Ya vimos que si A es un álgebra entonces (C(A), b) y su cociente (C̄(A), b)
son complejos de cadenas cuasi-isomorfos. Además tenemos un operador B :
C̄∗(A)→ C̄∗+1(A), el operador de Connes, definido por

B(a0, a1, . . . , an) =
n∑

i=0

(−1)n·i(1, ai, ai+1, . . . , an, a0, . . . , ai−1)

Vemos que B2 = 0; por tanto (C̄∗(A), B) es un complejo de cocadenas.
Además un cálculo sencillo muestra que b y B anticonmutan:

[b, B] = bB +Bb = 0

Toda vez que tenemos un triple (C̄∗, b, B) de modo que (C̄∗, b) es complejo de
cadenas, (C̄∗, B) de cocadenas y b y B anticonmutan, decimos que (C̄∗, b, B)
es un complejo mezclado.
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Consideremos el complejo doble CP(A), que llamaremos complejo doble periódi-
co

...

b
��

...

b
��

...

b
��

...

b

��
. . . A⊗ A⊗4Boo

b
��

A⊗ A⊗3Boo

b
��

A⊗ A⊗2Boo

b

��

A⊗ ABoo

b

��

. . .Boo

. . . A⊗ A⊗3Boo

b
��

A⊗ A⊗2Boo

b

��

A⊗ ABoo

b

��

A
Boo

. . . A⊗ A⊗2Boo

b
��

A⊗ ABoo

b

��

A
Boo

. . . A⊗ ABoo

b

��

A
Boo

. . . A
Boo

. . . −1 0 1 2 . . .

Se define la homoloǵıa ćıclica periódica de A como la homoloǵıa del
complejo total (producto)

HPn(A) = Hn(Tot∗(CP(A), b+B)).

Notar que si tenemos un morfismo entre dos álgebras f : A→ B éste induce
un morfismo a nivel de los complejos CP(A)→ CP(B). Que dicho morfismo
conmuta con la b ya se teńıa por el apartado de homoloǵıa de Hochschild y
que conmuta con la B se deduce a partir de la fórmula de B. Por tanto se
tiene que HP∗ es un funtor.

Observar que para cada n entero, Tot2n(CP(A)) = A×A⊗A⊗2×A⊗A⊗4×. . .
y que Tot2n+1(CP(A)) = A⊗A×A⊗A⊗3× . . . . Por tanto el complejo total
de CP(A) es un complejo periódico de orden 2.

Si en vez de considerar este complejo, consideramos el subcomplejo truncado
formado por la columna cero y las columnas negativas se obtiene un nuevo
complejo doble que denotaremos CN (A)
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...

b
��

...

b
��

. . . A⊗ A⊗3Boo

b
��

A⊗ A⊗2Boo

b

��
. . . A⊗ A⊗2Boo

b
��

A⊗ ABoo

b

��
. . . A⊗ ABoo

b

��

A
Boo

. . . A
Boo

. . . −1 0

Se definen los grupos de homoloǵıa ćıclica negativa como los grupos de
homoloǵıa del complejo total de CN (A)

HNn(A) = Hn(Tot∗(CN (A), b+B)).

Si ahora consideramos el complejo cociente entre CP(A) y CN (A) obtenemos
el complejo doble

. . .

b
��

. . .

b
��

. . .

b
��

. . .

A⊗ A⊗2

b
��

A⊗ A
b

��

Boo A
Boo

A⊗ A
b

��

A
Boo

A

2 3 4 . . .

Definimos el complejo doble B(A) como el complejo anterior rodado dos
columnas a la izquierda, de esta forma tenemos la sucesión exacta de com-
plejos
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0→ Tot∗(CN (A))→ Tot∗(CP(A))→ Tot∗(B(A))[−2]→ 0. (1.11)

Se define la homoloǵıa ćıclica de A como la homoloǵıa del complejo total
de B(A)

HCn(A) = Hn(Tot∗(B(A)), b+B).

Tal y como están definidos los complejos se pueden deducir fácilmente varias
sucesiones exactas de complejos como

0→ C∗(A)→ Tot∗(B(A))→ Tot∗(B(A))[−2]→ 0 (1.12)

0→ Tot∗(CN (A))[2]→ Tot∗(CN (A))→ C∗(A)→ 0

Estas sucesiones, junto con la sucesión (1.11), dan lugar a las sucesiones
exactas largas de homoloǵıa

. . . // HHn(A) I // HCn(A) S // HCn−2(A) B // HHn−1(A) // . . .

(1.13)

. . . // HNn+2(A) S // HNn(A) I // HHn(A) B // HNn+1(A) // . . .

(1.14)

. . . // HCn−1(A) B // HNn(A) I // HPn(A) S // HCn−2(A) // . . .

(1.15)

La sucesión (1.13) se denomina sucesión exacta de Connes.

Propiedades de la homoloǵıa ćıclica

Todas estas teoŕıas de homoloǵıa son funtoriales pues todas se deducen
del complejo CP y éste verifica que todo morfismo f : A → B induce
un morfismo de complejos doble CP(A)→ CP(B) y por tanto entre las
homoloǵıas.

Sea {fi : Ai → Ai+1}i∈I un sistema directo en la categoŕıa de k-álgebras
asociativas. Entonces se tiene que para todo n,

lim←−−i
HCn(Ai) ∼= HCn(lim←−−i

Ai)
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De la sucesión (1.13) se deduce queHC0(A) = HH0(A) y queHC1(A) =
coker (BI : HH0A→ HH1A). Si A es conmutativa se tieneHH0(A) =
A, HH1(A) = Ω1

A y BI = d; por tanto HC0(A) = A y HC1(A) =
Ω1

A/dΩ
0
A.

Teorema 1.4.1 (Goodwillie) Sean A un álgebra, e I ⊂ A un ideal nilpo-
tente. Entonces el morfismoHP∗(A)→ HP∗(A/I) inducido por la proyección
al cociente es un isomorfismo.

Para la demostración ver el apartado 4.1.15 de [Lod].

Ejemplo 1.4.2 Si consideramos A = k tenemos que A = 0 por tanto el
complejo CP(k) queda

...

b

��

...

b

��

...

b

��
. . . 0

Boo

b
��

0
Boo

b
��

k
Boo

. . . 0
Boo

b
��

k
Boo

. . . k
Boo

. . . −1 0 1 . . .

En consecuencia las homoloǵıas ćıclica, periódica y negativa son

HCn(k) =

{
k n par n ≥ 0
0 n impar o n < 0

HPn(k) =

{
k n par
0 n impar

HNn(k) =

{
k n par n ≤ 0
0 n impar o n > 0

Homoloǵıa ćıclica y formas diferenciales.

Sea A una k-álgebra conmutativa. El morfismo de complejos µ : (C̄∗(A), b)→
(Ω∗

A, 0) de (1.6) verifica además que µB = dµ. En otras palabras la aplicación
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µ : (C̄∗(A), b, B)→ (Ω∗
A, 0, d) es morfismo de complejos mezclados. Por tanto

induce morfismos de complejos dobles periódicos, ćıclicos y ćıclicos negativos.
Tomando homoloǵıa obtenemos morfismos:

HCn(A)→ Ωn
A

dΩn−1
A

⊕Hn−2
dR (A)⊕Hn−4

dR (A)⊕ . . .

HNn(A)→ ZnΩA ⊕
∏

j≥0H
2j+n
dR (A)

HPn(A)→
∏

j≥0H
2j+n
dR (A)

(1.16)

Aqúı
ZnΩA := ker(d : Ωn

A → Ωn+1
A ). (1.17)

Si A es esencialmente de tipo finito y regular, entonces por el teorema (1.2.3)
y la sucesión (1.13), se sigue que el primero de los morfismos (1.16) es un
isomorfismo. Utilizando 3.5.8 de [Wei] se prueba que también el tercero es
un isomorfismo; de (1.15) deducimos que lo mismo es cierto del segundo.

Ejemplo 1.4.3 Si A = k[x1, . . . , xm] entonces por 1.3.1 se tiene

HCn(A) =

{
HCn(k)⊕ Ωn

A/d(Ω
n−1
A ) n ≥ 1

A n = 0

�

Se prueba en [Lod, 4.3.3] que para x, y ∈ C̄∗(A),

B(x× y) ≡ B(x)× y + (−1)|x|x×B(y) mod b(C̄(A))

En particular el morfismo BI : HH∗(A)→ HH∗+1(A) inducido por B es una
derivación para el producto barajado (ver 4.3.4 de [Lod]). Se sigue de (1.4)
que el diagrama

Ωn
A

d //

εn

��

Ωn+1
A

εn+1

��
HHn(A) BI // HHn+1(A)

conmuta. En particular εn env́ıa dΩn−1
A en B(HCn−1(A)) y por tanto induce

un morfismo
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εn : Ωn
A/dΩ

n−1
A → HCn(A) (1.18)

Se sigue que el morfismo HCn(A)→ Ωn
A/dΩ

n−1
A inducido por µ es sobreyec-

tivo, del cual (1.18) es una inversa a derecha. Por tanto

HCnA = Ωn
A/dΩ

n−1
A ⊕?

1.5. Homoloǵıa ćıclica y derivaciones.

1.5.1 Sean A una k-álgebra y D una derivación en A. En la sección 1.3 se
muestra que si A es conmutativa, podemos extender D a una derivación LD :
ΩA → ΩA que es un morfismo de complejos homotópico a cero. En general,
para A no necesariamente conmutativa, D se extiende a un endomorfismo de
complejos mezclados de (C̄∗(A), b, B) dado por

LD(a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) =
∑
i≥0

a0 ⊗ . . . ai−1 ⊗D(ai)⊗ · · · ⊗ an

Si A es conmutativa, el morfismo de complejos mezclados µ : (C̄∗(A), b, B)→
(Ω∗

A, 0, d) introducido en la sección anterior conmuta con la acción de D,esto
es, LDµ = µLD.

Teorema 1.5.2 (Goodwillie, ver [Lod, 4.1.10]) Sean A una k-álgebra y
D una derivación en A. Entonces

LD ◦ S = 0

en HC∗(A), donde S es el morfismo que aparece en la sucesión de Connes.

Corolario 1.5.3 En las condiciones del teorema anterior se tiene que

LD = 0

en HP∗(A).

Para la demostración ver [Lod] corolario 4.1.11.

Aplicación 1.5.4 Si A es un álgebra no negativamente graduada, un razon-
amiento similar al expuesto en (1.3.1) muestra que

HP∗(A) = HP∗(A0)

Similarmente, si HC∗(A)+ es la parte de peso estrictamente positivo para la
descomposición inducida por la graduación, se tiene que

HC∗(A) = HC∗(A0)⊕HC∗(A)+ y S(HC∗(A)+) = 0
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1.6. Cohomoloǵıa Infinitesimal

Definición 1.6.1 Sea A una k-álgebra conmutativa. Se dice que A es for-
malmente suave si para todo par (C, I), donde C es una k-álgebra conmu-
tativa e I un ideal de C tal que I2 = 0, se verifica que para todo morfismo
de k-álgebras f : A→ C/I existe un morfismo h : A→ C tal que π ◦ h = f

k // //
��

��

C

π

��
A

f //

∃h

>>}
}

}
}

}
}

}
}

}
C/I

Ejemplo 1.6.2 El álgebra simétrica S(V ) de un espacio vectorial V tiene
la propiedad de levantamiento de la definición anterior para todo morfismo
sobreyectivo π, sea su núcleo nilpotente o no. En particular, S(V ) es for-
malmente suave. La clase de las álgebras formalmente suaves es cerrada por
localización y por producto tensorial sobre k. Si R es esencialmente de tipo
finito, entonces R es suave si y sólo si es regular.

Notemos que toda álgebra conmutativa A puede escribirse como un cociente
A = S/I con S formalmente suave; basta tomar S = S(A). Si A es (esencial-
mente) de tipo finito, puede tomarse S como (una localización de) un anillo
de polinomios en finitas variables.

Definición 1.6.3 Sea A una k-álgebra conmutativa. Entonces existen una
k-álgebra formalmente suave R y un ideal I de R tal que A ∼= R/I. Para
todo p ≥ 0 se define el p-ésimo grupo de cohomoloǵıa infinitesimal de A
como

Hp
inf (A) = Hp(lim←−−n

Ω∗
R/In , d),

donde el ĺımite está tomado sobre los morfismos de complejos

πκ : (Ω∗
R/Iκ+1 , d)→ (Ω∗

R/Iκ , d).

La definición anterior es independiente de la presentación A = R/I elegida
y resulta funtorial; esto requiere una demostración, que bosquejamos a con-
tinuación (ver [Har] para otra demostración en el caso esencialmente de tipo
finito). Veamos primero que todo morfismo f : A = R/I → B = S/J puede
levantarse a un morfismo de sistemas inversos {fn : R/In+1 → S/Jn+1}n con
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f0 = f . Esto se sigue de la suavidad formal de R. Por ejemplo para el primer
paso consideramos el diagrama

S/J2

��
R

77nnnnnnnnnnnnnnn // R/I2

f1

::u
u

u
u

u
u

u
u

u
u

// A
f // C/J = B

La flecha punteada exterior existe porque R es formalmente suave. Como el
diagrama exterior conmuta, esta flecha env́ıa I en J/J2 y por tanto I2 en
0; por tanto induce la flecha f1. De forma análoga se va construyendo un
morfismo de sistemas inversos {fn} el cual induce un morfismo entre los sis-
temas inversos de complejos de de Rham ((ΩR/In , d), πn)→ ((ΩS/Jn , d), πn)).
Tomando ĺımite se obtiene un morfismo de complejos

f̂ : Ω̂R := lim←−−ΩR/In → Ω̂S

que a su vez induce otro morfismo en la cohomoloǵıa f̂ : Hn
inf (A)→ Hn

inf (B).
Supongamos que {gn : R/In+1 → S/Jn+1} es otro morfismo de sistemas
inversos con g0 = f . Sea ĝ = lim←−−gn y consideremos

{hn = fn ⊗ gn : R/In+1 ⊗R/In+1 → S/Jn+1}n

y ĥ = lim←−−hn. Si ι, ι′ : R→ R⊗R son las dos inclusiones canónicas, e ιn, ι
′
n, ι̂

los morfismos inducidos, entonces fn = hnιn y gn = hnι
′
n, de donde

f̂ = ĥι̂ y ĝ = ĥι̂′. (1.19)

Sea qR = ker(R⊗R→ R); como f0 = g0 = f , hn(qRn) = 0. Notemos que las
filtraciones {qRn+1 + In+1 ⊗R+R⊗ In+1}n y {qRn+1 + In+1 ⊗R}n definen
la misma topoloǵıa en R⊗R. Se prueba (como en 2.1 de [Cor3]) que hay un
isomorfismo

R⊗R
qRn+1

=
n⊕

p=0

Sp
R(Ω1

R) (1.20)

Aqúı Sn
R es la potencia simétrica de R-módulos. El isomorfismo env́ıa ιn en

la inclusión canónica R̂ = S0
R(Ω1

R); ι′n − ι env́ıa R en S+
R (Ω1

R). Se sigue que
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R⊗R
qRn+1 + In+1 ⊗R

=
n⊕

p=0

Sp
R(Ω1

R)

In+1Sp
R(Ω1

R)

Utilizando la derivación de Euler asociada a esta graduación, procediendo
como en (1.3.1) y tomando ĺımite, se obtiene una homotoṕıa ι̂ ∼ ι̂′ : Ω̂R →
Ω̂R⊗R; en vista de la factorización (1.19), f̂ ∼ ĝ : Ω̂R → Ω̂S, y por tanto
inducen el mismo morfismo en cohomoloǵıa.

Como consecuencia se tiene que si tenemos dos morfismos componibles f y
g, puede que la composición de los levantamientos f̂ y ĝ elegidos no sea el

levantamiento ĝ ◦ f elegido para la composición, pero son homotópicamente
equivalentes, y por tanto inducen el mismo morfismo a nivel de cohomoloǵıa.
Si ahora R/I ∼= A ∼= S/J son dos presentaciones de la misma álgebra A,
tenemos isomorfismos inversos f : R/I ↔ S/J : g, y sus levantados

{fn : R/In → S/Jn : gn}

inducen equivalencias de homotoṕıa inversas f̂ : Ω̂R ↔ Ω̂S : ĝ. Se sigue que
la definición de H∗

inf (A) no depende de la representación elegida de A. De la
demostración presentada es claro también que H∗

inf es un funtor.

Cohomoloǵıa infinitesimal y homoloǵıa ćıclica periódica.

Sean A un álgebra conmutativa y A = R/I una presentación como cociente de
un álgebra formalmente suave R. Sea µ el morfismo de complejos mezclados
introducido en (1.6). Tenemos un morfismo de sistemas inversos de complejos
mezclados µ : {(C̄(R/In), b, B)}n → {(ΩR/In , 0, d)}n y en particular uno
entre los sistemas de complejos periódicos asociados

µ : {(CP∗(R/In), b+B)}n → {
∏
j∈Z

(Ω−∗+2j
R/In , d)}

Tomando ĺımite se obtiene la flecha horizontal del diagrama siguiente

ĺımn CP∗(R/In)
µ //

π

��

∏
j∈Z(Ω−∗+2j

R/In , d)

CP∗(A)

55lllllll

(1.21)

La flecha vertical es el morfismo natural del ĺımite a CP∗(R/I). Dado que
HP es invariante por extensiones nilpotentes (1.4.1) π es una equivalencia
homotópica. La flecha punteada se obtiene componiendo µ con una inversa
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homotópica de π; el diagrama conmuta módulo homotoṕıa. En particular la
flecha punteada induce un morfismo en homoloǵıa

HPn(A)→
∏
j∈Z

H2j−n
inf A (1.22)

Teorema 1.6.4 La aplicación (1.22) es un isomorfismo.

El teorema anterior fue probado por Feigin y Tsygan [FT] para el caso esen-
cialmente de tipo finito; el caso general se prueba en [Cor2].

1.7. Descomposición de Hodge.

Definición 1.7.1 Un álgebra conmutativa R se dice que es homológica-
mente regular si la aplicación canónica

HHn(R)→ Ωn
R

es un isomorfismo para todo n.

Observación 1.7.2 Si V es un espacio vectorial, S(V ) es homológicamente
regular (1.1). Si R es esencialmente de tipo finito, entonces R es homológi-
camente regular si y sólo si es regular, por (1.2.4).

Definición 1.7.3 Un álgebra de cadenas es un álgebra diferencial Γ cuya
diferencial ∂ tiene grado −1; ∂ : Γ∗ → Γ∗−1. Notemos que toda álgebra
conmutativa puede verse como un álgebra de cadenas concentrada en grado
cero.

Definición 1.7.4 Sea A una k-álgebra conmutativa, un modelo de cadena
de A es un cuasi-isomorfismo sobreyectivo π : Γ→ A de álgebras de cadena,
tal que R = Γ0 es homológicamente regular y Γ = R ⊗ ΛV como álgebra
graduada, para algún espacio vectorial V =

⊕
i≥1 Vi.

Es un hecho conocido que toda álgebra conmutativa A tiene un modelo de
cadenas. Si A es esencialmente de tipo finito, se pueden tomar R regular y
los Vi de dimensión finita. Sea Γ → A un modelo de cadenas. Denotamos
dV = V [−1] y consideramos el morfismo identidad d : V → dV que va a ser
un morfismo de grado −1. Entonces, para cada p ≥ 0 el Γ-módulo diferencial
de p-formas diferenciales es

Ωp
Γ =

⊕
p0+p1=p

Ωp0

R ⊗ Λ(V )⊗ Λp1(dV )
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Tenemos un único morfismo homogéneo d : Ωp
Γ → Ωp+1

Γ de grado −1, deter-
minado por la regla de Leibniz, la condición de que extienda a los morfismos
d : V → dV y d : Ω∗

R → Ω∗+1
R , y la condición de que d ◦ d = 0. Por otro lado

también existe una única diferencial ∂ : (Ωp
Γ)∗ → (Ωp

Γ)∗−1, determinada por
la regla de Leibniz, la condición de que extienda la derivación ∂ : Γ∗ → Γ∗−1

y la condición de que [∂, d] = 0.

Luego se obtiene un complejo doble en el segundo cuadrante C = (Cp,q, ∂, d)
con la parte de grado q − p de Ωp

Γ colocada en el lugar (p, q).

Cp,q = (Ω−p
Γ )p+q (1.23)

El complejo total Ω̂Γ := Tot∗(C) es un álgebra de cadenas. Consideremos los
ideales diferenciales

Ω̂≥p+1
Γ := Tot∗(C≤−p−1,∗)

de Ω̂Γ ⊃ Ω̂≥p+1
Γ , y denotemos Ω≤p

Γ = Ω̂Γ/Ω̂
≥p+1
Γ . Consideremos también los

ideales diferenciales FpΩR ⊂ ΩR, dados por

FpΩq
R =


Ip−qΩq

R, q < p

Ωq
R, q ≥ p

Aqúı I = ker(π : R→ A).

Entonces por [CGG] y [FT] tenemos morfismos naturales

H∗(Ω
p
Γ)→ H−∗(FpΩR/Fp+1ΩR) (1.24)

H∗(Ω
≤p
Γ )→ H−∗(ΩR/Fp+1ΩR) (1.25)

que son compatibles con el producto aśı como con las inclusiones y las proyec-
ciones que hacen conmutativos los cuadrados

H∗(Ω
p
Γ) //

��

H−∗(FpΩR/Fp+1ΩR)

��
H∗(Ω

≤p
Γ ) //

��

H−∗(ΩR/Fp+1ΩR)

��
H∗(Ω

≤p−1
Γ ) // H−∗(ΩR/FpΩR)
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Una serie de cálculos (ver Lema 3 de [BACH]) muestran que

Im(HnΩR/Fp+1ΩR → HnΩR/FpΩR) = H−n
dR (R/I−n−p) (1.26)

Luego el morfismo (1.25) induce una aplicación natural

Im(Hn(Ω≤p
Γ )→ Hn(Ω≤p−1

Γ ))→ H−n
dR (R/I−n−p). (1.27)

Se demuestra en [CGG] y en [FT] que si I es intersección completa entonces
las aplicaciones (1.24) y (1.25), y como consecuencia también (1.27), son
isomorfismos. Por el mismo método de [CGG] y [FT], se define una aplicación
compatible con S y con las estructuras de producto

H∗(Ω̂
≥p
Γ )→ H−∗(FpΩ̂R), (1.28)

la cual es un isomorfismo cuando I es intersección completa.

Sea t una indeterminada de grado +2. Consideremos entonces las series for-
males de Laurent

Ω̂Γ[[t, t−1]] := {
∞∑

n=n0

ωnt
n : n0 ∈ Z, ωn ∈ Ω̂∗

Γ}

equipadas con la diferencial continua d + ∂ que extiende la de Ω̂Γ y env́ıa t
al 0. Definimos

A :=
∏
p∈Z

Ω̂≥p
Γ tp ⊂ Ω̂Γ[[t, t−1]] (1.29)

Notar que A es una subálgebra diferencial de Ω̂Γ[[t, t−1]]. De hecho es el
álgebra de Rees asociada a la filtración Ω̂≥∗

Γ . Para cada q ≥ 0 se definen los
ideales diferenciales

Aq =
∏
p∈Z

(Ω̂≥p+q
Γ )tp / A

entonces se tiene que

Aq/Aq+1 =
∏

p≥−q

Ωp+q
Γ tp =

⊕
p≥−q

Ωp+q
Γ tp. (1.30)

La última igualdad se sigue del hecho de que para cada grado r, existen sólo
un número finito de enteros p tales que (Ω≥p+q

Γ )r 6= 0. Como caso particular
de (1.30) se tiene
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A/A1 =
⊕
p≥0

Ωp
Γt

p. (1.31)

Notar que (1.31) es el anillo graduado de la filtración Ω̂≥∗
Γ de Ω̂Γ. Por otro lado

también podemos considerar el complejo mezclado M := (
⊕

p≥0 Ωp
Γt

p, ∂, d).
Entonces por resultados de [CGG] existen equivalencias débiles naturales de
complejos mezclados

(A⊗ (A/k)⊗∗, b, B)
∼← (Γ⊗ (Γ/k)⊗∗, b+ ∂,B)

∼→M. (1.32)

A partir de estas equivalencias se deduce que los complejos (Ω̂Γ[[t, t−1]], ∂+d),
(A, ∂ + d), (Ω̂Γ[[t, t−1]]/A, ∂ + d) y (

⊕
p≥0 Ωp

Γt
p, ∂) son respectivamente los

complejos ćıclico periódico, ćıclico negativo, ćıclico y de Hochschild de M.
Por tanto se tiene que

HP∗(A) = H∗(Ω̂Γ[[t, t−1]]) = H∗(Ω̂Γ)[[t, t−1]], (1.33)

HN∗(A) = H∗(A) =
∏
p∈Z

H∗(Ω̂
≥p
Γ )tp,

HC∗(A) = H∗(Ω̂Γ[[t, t−1]]/A) =
⊕
p≥0

H∗(Ω
≤p
Γ )tp,

HH∗(A) = H∗(
⊕
p≥0

Ωp
Γt

p) =
⊕
p≥0

H∗(Ω
p
Γ)tp.

El grado con respecto a t es el ı́ndice de Hodge; luego por ejemplo, la parte
de Hodge de ı́ndice p en HHn(A) es

HHp
n(A) = Hn−pΩ

p
Γ
∼= Hn−pΩ

p
Γt

p,

es decir, la parte de grado total n de H∗(Ω
p
Γ)tp. Por otro lado la homoloǵıa

ćıclica periódica también se puede poner como

HP∗(A) =
∏
i∈Z

HP i
∗(A) =

∏
i∈Z

H∗(Ω̂Γ[−2i]) =
∏
i∈Z

H∗−2i(Ω̂Γ).

Por otro lado, según (1.6.4) la aplicación de (1.22) es un isomorfismo

HP∗(A)
∼=−→

∏
i∈Z

H2i−∗
inf (A).

Vamos a ver que
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HP i
∗(A) ∼= H2i−∗

inf (A). (1.34)

Para probar este isomorfismo utilizaremos la λ-descomposición de Loday (ver
§4.5 y §4.6 de [Lod]), y probaremos que es equivalente a la descomposición de
Hodge presentada aqúı. La λ-descomposición es una descomposición natural

C̄n(A) =
⊕

0≤i≤n

C̄i
n(A)

tal que b(C̄i
∗(A)) ⊂ C̄i

∗−1(A) y B(C̄i
∗(A)) ⊂ C̄i+1

∗+1(A). Esta descomposi-
ción induce una en cada uno de los complejos CP(A), B(A), y CN(A);
por naturalidad, es preservada por morfismos de álgebras, y en particular
por Γ → A y, si R/I = A es una presentación formalmente suave, por
R/In+1 → R/In. Por otro lado se comprueba que los morfismos de comple-
jos mixtos (C̄(Γ), b + ∂,B)

∼−→ (M, ∂, d) y (C̄(R/In), b, B) → (ΩR/In , 0, B)
env́ıan la descomposición de Loday en la descomposición natural utilizada
arriba. En particular los cuasi-isomorfismos (1.21), π y µ, inducen cuasi-
isomorfismos

Ω̂R[2i]
∼← CP i(A)

∼← CP i
∗(Γ)

∼−→ Ω̂Γ[−2i]

lo que prueba (1.34). Notar que las igualdades de (1.33) describen a HP∗(A),
HN∗(A) y HH∗(A) como la homoloǵıa de un álgebra diferencial graduada;
por tanto éstas tienen de forma natural una estructura de álgebra graduada.
De forma análoga se tiene que HC∗(A) es un módulo sobre HN∗(A).

Vimos en la Sección 1.2 que el producto barajado × hace de HH∗(A) un
álgebra; por naturalidad es preservado por HH∗(Γ) ∼= HH∗(A). Se comprue-
ba además que el morfismo C̄∗(Γ) → M env́ıa el producto barajado en el
producto de formas. También es posible dar una estructura de producto nat-
ural en CN∗ y CP∗, utilizando × junto con un término adicional inducido
por el producto barajado ćıclico ×′ (ver [5.1.13] de [Lod]). Se comprueba que
C̄(Γ)→M env́ıa ×′ a cero y por tanto los productos vistos arriba coinciden
con los de [Lod]. Hay un diagrama de A-módulos

A

��

// Ω̂Γ[[t, t−1]]

��⊕
p≥0 Ωp

Γt
p //

⊕
p≥0 Ω≤p

Γ tp

(1.35)

donde las flechas que salen de A son morfismos de álgebras. Notemos que las
aplicaciones verticales son sobreyectivas y tienen el mismo núcleo y que las
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horizontales son inyectivas y tienen el mismo conúcleo. El núcleo común de
las aplicaciones verticales es A1 y el conúcleo común de las horizontales es⊕

p≥0 Ω≤p−1
Γ tp. Las sucesiones exactas de homoloǵıa asociadas a las filas de

este diagrama son las SBI de (1.15) y las columnas son las sucesiones (1.14)
(ver [Lod] para más detalles):

HNn+2A

S
��

HNn+2A

��
HCn−1A

B // HNnA

��

I // HPnA
S //

��

HCn−2A

HCn−1A
B // HHnA

��

I // HCnA
S //

��

HCn−2A

HNn+1A HNn+1A

(1.36)

Todas las aplicaciones que aparecen en el diagrama anterior son homogéneas
con respecto a la t-graduación y por tanto respetan la descomposición de
Hodge. Los morfismos I son de grado 0, los S son de grado −1 y los B son
de grado +1. Por ejemplo HN∗(k) = k[t−1], luego todas las aplicaciones S
que aparecen en el diagrama se pueden ver como la multiplicación por t−1 en
HN−2(k) = HN−2

−2k. Como por otro lado se tiene que I : HNnA → HPnA
es un isomorfismo para n ≤ 0, se obtiene un isomorfismo de álgebras

HN∗(A)[1/S] = HP∗(A). (1.37)

Álgebras Graduadas

Si A = A0 ⊕ A1 ⊕ . . . es una k-álgebra graduada y A0 = k, entonces por
(1.3.1) y por (1.5.4) la inclusión k → A induce un isomorfismo al nivel de
HP∗, SHC∗ y H∗

dR. Usando esta propiedad y la sucesión (1.15), se comprueba
que la aplicación (1.6) induce un isomorfismo

HNn
n (A) = ZnΩA := ker(d : Ωn

A → Ωn+1
A ).

Por tanto tenemos un isomorfismo bihomogéneo de álgebras bigraduadas

HN∗(A) = k[t−1]⊕
⊕
p≥1

ZpΩAt
p ⊕

⊕
n≥1

⊕
1≤p<n

HNp
n(A)tp. (1.38)

También se sigue de (1.15) que si n ≥ 0, la aplicación
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B : HCn(A)+

∼=−→ HNn+1(A) (1.39)

es un isomorfismo. En particular S ≡ 0 : HN≥1(A)→ HN≥−1(A). Como por
otro lado la acción de multiplicar por t en (1.38) es aplicar el morfismo S, se
tiene que si ω ∈ ZpΩA entonces t−1(ωtp) = 0 y no ωtp−1. También se sigue
de (1.39), y del hecho de que B sube el ı́ndice de Hodge en 1, que hay un
isomorfismo de HN∗(A)-módulos bihomogéneo

HC∗(A) = k[t]⊕⊕
⊕
p≥1

Zp+1ΩAt
p ⊕

⊕
n≥1

⊕
1≤p<n

HNp+1
n+1(A)tp. (1.40)

Álgebras de tipo finito

Sea A una k-álgebra de tipo finito, entonces por [Har, Ch. II, Thm. 6.1],
los espacios vectoriales H∗

infA son de dimensión finita (esto es falso si se
reemplaza de tipo finito por esencialmente de tipo finito, ver el ejemplo 1.7.5).
El Lema de Gray ([Emm, Prop.A.3]) establece que todo sistema inverso V =
{σ : Vn+1 → Vn}n de espacios vectoriales con base numerable cuyo ĺımite
inverso también tiene una base numerable satisface la condición de Mittag-
Leffler:

(∀n) (∃l(n) ≥ n) tal que ∀l′ ≥ l(n)σl′−n(Vl′) = σl(n)−n(Vl(n)) ⊂ Vn.

En particular, como fue observado por Emmanouil ([Emm, Thm.2.4]), si A
es de tipo finito el Lema de Gray se puede aplicar a cada uno de los sistemas
inversos {HCp+∗

p+2∗A, S} (p ≥ 0). Además observamos que si A = R/I es
una presentación de A con R de tipo finito, el mismo argumento muestra
que para cada p el sistema inverso {Hp

dR(R/In)}n es Mittag-Leffler. Por otro
lado se prueba en [Emm, Thm.2.7], que la aplicación H∗

inf (A)→ H∗
dR(A) es

inyectiva. De (1.27) se tiene un diagrama conmutativo

Hp
inf (A) // //

��

Hp
dRA

HCp+n
p+2nA // Hp

dR(R/In−p+1)

OO

Luego para p, n ≥ 0 la sucesión SBI que relaciona las componentes de Hodge
de HN , HP y HC se escinde en sucesiones exactas cortas

0→ Hp
infA→ HCp+n

p+2nA→ HNp+n+1
p+2n+1A→ 0.
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Ejemplo 1.7.5 Consideremos el anillo local A = k[t](t). Tenemos un diagra-
ma conmutativo con aplicaciones verticales inyectivas

A
d //

��

��

Ω1
A
��

��

Â 1⊗d
// Â⊗A Ω1

A,

donde Â = k[[t]] denota la completación de A con respecto al ideal maximal
tA. En grado cero, la cohomoloǵıa de ambas filas es k; en grado 1 la de la
fila inferior es cero. Por tanto, dado que el elemento log(t − λ) es una serie
infinita y no un polinomio, el siguiente coborde de Â⊗A Ω1

A

(1⊗ d)log(t− λ) = dt/(t− λ) ∈ Ω1
A,

no puede ser un coborde en Ω∗
A. Por otra parte la unicidad de la descomposi-

ción de fracciones como suma de fracciones simples prueba que la imagen
de {dt/t − λ : λ ∈ k} en H1

dR(A) es un conjunto linealmente independiente.
Como k es infinito, se sigue que H1

dR(A) es de dimensión infinita. Además
como A es suave tenemos que HC2

3(A) = H1
dR(A) = H1

inf (A). Sin embargo

se tiene que todas las aplicaciones en el sistema inverso {HC2+n
3+2nA}n son

isomorfismos, por tanto se satisface la condición de Mittag-Leffler.
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Caṕıtulo 2

Cálculos para hipersuperficies.

2.1. Hipersuperficies

A lo largo de este caṕıtulo consideraremos A una k-álgebra que tiene una
presentación del tipo A = R/I, con R un dominio regular esencialmente de
tipo finito sobre k, donde I = fR es un ideal principal propio. Denotamos
por m al rango del R-módulo proyectivo Ω1 := Ω1

R/k, o equivalentemente, al
grado de trascendencia sobre k del cuerpo de fracciones de R.

Sean V = k ⊕ ky, Γ = R ⊕ Ry = R ⊗ Λ(V ) y ∂ : Γ∗ → Γ∗−1 la derivación
determinada por ∂(y) = f . Entonces Γ→ R/fR = A es un modelo de cadena
en el sentido de 1.7.4. Luego si definimos

dy(i) :=
1

i!
dyi

queda que

Ωp
Γ =

⊕
p0+p1=p

(Ωp0

R dy
(p1) ⊕ Ωp0

R ydy
(p1)).

La parte homogénea de grado r de Ωp
Γ es

(Ωp
Γ)r = Ω1−r

R ydy(p+r−1) ⊕ Ω−r
R dy(p+r).

Consideremos el complejo C como lo haćıamos en la sección 1.7 del primer
caṕıtulo (ver (1.23)). Entonces C = (C, ∂, d) es un complejo doble que en el
lugar (p, q) tiene a (Ωp

Γ)q−p. Bajo el isomorfismo evidente entre Ω1−q+p⊕Ω−q+p

y (Ωp
Γ)q−p tenemos que los bordes d y ∂ vienen dados por las matrices

29
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d =

(
d 0

(−1)p+q−1q d

)
y ∂ =

(
−df 0

(−1)p+q−1f −df

)
.

Luego, si Ωi := Ωi
R y ∆ := ∂ + d, tenemos que (Ω≤m

Γ ,∆) es el complejo total
del complejo doble siguiente,

Ω0ydy(m+1)

∂
��

0

Ω1ydy(m−1) ⊕ Ω0dy(m)

∂
��

. . .

Ω2ydy(m−2) ⊕ Ω1dy(m−1) . . . 0

. . . . . . . . . 0

. . . . . . . . . Ω0ydy
doo

∂
��

0

Ωmydy ⊕ Ωm−1dy

∂

��

. . . . . . Ω1y ⊕ Ω0dy
doo

∂
��

Ω0y
doo

∂
��

Ωm . . . . . . Ω1doo Ω0doo

Además tenemos que Ωm+p
Γ = Ωm

Γ dy
(p), para cada p ≥ 0, donde Ωm

Γ se corre-
sponde a la primera columna de la izquierda del diagrama anterior. Entonces
el complejo doble (C, ∂, d) tiene la forma siguiente
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O O O O O O O

O O O O O O O

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Recordemos que la homoloǵıa de Hochschild, la ćıclica, la ćıclica negativa y
la periódica, aśı como la cohomoloǵıa infinitesimal de A se pueden calcular a
partir del complejo C por lo visto en la sección 1.6 del caṕıtulo 1. Según las
descomposiciones de Hodge nos queda

HHp
nA = Hn−2p((Ω

p
Γ)[−p], ∂), HCp

nA = Hn−2p(Ω
≤p
Γ ,∆),

HNp
nA = Hn−2p(Ω̂

≥p
Γ ,∆), HP p

nA = H2p−n
inf A = Hn−2p(Ω̂Γ,∆).

(2.1)

Consideremos el complejo de cocadenas

L : Ω0
R

df // Ω1
R

df // . . . df // Ωm
R . (2.2)

Aqúı el morfismo coborde es la multiplicación por el elemento df ∈ Ω1
R. Se

comprueba que ((Ωp
Γ)[−p], ∂) es isomorfo al cono de la multiplicación por f

en el complejo de cadenas K∗[−p] := Lp−∗ y como f no es divisor de cero en
ΩR se tiene que

HHp
n(A) =

{
H2p−n(L/fL), p < n o p ≥ m

Ωp
A, p = n

(2.3)

donde
L
fL

:
Ω0

R

fΩ0
R

df // Ω1
R

fΩ1
R

df // . . . df // Ωm
R

fΩm
R
.

Consideramos
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Z∗
f = {ω ∈ Ω∗

R : df ∧ ω ∈ fΩ∗+1
R }.

Entonces tenemos un monomorfismo natural de A-módulos

H∗(L/fL) =
Z∗

f

fΩ∗
R + df ∧ Ω∗−1

R

→ Ω∗
R

fΩ∗
R + df ∧ Ω∗−1

R

= Ω∗
A.

De hecho se comprueba que H∗(L/fL) es un ideal de Ω∗
A. Por ejemplo, en

el caso en que f es libre de cuadrados, Michler probó en [Mic1] que entonces
H∗(L/fL) es la torsión de Ω∗

A, que denotaremos por T (Ω∗
A). Por (2.3) y (1.33)

se tiene un isomorfismo de álgebras bihomogéneas

HH∗(A) =
⊕
q≥0

Ωq
At

q ⊕
⊕
q≥0

⊕
p≥1

Hq(L/fL)tp+q. (2.4)

Consideramos el morfismo

dlogf : H∗(L/fL)→ H∗+1(L/fL)

definido por la fórmula

dlogf(ω) :=
df ∧ ω
f

(ω ∈ Z∗
f ).

Se comprueba que la aplicación

δ(ωtp+q) = dωtp+q+1 + pdlogf(ω)tp+q+1 (2.5)

es una derivación. Por otro lado, consideramos los morfismos B e I tal y como
están descritos en (1.36), entonces por lo visto en el apartado de homoloǵıa
ćıclica y formas diferenciales del primer caṕıtulo se tiene que la composición
BI : HH∗(A)→ HH∗+1(A) también es una derivación.

Lema 2.1.1 Bajo el isomorfismo (2.4), BI se identifica con la derivación δ
definida en (2.5).

Demostración. Consideramos los complejos

Dp :
Ω0

R

fp+1Ω0
R

d // Ω1
R

fpΩ1
R

d // . . . d // Ωp
R

fΩp
R
,

Lp

fLp
:

Ω0
R

fΩ0
R

pdf // Ω1
R

fΩ1
R

(p−1)df// . . . df // Ωp
R

fΩp
R
.

Notar que para n < p se tiene que
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Hn(
Lp

fLp

) = Hn(
L

fL
)

ya que multiplicar el coborde por un elemento no nulo no altera la coho-
moloǵıa. Por otro lado existe un isomorfismo

α :
Ln

p

fLn
p

−→ fp−nΩn
R

fp−n+1Ωn
R

definido como multiplicar por fp−n. Entonces tenemos la sucesión exacta
corta de complejos

0 // Lp

fLp

α // Dp
// Dp−1

// 0. (2.6)

Por (2.3) sabemos que Hq(Lp/fLp) = HHp
2p−r(A) además por (1.25) y (1.33)

tenemos que Hr(Dp) = HCp
2p−r(A) y que la sucesión exacta larga de ho-

moloǵıa asociada la sucesión (2.6) da lugar a la correspondiente componente
de Hodge de la sucesión SBI. Por tanto la sucesión SBI es la ĺınea horizontal
del diagrama

. . . // Hq( Lp

fLp
) I //

BI &&LLLLLLLLLL
Hq(Dp)

B
��

S // Hq(Dp−1)
B // Hq+1( Lp

fLp
) // . . .

Hq+1( Lp+1

fLp+1
)

Veamos como queda el morfismo B ◦ I. Para ello miramos el diagrama sigu-
iente, donde los morfismos verticales que salen de la primera fila (que son
inyectivos, al igual que los morfismos oblicuos) son los que inducen a I en la
homoloǵıa, los otros verticales, que son sobreyectivos, son los que inducen la
S y los horizontales son los bordes de los complejos. Notar que el morfismo
que induce a B es el que sale al aplicar el Lema de la serpiente.
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Ωq+1
R

fΩq+1
R

��

fp

��

Ωq
R

fΩq
R

(p+1)dfoo

��

fp+1

��
Ωq+1

R

fp+1Ωq+1
R

����

Ωq
R

fpΩq
R

doo

����

Ωq+1
R

fΩq+1
R

||

||yy
yy

yy
y

Ωq
R

fΩq
R

pdfoo

~~

fp

~~}}
}}

}}
}}

Ωq+1
R

fpΩq+1
R

Ωq
R

fp+1Ωq
R

doo

Sean BI : Hq( Lp+q

fLp+q
)→ Hq+1( Lp+q+1

fLp+q+1
) y [ω] ∈ Hq( Lp+q

fLp+q
). Entonces ω está en

Ωq
R/fΩq

R y verifica que pdf ∧ω = fu, es decir, (1/p) ·u = dlogf(ω). Al aplicar
I al cociclo [ω] obtenemos el cociclo [fpω] de Hq(Dp). Si a este elemento le
aplicamos el morfismo B, lo que hacemos es aplicar d y dividir por fp lo cual
nos debe dar un elemento de Hq+1( Lp+q+1

fLp+q+1
). Por un lado tenemos que

d(fpω) = pfp−1df ∧ ω + fpdω,

pero como tenemos que df ∧ ω = fdlogf(ω), entonces

d(fpω) = fp(pdlogf(ω) + dω).

Por tanto se obtiene que BI([ω]) = [pdlogf(ω) + dω]. Teniendo en cuenta la
graduación llegamos a que

BI(ωtp+q) = BI(ω)tp+q+1 = δ(ωtp+q).

�

En la siguiente proposición denotamos por δp a la restricción de la derivación
δ

δp : H∗(
L

fL
) = H∗(

L

fL
)tp → H∗+1(

L

fL
)tp+1 = H∗+1(

L

fL
). (2.7)

Consideramos el siguiente complejo de cocadenas
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E∗p := (H∗(
L

fL
), δp)

Finalmente denotamos por πq
p a la proyecciónHq

dR(R/fp+1R)→ Hq
dR(R/fpR).

Proposición 2.1.2 Para p ≥ 1, q ≥ 0 existe una sucesión exacta larga

Hq(Ep) // Hq
dR( R

fp+1R
)

πq
p // Hq

dR( R
fpR

) // Hq+1(Ep) // Hq+1
dR ( R

fp+1R
)

Demostración. La sucesión SBI se puede expresar como una pareja ex-
acta de la forma (ver [Wei])

HC∗(A) S // HC∗(A)

Bxxrrrrrrrrrr

HH∗(A)

I

ffLLLLLLLLLL

De esta forma la pareja derivada queda

S(HC∗(A)) S // S(HC∗(A))

xxqqqqqqqqqq

E2
∗(A)

ffMMMMMMMMMM

donde

E2
n(A) = Hn(HH∗(A), BI)

=
n⊕

p=0

Hn(HHp
∗−p(A), BI)

=
∞⊕

p=0

Hn(Ep)

La sucesión exacta asociada a la pareja derivada se descompone en suma
de sucesiones con ı́ndices de Hodge. Dado que E2

n(A) =
⊕∞

p=0H
n(Ep) y que

S(HCp+q
2p+q(A)) es isomorfo a Hq

dR(R/fpR) (por 1.26, ya que el ideal I = fR
es intersección completa, pues f no es divisor de cero) se tiene que dicha
sucesión es la sucesión exacta del enunciado. �
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Definición 2.1.3 Para R y f como al principio de la sección, se dice que f
tiene la propiedad X q,p, con p ≥ 1 y q ≥ 0 si la aplicación

πq
p : Hq

dR(R/fp+1R)→ Hq
dR(R/fpR)

es un isomorfismo. En los casos en que f tenga la propiedad X q,p para p fijo y
todo q, respectivamente q fijo y todo p, o respectivamente todo p y todo q, di-
remos que f tiene la propiedad X ∗,p, respectivamente X q,∗, o respectivamente
X ∗,∗.

Corolario 2.1.4

f tiene la propiedad X ∗,p ⇐⇒ H∗(Ep) = 0

Demostración. Se sigue de la definición y de la proposición anterior.
�

Ejemplo 2.1.5 Aqúı damos un ejemplo de f ∈ k[x, y] tal que la propiedad
X 1,p de 2.1.3 no se satisface para ningún p. Consideremos R = k[x, y], f =
x4 + x2y3 + y5 y A = R/fR, entonces por la proposición (2.1.2) tenemos la
sucesión exacta

. . . // H1
dR(R/fp+1R)

π1
p // H1

dR(R/fpR) // H2(Ep) // 0

Luego, para ver que π1
p no es isomorfismo, basta ver que H2(Ep) 6= 0. Tenemos

H2(Ep) =
ker(δp : H2(L/fL)→ H3(L/fL))

δp(H1(L/fL))
=

H2(L/fL)

δp(H1(L/fL))

y

H2(L/fL) = Ω2
A = Ω2

R/fΩ2
R + df ∧ Ω1

R.

Supongamos que H2(Ep) = 0. El elemento ω = dxdy ∈ H2(L/fL) es no
nulo, ya que Ω2

A = R/fR + J 6= 0 en este ejemplo. Por tanto, como estamos
suponiendo que H2(Ep) = 0, debe existir un elemento η ∈ Ω1

R tal que η ∈ Z1
f

y δp(η) = ω. Consideremos η = η1dx+ η2dy. Entonces estas dos condiciones
se reúnen en las siguientes ecuaciones.{

∂f
∂x
η2 − ∂f

∂y
η1 = f · µ

∂η2

∂x
− ∂η1

∂y
+ p · µ = 1

Substituyendo los valores de las derivadas parciales de f y haciendo varias
cuentas llegamos a que 1 ∈ 〈x, y〉, lo que resulta imposible. Luego dxdy /∈
δp(H

1(L/fL)). Por tanto f no tiene la propiedad X 1,p para ningún p.
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Nota 2.1.6 De ahora en adelante denotaremos J C R al ideal Jacobiano
de f . Por definición,

J = Jac(f) =
⋃

X∈Der(R)

X(f)

Aqúı Der(R) = homR(Ω1
R, R) es el módulo de derivaciones k-lineales. En el

caso en que Ω1
R sea libre con base de la forma {dx1, . . . , dxm}, se tiene que

df =
∑m

i=1 fidxi y por lo tanto J = 〈f1, . . . , fm〉. Notar que en particular si
R = k[x1, . . . , xm] es el anillo de polinomios en m-variables entonces los fi

son las derivadas parciales de f respecto a los xi y J es el ideal Jacobiano
según las definición clásica (ver [Eis, Cor.16.20]).

Corolario 2.1.7 Sea um = depthRm
(Jm, Am) la profundidad del ideal J lo-

calizado en el ideal maximal m de R en el Rm-módulo Am. Supongamos que
um = u para todo m en el lugar singular de f . Entonces πu

∗ es inyectiva y f
tiene la propiedad X q,∗ para todo q < u.

Demostración. Es suficiente probar que Hq( L
fL

) = 0 para q ≤ u, pues el

resultado se sigue de esto y de la sucesión de la proposición (2.1.2).

Como el módulo Hq( L
fL

) está soportado en el lugar singular de f , es suficiente

demostrar que Hq( Lm

fLm
) = 0 para todo q ≤ u y para todo m maximal en el

lugar singular de f .

Sea m uno de estos maximales, y sea x1, . . . , xm ∈ mRm un sistema regular
de parámetros. Entonces df =

∑m
i=1 fidxi, Jm = 〈f1, . . . , fm〉 y el complejo

Lm/fLm = K(f1, . . . , fm;A) es el complejo de Koszul. El corolario es inme-
diato a partir de la definición de profundidad (ver 17.2 de [Eis]). �

2.2. El caso f ∈ J.

En esta sección suponemos que el elemento f está en su ideal Jacobiano y
fijamos una derivación D ∈ Der(R) tal que D(f) = f .

Ejemplo 2.2.1 Si R es Z-graduada y f es homogéneo de grado |f | = r 6= 0,
entonces la derivación definida sobre los elementos homogéneos como

D(a) =
|a|
r
a

satisface la condición D(f) = f . Para no complicar la notación supondremos
que r > 0. Esto no es una restricción, ya que si r < 0 podemos considerar la
graduación |a|′ := −|a|, y ya tenemos que |f |′ = −r > 0.
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Nota 2.2.2 En el siguiente lema se consideran los operadores LD : Ω∗
R → Ω∗

R

e ιD : Ω∗
R → Ω∗−1

R definidos en (1.5.1).

Lema 2.2.3 Sean ω, η, η′ ∈ Ω∗
R y supongamos que df ∧ η = df ∧ η′ = 0,

entonces se tienen las siguientes propiedades:

i) [ιD, d] = LD.

ii) ι2D = 0.

iii) ιD(η) ∈ Zf y dlogf(ιD(η)) = η.

iv) dlogf(ιD(η)ω) = ηω.

v) ηη′ = 0 y ηιDη
′ = (−1)(|η|+1)(|η′|+1)η′ιDη.

vi) d(η) ∈ Zf .

vii) LD(η) ∈ Zf .

Demostración.

El apartado i) es (1.8). Veamos ii). Dado que ιD tiene grado impar tenemos
que 2ι2D = [ιD, ιD], como trabajamos sobre un cuerpo k de caracteŕıstica cero
se tiene que ι2D es una derivación, por tanto sólo hay que ver que es cero sobre
los generadores da, y esto es claro. Para demostrar el apartado iii), basta ver
que

df ∧ ιD(η) = fη. (2.8)

Para probar (2.8) observamos primero que como por hipótesis df ∧ η = 0,
resulta ιD(df ∧ η) = 0. Luego se tiene

0 = ιD(df ∧ η) = ιD(f) ∧ η − df ∧ ιD(η) = D(f)η − df ∧ ιD(η)

= fη − df ∧ ιD(η).

Esto prueba (2.8).

Para demostrar el apartado iv) basta ver que df ∧ ιD(η)ω = fηω, pero esto
se deduce trivialmente de (2.8).

Para demostrar v) se observa que,

fηη′ = (df ∧ ιD(η))η′ = (−1)(|η|−1)|η′|df ∧ η′ιD(η) = 0
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y por tanto ηη′ = 0. La segunda parte es el resultado de desarrollar la igual-
dad ιD(ηη′) = 0. La parte vi) es

df ∧ dη = −d(df ∧ η) = 0.

Finalmente para ver vii), notemos que, por i), LD(η) = ιDdη + dιDη y que
por iii) y vi) ambos sumandos están en Zf . �

En la siguiente Proposición consideraremos el complejo

H∗ = (H∗(L), d) (2.9)

Proposición 2.2.4 La aplicación de H∗(L)⊕H∗+1(L)→ H∗(L/fL) induci-
da por el morfismo

ker(df : Ω∗
R → Ω∗+1

R )⊕ ker(df : Ω∗
R → Ω∗+1

R )→ Z∗
f

(ω, η) 7−→ ω + ιDη

es un isomorfismo. Bajo este isomorfismo la aplicación de (2.7) queda como

δp =

[
d p+ LD

0 −d

]
Se sigue que Ep es el cono del morfismo LD + p : H → H

Demostración. Por un lado tenemos la sucesión exacta larga

Hn−1( L
fL

)
dlogf

// Hn(L)
f // Hn(L) // Hn( L

fL
)

dlogf
// Hn+1(L)

Por el apartado iii) del Lema anterior se tiene que dlogf es sobreyectiva y
que dlogf ◦ ιD = id. Luego multiplicar por f en H∗(L) es cero y tenemos
sucesiones exactas cortas de la forma

0 // Hn(L) // Hn( L
fL

)
dlogf

// Hn+1(L) // 0

escindidas por ιD. Por tanto tenemos que el morfismo

Hn(L)⊕Hn+1(L)−→ Hn( L
fL

)

(ω, η) 7−→ω + ιD(η)

es, en efecto, un isomorfismo. Para probar la segunda parte de la proposición,
debemos ver que

δp(ω + ιD(η)) = dω + pη + LD(η)− ιD(dη)
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pero de la definición de δp tenemos que

δp(ω + ιD(η)) = d(ω + ιD(η)) + pdlogf(ω + ιD(η))
= d(ω) + d(ιD(η)) + pdlogf(ω) + pdlogf(ιDη)
= dω + pη + LD(η)− ιD(dη)

�

Corolario 2.2.5 Para cada p ≥ 1 existe una sucesión exacta larga

Hq(H)
LD+p // Hq(H) // Hq(Ep) // Hq+1(H)

LD+p // Hq+1(H) (2.10)

Demostración. Se deduce del hecho de que Ep sea el cono del morfismo
LD + p : H → H. �

Corolario 2.2.6 Supongamos que R, D, f y r son como en el ejemplo
(2.2.1), es decir R graduada, f homogéneo de grado r entero positivo y D
una derivación tal que D(f) = f . Entonces si para todo q ∈ Z escribimos
Hq como la parte homogénea de peso q de H con respecto a la graduación
inducida por la de R, tenemos que

Hq(Ep) = Hq(H−pr)⊕Hq+1(H−pr)

Demostración. Se deduce del hecho de que si ω ∈ Hq(H−pr) entonces
LD(ω) = −pω y por tanto el morfismo p+ LD es cero sobre Hq(H−pr).

�

Lema 2.2.7 En la situación del Corolario 2.2.6, supongamos además que
Hm−1

dR (R) = 0. Entonces la composición

coker (πm−2
p )→ Hm−1(H−pr)⊕Hm(H−pr)→ Hm(H−pr)

es sobreyectiva. En particular si Hm(H−pr) 6= 0 entonces el morfismo πm−2
p

no es sobreyectivo. Si además tenemos que Hm
dR(R/fp+1) = 0 entonces πm−1

p

tampoco es sobreyectivo.

Demostración. Cada elemento de Hm(H−pr) es la clase de una forma
homogénea ω ∈ Ωm

R de grado −pr. Se comprueba usando el isomorfismo de
la Proposición 2.2.4 y la sucesión (2.6), que la composición

Hm(H−pr)→ Hm−1(H−pr)⊕Hm(H−pr) ∼= Hm−1(Ep)→ Hm−1
dR (R/fp+1),
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env́ıa ω 7→ fpιDω. Por otro lado también tenemos que

d(fpιD(ω)) = pfp−1df ∧ ιD(ω) + fpdιD(ω)

= pfpdlogf(ιD(ω)) + fpLDω

= fp(pω + LD(ω))

= 0.

Como Hm−1
dR R = 0, fpιDω es un coborde en Ωm−1

R y como consecuencia
también es un coborde en Ωm−1

R/fp+1 . El morfismo del enunciado actúa enviando

a un elemento µ de Hm−2
dR (R/fp) al elemento dlogf(dµ/fp) de Hm(H−pr). Lo

que hemos demostrado es que para todo ω ∈ Hm(H−pr) existe un µ en
Hm−2

dR (R/fp) tal que dµ = fpιD(ω), luego si le aplicamos el morfismo a este
µ tenemos que su imagen es

dlogf(dµ/fp) = dlogf(ιD(ω)) = ω.

Por tanto tenemos que el morfismo del enunciado es sobreyectivo. �

Ejemplo 2.2.8 Consideremos R = k[x, y, z] y f = x4+x2y3z+y5z. Podemos
comprobar que si tomamos los grados de las variables de la forma |x| = |y| =
1 y |z| = −1 entonces f es un polinomio homogéneo de grado 4 por lo tanto
existe una derivación D = 1/4x ∂

∂x
+ 1/4y ∂

∂y
− 1/4z ∂

∂z
tal que D(f) = f .

Por otro lado, dado que R es el anillo de polinomios, también sabemos que
Hp

dR(R) = 0, para p > 0. En particular es cero para p = m − 1, como nos
pide la hipótesis del Lema, y para p = m de lo que se puede concluir que
Hm

dR(R/fp+1) = 0. Luego si Hm(H−4p) 6= 0 estaŕıamos en las condiciones del
Lema anterior con lo que tendŕıamos un ejemplo para el cual ninguno de los
morfismos πm−1

p y πm−2
p son sobreyectivos.

Veamos que en efecto Hm(H−4p) 6= 0. Para ello supondremos que es cero.
Entonces el morfismo

d : H2(L−4p)→ H3(L−4p)

es sobreyectivo. Sea ω = adxdydz ∈ H3(L−4p). Entonces como |ω| = −4p,
tenemos que |a| = −4p−1. Tomemos por ejemplo a = z4p+1. Como d es sobre,
sabemos que existe un elemento η = η1dxdy + η2dxdz + η3dydz ∈ H2(L−4p)
tal que [dη] = [ω]. Luego η verifica las dos ecuaciones df ∧ η = 0 y dη = ω
que se traducen en
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η3fx − η2fy + η1fz = 0,
∂η3

∂x
− ∂η2

∂y
+
∂η1

∂z
= z4p+1 + j, (2.11)

donde j ∈ J . De la primera ecuación de (2.11) se deduce que η3 = y2η′3 y
aη′3− bη2 + cη1 = 0 con a = x(4x2 + 2y3z), b = z(3x2 + 5y3) y c = y(x2 + y2).

Notar que esta ecuación nos dice que η1 ∈ (〈a, b〉 : c). Usando el programa
de cálculo Singular obtenemos que

(〈a, b〉 : c)

〈a, b〉
=
〈g1, g2〉
〈a, b〉

donde

g1 = yz(3yz − 10), g1 · c = 3
5
xz · a+ (3

5
y3z − 4

5
x2 − 2y2) · b,

g2 = xz(3yz − 10), g2 · c = yz · a+ (xy2z − 2xy) · b.

En consecuencia obtenemos que η1 = λ1 · g1 + λ2 · g2 + h1 · a + h2 · b donde
λ1, λ2, h1 y h2 ∈ R. Usando esto y la primera ecuación de (2.11) llegamos a
que

(µ1 + η′3) · a+ (µ2 − η2) · b = 0

para ciertos elementos µ1 y µ2. Usando de nuevo el Singular comprobamos
que el par {a, b} forma una sucesión regular en R, por lo que existe un α ∈ R
tal que η2 = µ2 + a ·α y η′3 = −µ1 + b ·α. Sustituyendo el resultado obtenido
en la segunda ecuación de (2.11) y realizando una serie de cuentas llegamos
a que

∂η3

∂x
− ∂η2

∂y
+
∂η1

∂z
∈ 〈x, y〉.

Pero, dado que el ideal J también está contenido en 〈x, y〉, las ecuaciones
de (2.11) nos hacen concluir que z4p+1 ∈ 〈x, y〉 lo que es imposible. Como el
absurdo viene de suponer que Hm(H−4p) 6= 0, se obtiene lo que queŕıamos
demostrar.

2.3. Producto en HH para f ∈ J
En esta sección damos fórmulas para el producto en homoloǵıa de Hochschild
utilizando el isomorfismo de 2.2.4. Introducimos para ello una indeterminada
u de grado 1 y consideraremos el espacio vectorial
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H :=
⊕
p≥0

Ωp
At

p ⊕
⊕
p≥1

⊕
q≥0

(Hq(L)⊕Hq+1(L)u)tp+q. (2.12)

Equipamos a H con el producto ?, siendo éste el único producto conmutativo
en el sentido graduado tal que⊕

p≥0 Ωp
At

p con el producto usual es subálgebra,

el otro sumando de H es un ideal,

el producto de elementos de Ω∗
A por elementos deH∗(L)t∗ es el inducido

por el producto de formas,

si ξ ∈ Ωp
A, η, ω ∈ H∗(L) entonces

ωtp ? ηtq = 0
ωtp ? ηutq =ω ∧ ιD(η)tp+q

ξtp ? ηutq = (−1)|ξ|+1(ιD(ξ)η − ξηu)tp+q

ωutp ? ηutq =ω ∧ ιD(η)utp+q

Sea Λ :=
⊕

p≥0 Ωp
At

p ⊕
⊕

p≥1

⊕
q≥0H

q(L)tp+q que equipada con el producto
inducido por el producto de formas es una subálgebra de H con el producto
?. Consideremos la derivación ∆ : H∗ → H∗+1 determinada por la condición
de que ∆|Λ = d y por la condición de que para η ∈ H∗(L)

∆(ηutp) = (pη + LD(η))tp − d(η)utp.

Proposición 2.3.1 Existe un isomorfismo bihomogéneo natural de álgebras
diferenciales graduadas (HH∗(A), BI) ∼= (H,∆).

Demostración. Se sigue por cálculo directo, utilizando las propiedades
dadas en el Lema 2.2.3, y el isomorfismo expĺıcito de 2.2. �

2.4. Caso en que A es Z≥0-graduada

En esta sección supondremos que R =
⊕

n≥0Rn es un álgebra Z≥0-graduada,
que R0 = k, y que f es un elemento homogéneo de grado r > 0. Seguimos
denotando por D a la derivación del ejemplo 2.2.1 y por A al álgebra R/f .
Notar que la graduación de R se extiende al álgebra de formas diferenciales
Ω∗

R, siendo determinado el grado de una forma homogénea ω = a0da1 . . . dan

por
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w(ω) =
n∑

i=0

|ai| ∈ Z≥0

donde los ai son elementos homogéneos de R. Entonces se tiene que el mor-
fismo LD viene definido por la fórmula

LD(ω) =
w(ω)

r
· ω.

Observación 2.4.1 Como f es homogéneo, se tiene que para todo p ≥ 1,
el álgebra R/fpR es no negativamente graduada, siendo k su componente
homogénea de grado cero. Luego por (1.10) tenemos que H∗

dR(R/fpR) =
H∗

dR(k). Por tanto Hn
dR(R/fpR) = 0, para todo n > 0.

Ejemplo 2.4.2 Consideremos el elemento f = x2y − x ∈ R = k[x, y] y sea
A = R/fR. Entonces J = R; en particular f ∈ J y no tiene singularidades.
Sin embargo A no admite ninguna graduación sin grados negativos. Para ver
esto basta verificar que H1

dR(A) = Ω1
A/dA 6= 0. Efectivamente, un cálculo

muestra que la forma ω = (xy − 1)dx+ xdy ∈ Ω1
A no es exacta.

Teorema 2.4.3 Sean R, f y A como en el comienzo de esta sección, entonces
tenemos que para 1 ≤ q < n

HCq
n(A)+ = H2q−n+1(L)

Demostración. Dado que A es no negativamente graduada, con la grad-
uación heredada de R se tiene que el morfismo S : HC∗(A)+ → HC∗−2(A)+

es nulo, por 1.5.4. Luego de la sucesión SBI se deduce que para 1 ≤ q < n

HCq
n(A)+

∼= B(HCq
n(A)+) ∼= B ◦ I(HHq

n(A)).

Pero considerando los isomorfismos de la proposición 2.2.4 tenemos que

B ◦ I(HHq
n(A)) ∼= δn−q(H

2q−n(L)⊕H2q−n+1(L)).

Denotemos p = n− q y consideremos el morfismo restricción

δp|H2q−n+1(L) :H2q−n+1(L)−→H2q−n+1(L)⊕H2q−n+2(L)
ω 7−→ ((p+ LD)(ω),−dω)

Este morfismo es inyectivo, ya que si consideramos la descomposición en
componentes homogéneas de ω =

∑
s ωs tenemos que (p+LD)(ω) = 0 implica

que (p+LD)(ωs) = 0 para todo s, es decir, que (p+ w(ωs)
r

)ωs = 0 y dado que
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la graduación es positiva llegamos a que ωs = 0. Luego ω = 0 y el morfismo
restricción es efectivamente inyectivo.

Veamos que

δp|H2q−n+1(L) : H2q−n+1(L) −→ δp(H
2q−n(L)⊕H2q−n+1(L)) (2.13)

es sobreyectivo. Sea (η, ω) ∈ H2q−n+1(L) ⊕ H2q−n+2(L). Si η =
∑

s ηs es la
descomposición de η en componentes homogéneas, entonces

(p+ LD)(η) =
∑

s

(p+
w(ηs)

r
)ηs =

∑
s

λsηs.

Consideremos α = ω +
∑

s
1
λs
dηs ∈ Z2q−n+1

f . Entonces

δp|H2q−n(L)(α) = ((p+ LD)(α),−dα)

Pero

(p+ LD)(α) = (p+ LD)(ω) + p
∑

s

1

λs

dηs + LD(
∑

s

1

λs

dηs)

= (p+ LD)(ω) + p
∑

s

1

λs

dηs + d(
∑

s

1

λs

LD(ηs))

= (p+ LD)(ω) + d(
∑

s

p+ w(ηs)/r

λs

· ηs)

= (p+ LD)(ω) + dη

y −dα = −dω. Luego el morfismo (2.13) es isomorfismo, con lo que queda
demostrado el enunciado. �

Observación 2.4.4 Notar que lo que se precisa para la demostración del
resultado anterior es que para p = n − q el morfismo p + LD tenga un
morfismo inverso, es decir, que p no sea un autovalor de LD. Luego aunque
la graduación de R admita grados negativos, si se verifica que el morfismo
S : HCq+1

n+2(A) → HCq
n(A) es sobreyectivo, que S : HCq

n(A) → HCq−1
n−2(A)

es inyectivo y que n − q no es un autovalor de LD entonces se tiene que
HCq

n(A) = H2q−n+1(L).

Corolario 2.4.5 En las condiciones de la proposición anterior se tiene que

HCn(A) ∼= HCn(k)⊕ Ωn
A

dΩn−1
A

⊕
n−1⊕

q=[n/2]

H2q−n+1(L),
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HHn(A) ∼= Ωn
A ⊕

n−1⊕
q=[n/2]

H2q−n(L)⊕H2q−n+1(L),

donde [∗] denota la parte entera del número real no negativo ∗.

Observación 2.4.6 Notemos que si R = k[x1, . . . , xm], el complejo L no
es más que el complejo de Koszul sobre R asociado a { ∂f

∂x1
, . . . , ∂f

∂xm
}. Por

tanto en el caso de que estos elementos formen una sucesión regular de R,
L resulta exacto y como consecuencia se obtiene el resultado de Burghelea y
Vigué ([BV])

HCp
n(A) =

{
R/J n = 2p

0 p < n 6= 2p

Observación 2.4.7 El teorema 2.4.3 facilita los cálculos a la hora de hacer
cuentas en ejemplos concretos. Supongamos que tenemos f = f1 + f2 con
f1 ∈ R1 = k[x1, . . . , xr] y f2 ∈ R2 = k[xr+1, . . . , xm]. Si denotamos Li =
(Ω∗

Ri
, dfi) entonces

L∗ = L1 ⊗k L2.

Por tanto, aplicando el teorema resulta que para f ∈ J , HHp
n(A) es igual a⊕

i+j=2p−n

H i(L1)⊗Hj(L2)⊕
⊕

i+j=2p−n+1

H i(L1)⊗Hj(L2).

Si además f es casi homogéneo se tiene que HCp
n(A) es igual a⊕

i+j=2p−n+1

H i(L1)⊗Hj(L2).

Esta propiedad simplifica los cálculos, ya que en la práctica es mas sencillo
calcular la cohomoloǵıa de los complejos Li que directamente la del complejo
L.

Ejemplo 2.4.8 Sea f = xyn − zn ∈ R = k[x, y, z], donde n es un entero
positivo. Consideramos f1 = xyn ∈ R1 = k[x, y] y f2 = zn ∈ R2 = k[z],
entonces definimos los complejos

L1 : Ω0
R1

df1 // Ω1
R1

df1 // Ω2
R1
,

L2 : Ω0
R2

df2 // Ω1
R2
.
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Con cálculos simples llegamos a que la cohomoloǵıa de estos complejos se
reduce a

Hp(L1) =


k[x,y]

〈xyn−1,yn〉 , p = 2
k[x,y]
〈yn−1〉 , p = 1

0 el resto

Hp(L2) =

{
k[z]

〈zn−1〉 , p = 1

0, el resto

Luego utilizando la propiedad (2.4.7) y el teorema (2.4.3) llegamos a que,
para q < p,

HCq
p(A)+ =



k[x,y,z]
〈xyn−1,yn,zn−1〉 , p = 2q − 2

k[x,y,z]
〈yn−1,zn−1〉 , n = 2q − 1

0, el resto

2.5. Producto en HN para f casi homogéneo

En virtud de (1.39) tenemos que HCp
n(A)+

∼= HNp+1
n+1(A) para n ≥ p ≥ 0.

Luego usando el teorema 2.4.3 y la fórmula (1.38) tenemos

HN∗(A) = k[t−1]⊕
⊕
p≥1

ZpΩAt
p ⊕

⊕
n≥1

⊕
1≤p<n

H2p−n(L)tp. (2.14)

En esta sección daremos fórmulas para el producto en HN∗(A) en términos
del isomorfismo (2.14). Dado que multiplicar por t−1 es aplicar el morfismo
S, es claro que el producto de cualquier elemento de t−1k[t−1] con cualquier
elemento de HNn(A) con n > 0 es cero. Por otro lado para n ≥ 0 el morfismo

HNnA→ HHnA (2.15)

es inyectivo y compatible con el producto. Se sigue que el producto en la
subálgebra ZΩ∗

A es el producto de formas, y que
⊕

1≤p<nH
2p−n(L)tp es

un ideal en HN∗(A). Resta determinar el producto entre dos elementos de⊕
1≤p<nH

2p−n(L)tp y entre elementos de
⊕

1≤p<nH
2p−n(L)tp y elementos de

ZΩ∗
A. Para ello utilizamos la descripción expĺıcita de la restricción de (2.15)

a HHp
n(A) en términos del isomorfismo (2.14). Para 0 ≤ p ≤ n, la restricción

de (2.15) a HHp
n(A) induce el isomorfismo

HNp
n(A) ∼= H2p−n(L)utp

∆−→
∆(H2p−n−1(L)tp ⊕H2p−n(L)utp) = BI(HHp

n(A)). (2.16)
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Para q ≥ 1, sea

Mq := (LD + q)−1 : H∗(L)→ H∗(L).

Por la demostración de 2.4.3, la inversa de (2.16) env́ıa

“∆−1” := (∆|H2p−n(L)utp)
−1 : ∆(ηtp + ωutp) 7→ (ω +Mn+1−pdη)t

p. (2.17)

Ahora utilizamos estas fórmulas para describir el producto en HN∗(A). Sean
ξ ∈ ZΩs

A y η ∈ H2p−n(L). El producto de ξts ∈ HN s
s (A)ts con ηtp ∈

HNp
n(A)tp es

ξts • ωtp =“∆−1”(ξts∆(ωutp)

=“∆−1”((−1)|ξ|∆(ξ ? ωutp))

=“∆−1”∆((ξωu− ιD(ξ)ω)tp+s)

=(ξω −Mn+1−pdιD(ξ)ω)tp+s.

Sean n > p ≥ (n + 1)/2, r > q ≥ (r + 1)/2, ω ∈ H2p−n(L) = HNp
n(A) ⊂

HHp
n(A) y η ∈ H2q−r(L) = HN q

r (A) ⊂ HHq
r (A). Entonces

∆(ωtp) ?∆(ηts) = µtp+s

donde, para i = n+ 1− p, j = r + 1− q,

µ = −(i+LD)(ω)∧ιD(dη)+(−1)|ω|+1dω(j+LD)(ιDη)+dω∧ιD(dη)u (2.18)

Ahora queremos calcular una preimagen de µtp+s a través de ∆. Para ello
reescribimos adecuadamente cada uno de los tres sumandos de µ, utilizando
2.2.3 v) y las fórmulas de la sección 2.3. El primer término es

−(i+ LD)(ω) ∧ ιD(dη) =− (i+ LD)(ω)LDη + (i+ LD)(ω)dιDη

(i+ LD)(ω)dιDη

Calculamos ahora el segundo término

(−1)|ω|+1dω(j + LD)(ιDη) =d(ιD(ω)(j + LD)η) + ω(j + LD)dιDη

=d(ιD(ω)(j + LD)η) + jωdιDη

+ LD(ωdιDη)− LD(ω)dιDη

Sumando el primer y segundo término se obtiene entonces

− (i+ LD)(ω) ∧ ιD(dη) + (−1)|ω|+1dω(j + LD)(ιDη) =

(i+ j + LD)(ωdιDη) + d(ιD(ω)(j + LD)(η))
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Por otra parte observemos que el tercer término de (2.18) puede reescribirse
como sigue

dω ∧ ιD(dη)u = −dωdιDη = −d(ωdιDη)

En resumen, nos queda

µ = δp+q(ιD(ω)(j + LD)(η) + (ωdιDη)u).

Por tanto
ωtp • ηts = ωdιDη +Mi+j−1(ιD(ω)(j + LD)(η)). (2.19)
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Caṕıtulo 3

Hipersuperficies con
singularidades aisladas.

En este caṕıtulo nos concentraremos en el caso de hipersuperficies con singu-
laridades aisladas. Sea R una k-álgebra que es un dominio regular esencial-
mente de tipo finito de dimensión de Krull m y tal que el grado de trascen-
dencia de su cuerpo de fracciones sobre k es m. Sea f ∈ R con singularidades
aisladas, es decir, tal que su lugar singular Singf = {m1, . . . ,mu} es finito, y
sea A = R/fR. Denotamos por Ri al localizado Rmi

, entonces en virtud de
la hipótesis exigida a R, Ri/miRi es una extensión finita de k. A lo largo de
este caṕıtulo consideraremos R, f y A tal y como los hemos definido aqúı.

3.1. Cálculos previos

Definición 3.1.1 Un retracto por deformación (en adelante también
RD ) es una upla (L,M, s, p, h), donde (L, δ) y (M,∂) son complejos, s, p
son morfismos de complejos

L
s //M

p // L

y h es una homotoṕıa sobre M tal que

p ◦ s = idL y s ◦ p = idM + ∂ ◦ h+ h ◦ ∂.

Se dice que el RD (L,M, s, p, h) es filtrado si existen filtraciones sobre L y
M que son preservadas por s, p y h.

Lema 3.1.2 (Lema de Perturbación) Sea (L,M, s, p, h) un RD y d un
morfismo de grado −1 en M tal que (∂ + d)2 = 0. Entonces denotamos,

51
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∆n = p(dh)n−1ds, n ≥ 1 y ∆0 = δ

Sn = h(dh)n−1ds, n ≥ 1 y S0 = s

Pn = p(dh)n−1dh, n ≥ 1 y P0 = p

Hn = h(dh)n−1dh, n ≥ 1 y H0 = h

Si el RD es filtrado y d disminuye el ı́ndice de la filtración, entonces podemos
tomar

∆ =
∞∑

n=0

∆n, S =
∞∑

n=0

Sn, P =
∞∑

n=0

Pn, y H =
∞∑

n=0

Hn

verificando que ((L,∆), (M,∂ + d), S, P,H) es un RD filtrado. Para más
detalles ver [Kas].

3.1.3 Al igual que en el caṕıtulo 2 podemos considerar el modelo de cadena
Γ → A donde Γ = R ⊗ ΛV y V = k ⊕ ky. Recordemos que HHp

nA =
Hn−p(Ω

p
Γ, ∂). Sea Γi = Ri ⊗R Γ. Dado que para p < n, el A-módulo HHp

n(A)
está soportado en Singf , se tiene que el morfismo

Ωp
Γ →

⊕
i

Ωp
Γi (3.1)

induce un isomorfismo enHn−p para n > p. Se sigue de los cálculos de Michler
(ver [Mic2]) que

Hq(Ω
p
Γ) =


Ωp

R, q = 0
(J :f)

J
, p ≥ m, q = p−m+ 1

0, otro caso

(3.2)

Aqúı (J : f) representa el ideal de R anulador de f en R/J . En particular se
tiene que

H0(Ω
m
Γ ) = Ωm

A
∼= R/fR + J.

En lo que sigue estudiaremos la sucesión espectral asociada a la filtración
por columnas del complejo Ω≥m

Γ . Notemos que, dado que la aplicación (3.1)
es un cuasi-isomorfismo para p ≥ m, el morfismo de complejos

Ω≥m
Γ

∼−→
⊕

i

Ω≥m
Γi (3.3)
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es un cuasi-isomorfismo y, más aún, induce un isomorfismo en cada nivel de
la sucesión espectral. Gracias a esta observación, podremos restringirnos al
caso en que R es local toda vez que resulte conveniente.

Como k es un cuerpo entonces todos los k-módulos son proyectivos y por
tanto podemos definir, para todo p ≥ m morfismos de complejos

s : ((H∗(Ω
p
Γ), 0)→ (Ωp

Γ, ∂) yπ : (Ωp
Γ, ∂)→ (H∗(Ω

m
Γ ), 0)

tales que (H∗(Ω
p
Γ),Ωp

Γ, s, π, h) es un retracto por deformación.

Por otro lado sabemos que el complejo Ω̂p
Γ tiene definido un morfismo de

grado −1, d, que baja en 1 el ı́ndice de la filtración por columnas. Por tanto
podemos aplicar el Lema de Perturbación. Consideremos los morfismos ∆i =
π ◦ d ◦ (h ◦ d)◦i−1 ◦ s para i ≥ 1 y ∆0 = 0. Entonces definimos el complejo de
dos términos

Cn =



∏∞
i=0(J : f)/J , n = 1−m∏∞

i=0 Ωm
A , n = −m

0 , el resto

Cuyo borde es ∆ =
∑∞

i=0 ∆i. Por el Lema de Perturbación, los complejos C y

Ω̂≥m
Γ son homotópicamente equivalentes. Por otro lado, la filtración que nos

da el Lema de Perturbación en el complejo C es {FpC}p≤−m dada por

FpC :
∏

n≥p−m Ωm
A

∏
n≥p−m+1(J : f)/Joo

y en el complejo Ω̂≥m
Γ viene dada por {Ω̂≥p

Γ }p≥m. Puesto que el RD es fil-
trado se tiene por el lema 3.1.2 que los morfismos S, P y H preservan la
filtración. Luego los complejos S(FpC) y Ω̂≥p

Γ también son homotópicamente

equivalentes con lo cual se llega a que H∗(FpC) ∼= H∗(Ω̂
≥p
Γ ), que por (2.1) se

tiene que es isomorfo a HNp
∗+2p(A).

Consideremos la sucesión espectral asociada a la filtración F

E0
p,q = E1

p,q =


(J : f)/J , p+ q = 1−m

R/fR + J = Ωm
A , p+ q = −m

0 , en otro caso

(3.4)
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La primera diferencial espectral es ∆1 : E1
p,1−m−p → E1

p−1,1−m−p. En general la

r-ésima diferencial espectral es una aplicación ∆r : Er
p,1−m−p → Er

p−r,2−m−p−r

inducida por ∆r, donde

Er
p,1−m−p = ker ∆r−1 Er

p,−m−p = (R/fR + J)/
r−1∑
i=1

∆i(E
i
p+i,i−p−m−1).

Esta sucesión espectral es regular, es decir, que para cada (p, q) existe un rp,q

suficientemente grande tal que En
p,q = E∞

p,q para todo n ≥ rp,q. Esto es cierto
ya que los E1

p,q son k-espacios vectoriales de dimensión finita por tanto los
Er

p,q son también espacios vectoriales de dimensión finita menor o igual que
la de E1

p,q, ya que o son cero, o están contenidos en E1
p,q (para q = 1−m−p),

o son cocientes de E1
p,q (para q = −m−p). Luego los morfismos ∆r son nulos

o bajan la dimensión, en cualquier caso llega un momento en que Er
p,q = E∞

p,q,

bien sea porque llega a cero o porque a partir de él todos los ∆r son nulos. Por
otro lado tenemos que la filtración F es completa y exhaustiva. Completa ya
que lim←−−C/FpC = C y exhaustiva porque · · · ⊂ Fp−1C ⊂ FpC ⊂ . . .FmC = C
luego, ∪FpC = C. Por el Teorema 5.5.10 de [Wei] tenemos que la sucesión
espectral E converge débilmente a la homoloǵıa H∗(C). Esto quiere decir que
para todo p y q existen isomorfismos E∞

p,q
∼= FpHp+q(C)/Fp−1Hp+q(C) donde

F es la filtración inducida por F en la homoloǵıa de C.

3.2. Sucesión espectral genérica

Consideremos ahora el complejo doble ΩΓ(t) donde

(ΩΓ(t))p,q = k[t]⊗ (ΩΓ)p,q

y donde los morfismos de borde vienen dados por los morfismos de k[t]-
módulos

dt =

(
1⊗ d 0

(−1)1−p−qt⊗ 1 1⊗ d

)
∂t =

(
−1⊗ df 0

(−1)1−p−q ⊗ f −1⊗ df

)
De forma análoga a lo que se haćıa en el apartado anterior se obtiene que
(k[t] ⊗ H∗(Ω

m
Γ ),Ωm

Γ (t), st, πt, ht) es un retracto por deformación, donde los
morfismos st, πt y ht no son más que los morfismos anteriores tensorizados a
izquierda por 1. También podemos considerar los morfismos para i ≥ 0 (con
∆0(t) = 0),
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∆i+1(t) = πt ◦ dt+i ◦ (h ◦ dt+i−1 ◦ · · · ◦ h ◦ dt+1 ◦ h ◦ dt) ◦ st. (3.5)

donde ∆i+1(t) : k[t] ⊗ (J : f)/J → k[t] ⊗ R/(fR + J). Tenemos que el
morfismo ∆t =

∑∞
i=0 ∆i(t) define un morfismo borde en el complejo Ct

Ct,n =



∏∞
i=0 k[t]⊗ (J : f)/J , n = 1−m∏∞

i=0 k[t]⊗ Ωm
A , n = −m

0 , el resto

Por el Lema de Perturbación, dicho complejo y el complejo total Ω̂≥m
Γ (t) =

TotΩ≥m
Γ (t) son homotópicamente equivalentes. Aqúı tomamos el complejo

total en cada término como el producto de las diagonales. También se tiene
que la equivalencia preserva la filtración inducida por los FpCt, o sea que
FpCt es homotópicamente equivalente a Tot(Ω≥m+p

Γ (t)). Esta equivalencia
homotópica induce un morfismo entre las sucesiones espectrales asociadas

E
∗
p,q =

(FpCt)p+q

(Fp−1Ct)p+q

y Ẽ∗
p,q = (Ωm+p

Γ (t))p+q (3.6)

que es isomorfismo para E
1
. Notar que para un elemento ω = (ωi)i≥0 de∏∞

i=0(J : f)/J = C1−m tenemos que

(∆ω)i =
i∑

j=1

∆iωj−i =
i∑

j=1

∆j(i− j + 1)ωi−j. (3.7)

Consideremos ahora L1(t) = k[t]⊗(J : f)/J y C1(t) = k[t]⊗Ωm
A , y definamos

en general

Ln+1(t) = ker(∆n(t)), Cn+1(t) = coker (∆n(t+ 1)), (3.8)

donde ∆n(t) : Ln(t) → Cn(t) está definida como en (3.5). Aśı, la sucesión

espectral en el nivel 1, E
1

∗,∗ quedaŕıa de la forma
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. . . . . .

C1(t+ 1) L1(t+ 1)
∆1(t+1)oo

C1(t) L1(t)
∆1(t)oo

C1(t− 1)

La sucesión espectral de nivel 2, E
2

∗,∗ quedaŕıa como

C2(t+ 1)

C2(t) L2(t+ 1)

∆2(t+1)

llYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

C2(t− 1) L2(t)

∆2(t)

llYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

C1(t− 1)

Finalmente para un ı́ndice genérico i la sucesión espectral de nivel i, E
i

∗,∗
quedaŕıa de la forma

Ci(t) Li(t+ i+ 1) 0

0 Ci(t− 1) . . .

. . . . . . 0

0 C2(t− 1) Li(t)

∆i(t)

hhQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

0 C1(t− 1)
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Notación 3.2.1 Notar que a pesar de que los k[t]-módulos Lr(t) y Lr(t+ i)
son esencialmente diferentes se tiene que son isomorfos. A partir de ahora
cuando no haya lugar a confusión, es decir, cuando consideremos uno sólo,
escribiremos Lr por Lr(t).

Observación 3.2.2 Para cada 1 ≤ i ≤ u sean Ln(t)i y Cn(t)i los términos
de la sucesión espectral genérica correspondiente a Γi. El argumento de (3.3)
muestra que

Ln(t) =
⊕

0≤i≤u

Ln(t)i, (3.9)

Cn(t) =
⊕

0≤i≤u

Cn(t)i. (3.10)

3.3. Degeneración de L∗(t) e ı́ndice de Bri-

ançon-Skoda.

Para cada punto singular pi de f , el radical del ideal jacobiano localizado Ji

es todo el maximal. Por tanto Ji contiene una potencia de f . Se sigue que
el operador multiplicación por f es un operador nilpotente en

⊕u
i=1Ri/Ji;

llamaremos ı́ndice de Briançon-Skoda a su ı́ndice de nilpotencia, y lo
denotaremos por bs(f) o simplemente bs. Tenemos

bs = máx
1≤i≤u

mı́n{n ≥ 1 : fn ∈ Ji}

El teorema de Briançon-Skoda ([BS], ver también [LT]) establece que

bs ≤ m. (3.11)

El teorema principal de esta sección es el siguiente:

Teorema 3.3.1 Lbs+1(t) = 0.

Exhibiremos la demostración al final de la sección. Antes necesitamos algunos
resultados preliminares. Notemos que, en virtud de (3.9), basta probar el
teorema para R local. Por esa razón, en lo que sigue de la sección, y hasta la
demostración del teorema 3.3.1 supondremos que R es local.

Para cada κ denotamos por Ωκ
t a Ωκ

R ⊗ k[t]. Sobre este espacio podemos
definir el concepto de t-grado considerando que un elemento ω ⊗ p(t) ∈ Ωκ

t
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tiene como grado el grado del polinomio p(t). Luego el t-grado de un elemento
α =

∑n
i=1 ωi ⊗ pi(t) ∈ Ωκ

t se define como

degt(α) = máx
i
{deg pi(t)}.

Sea r ∈ N y consideremos el complejo Ωp≤ ≤p+r
Γ (t). Dentro de este complejo

consideramos la filtración Gn(Ωp≤ ≤p+r
Γ (t)) tal que

(Gn(Ωp≤ ≤p+r
Γ (t)))−(m+i),b = {α ∈ Ωm+i

Γ (t)b : degt α ≤ n+ i}.

donde α = (α1, α2) ∈ Ωs
t ⊕ Ωs+1

t , y degt(α) se define como el máximo entre
degt(α1) y degt(α2). La columna −m− i de Gn(Ωp≤ ≤m+r

Γ (t)) es

Gn(Ωm≤ ≤m+r
Γ (t))−m−i,∗ =

n+i⊕
j=0

Ωm+i
Γ tj

Esta filtración es exhaustiva, ya que la unión de todos los elementos de la
filtración da el espacio total, y Hausdorff dado que la intersección es 0, puesto
que G−r−1(Ω

p≤i≤p+r
Γ (t)) = 0. Consideremos la proyección π : Ωm≤ ≤m+r

Γ (t)→
Ωm

Γ (t). Se tiene que

π(H1−m(Ωm≤ ≤m+r
Γ (t)) = Lr+1(t).

Definimos sobre Lr(t) la filtración

GnLr(t) := π(Gn(H1−m(Ωm≤ ≤m+r−1
Γ (t)))).

Vamos a definir un morfismo

φ : GnLr+1(t)→
(J : f r+1)

(J : f r)
.

Para ello necesitamos algunos preliminares y notación. Fijamos x1, . . . , xm ∈
R un sistema de parámetros; notemos que Ωp := Ωp

R es un R-módulo libre
con base {dxi1 ∧ · · · ∧ dxip : i1 < · · · < ip}. Sea ν = dx1 ∧ · · · ∧ dxm ∈ Ωm la
forma de volumen. Si

ξ := ((a0ν, ω0), . . . , (arν, ωr)) ∈ GnΩm+r≥ ≥m
Γ

es un (1−m)-ciclo, entonces

(−1)mfa0 − df ∧ ω0 = 0
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y para todo 0 ≤ p ≤ r − 1 se tiene

0 = (−1)mfap+1ν − df ∧ ωp+1 + (−1)map(t+ p) + dωp.

Como ξ ∈ GnΩm+r≥ ≥m
Γ , máx{degt(ωi), degt(ai)} ≤ n+ i. Sean ηi ∈ Ωm−1 y

bi ∈ R de modo que

ai = (−1)mbit
n+i + términos de grado menor,

ωi = (−1)mηit
n+i + términos de grado menor.

Entonces tenemos que

fb0 = df ∧ η0 y bp = df ∧ ηp+1 − fbp+1ν, (r − 1 ≥ p ≥ 0). (3.12)

Se sigue que

f r+1br =
r∑

i=0

(−1)if idf ∧ ηi ∈ J. (3.13)

Por tanto br ∈ (J : f r+1).

Proposición 3.3.2 Sea G∗Lr el álgebra graduada asociada a la filtración
G∗Lr(t). Para cada n ≥ 0, la aplicación Z1−mGnΩm+r≥ ≥m

Γ → (J : f r+1),
ξ 7→ br definida arriba induce un monomorfismo

φ : GnLr+1(t) ↪→
(J : f r+1)

(J : f r)
[t] (3.14)

Demostración. Sea Li = Li(t). Por definición, Lr ⊂ L1 = H1(Ω
m
Γ )[t] ∼=

(J :f)
J

[t]. Observemos además que el isomorfismo H1(Ω
m
Γ ) ∼= (J :f)

J
es inducido

por (b, η) 7→ b. Aśı, para ver que ξ 7→ br da un morfismo bien definido

φ : GnLr+1 → (J : f r+1)/(J : f r)[t] (3.15)

basta verificar que si a0 ∈ J [t] entonces br ∈ (J : f r). Pero si a0 ∈ J [t],
entonces b0 ∈ J , y por (3.12) y (3.13), f r+1br ∈ fJ . Por tanto f rb − r ∈ J ,
es decir, f ∈ (J : f r). Esto prueba que (3.15) es un morfismo bien definido.
Por otra parte es claro que φ(Gn−1Lr+1 → (J : f r+1)/(J : f r)[t]) = 0, y por
tanto (3.14) está bien definido. Resta ver que (3.14) es inyectiva. Pero si en
(3.13) br ∈ (J : f r) entonces
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fb0 = df ∧ η0 = f(f rbr +
r∑

i=1

(−1)i+1f idf ∧ ηi) ∈ fJ

Luego b0 ∈ J , y de ah́ı la imagen de ξ ∈ Lr está en Gn−1Lr. �

Demostración. [ del Teorema 3.3.1]

Como se observó arriba, podemos suponer que R es local. Por la proposición
3.3.2, G∗Lbs+1 = 0. Como la filtración G∗Li es Hausdorff y exaustiva, se sigue
que Lbs+1 = 0. �

3.4. Evaluación de la sucesión espectral genéri-

ca.

Lema 3.4.1 Sean n ≥ 1, Ln(t) y Cn(t) como en (3.8) y TCn(t) el k[t]-
submódulo de torsión de Cn(t). Entonces Ln(t) y Cn(t) son k[t]-módulos
finitamente generados. Más aún, Ln(t) es libre y existe un isomorfismo k[t]-
lineal

Cn(t)/TCn(t) ∼= Ln(t).

Demostración. Como observó Michler en [Mic2], µ := dimR/fR + J =
dim(J : f)/J . Luego L1(t) y C1(t) son k[t]-módulos libres de rango µ. Como
Ln ⊂ L1 es un k[t]-submódulo, se tiene que es libre y de rango finito y como
Cn es un cociente de C1, se tiene que es finitamente generado.

Supongamos por hipótesis de inducción que rk Ln = rk Cn. Entonces pode-
mos elegir bases de k(t)⊗k[t]Ln y de k(t)⊗k[t]Cn, y considerar la matriz M(t)
de 1⊗∆n(t) con respecto a las bases elegidas. Entonces,

rk Ln+1 = rk coker ∆n(t)

= rk Cn − rk M(t)

= rk Cn − rk M(t+ 1)

= rk Cn+1

Con esto hemos probado que Ln es libre y que rk Ln = rk Cn < ∞ para
todo n, de lo cual se sigue que Cn/TCn

∼= Ln. �

Notación 3.4.2 Si M es un k[t]-módulo, denotamos por sp M al conjunto
de aquellos enteros positivos que están en el espectro del operador m→ tm,
es decir,
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sp M := {l ∈ Z>0 : ker(t− l : M →M) 6= 0}. (3.16)

Lema 3.4.3 Sea

k[t]q
α→ k[t]p →M → 0

una sucesión exacta de k[t]-módulos, donde α ∈ k[t]p×q. Denotamos r = rk α
y por χ(t) al generador mónico del ideal generado por todos los r×r-menores
de α. Entonces

sp M = {l ∈ Z>0 : χ(l) = 0}.

Demostración. Por resultados de teoŕıa elemental de módulos sobre do-
minios Eucĺıdeos, se pueden elegir bases de k[t]p y de k[t]q, de tal forma que
bajo estas nuevas bases el morfismo α se puede expresar con una matriz diag-
onal. Como χ es invariante por estos cambios de base podemos asumir que α
es diagonal. Bajo esta suposición es claro que χ es el polinomio caracteŕıstico
de multiplicar por t en el submódulo de torsión TM , de lo cual se sigue el
enunciado. �

Observación 3.4.4 El ideal I(M) := 〈χ(t)〉 del lema anterior es el ideal de
Fitting de M (ver [Eis, Sec.20]). La demostración muestra que χ(t) es el poli-
nomio caracteŕıstico de la transformación k-lineal “multiplicar por t”sobre el
submódulo de torsión TM .

Lema 3.4.5 Sean n ≥ 1, Ln(T ) y Cn(t) como en (3.8), y E la sucesión
espectral de (3.6). Denotemos por ∆′

n(t) : Ln → Cn/TCn a la composición
de ∆n(t) y la proyección natural. Consideremos

cn =

1 + máx
⋃n−1

i=1 sp coker ∆′
i(t) , si

⋃n−1
i=1 sp coker ∆′

i(t) 6= ∅

1 , otro caso.
(3.17)

Entonces

dimEn
−m−l,1+l = dimEn

−m−l−n,l+n = rk Ln(t), (∀l ≥ cn). (3.18)

Demostración. Para l ∈ Z, definimos kl := k[t]/(t − l)k[t]. Por el Lema
3.4.1 es suficiente probar que para l ≥ cn, multiplicar por t− l es un isomor-
fismo en TCn, y que existen isomorfismos
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En
−m−l,1+l

∼= kl ⊗k[t] Ln, En
−m−l−n,l+n

∼= kl ⊗k[t] Cn. (3.19)

Probaremos esto por inducción sobre n. Para n = 1 tenemos TC1 = 0, c1 = 1
y (3.19) es cierto por (3.7). Supongamos, como hipótesis de inducción, que
multiplicar por t − l es un isomorfismo sobre TCn y que (3.19) se verifica
para n. Entonces para l ≥ cn tenemos

En+1
−m−l,1+l = ker(1⊗∆(t) : kl ⊗k[t] Ln → kl ⊗k[t] Cn), (3.20)

En+1
−m−l−n−1,l+n+1 = coker (1⊗∆(t+ 1) : kl ⊗k[t] Ln → kl ⊗k[t] Cn). (3.21)

Denotemos Cn+1(t−1) := coker ∆n(t), Qn+1(t−1) := coker ∆′
n(t), entonces

tenemos un diagrama conmutativo con filas exactas

0

��

0

��
TCn

��

// K

��

// 0

0 // Im ∆n(t) //

��

Cn
//

��

Cn+1(t− 1)

��

// 0

0 // Im ∆′
n(t) //

��

Cn/TCn
//

��

Qn+1(t− 1)

��

// 0

0 0 0

(3.22)

Aqúı K está definido por la exactitud de la columna de la derecha. Notar
que los tres morfismos verticales que salen de la fila del medio dan lugar a
isomorfismos cuando tensorizamos con el cuerpo k(t). Se sigue, por tanto, la
exactitud de la siguiente sucesión,

0→ K → TCn+1(t− 1)→ TQn+1(t− 1)→ 0 (3.23)

Por hipótesis de inducción y dado que cn+1 ≥ cn se tiene que para l ≥ cn+1

multiplicar por t − l es un isomorfismo en TCn. Luego t − l : K → K
es sobreyectiva y en consecuencia un isomorfismo ya que K tiene longitud
finita. Por otro lado, de la definición de cn+1 y el hecho de que l ≥ cn+1, se
tiene que multiplicar por t − l es un isomorfismo en TQn(t − 1). Por tanto
multiplicar por t− l es un isomorfismo en TCn+1(t−1) por la sucesión (3.23).
De todos estos resultados y de la resolución libre
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0→ k[t]
t−l−→ k[t]→ kl → 0

obtenemos que

Tor
k[t]
1 (kl, Cn+1(t− 1)) = Tor

k[t]
1 (kl, Cn(t)) = Tor

k[t]
1 ( Im ∆n(t), kl) = 0.

(3.24)

Luego la siguiente sucesión permanece exacta al tensorizar con kl

0→ Ln+1
// Ln

∆n(t) // Cn
// Cn+1(t− 1)→ 0 (3.25)

Por (3.20), esto prueba que

En+1
−m−l,1+l = kl ⊗k[t] Ln+1 (3.26)

Sea Qn+1 = coker ∆′
n(t+ 1). El mismo argumento anterior prueba que

En+1
−m−l−n−1,1+l+n = kl ⊗k[t] Cn+1 (3.27)

para cualquier l ≥ cn siendo multiplicación por t − l en Qn+1 un monomor-
fismo. Pero por 3.4.3, sp Qn+1 = sp Qn+1(t − 1) − 1. Luego si l ≥ cn+1, se
tiene que (3.27) se verifica para l ≥ cn+1. �

Observación 3.4.6 Notar que usando el Teorema 3.3.1 y el Lema 3.4.5,
tenemos que si r es tal que Lr = 0 (e.g. r = bs + 1) entonces para n ≥ r y
l ≥ cr

En
−m−l,1−l = En

−m−l−n,l+n = 0.

Por un lado observamos que E∞
∗,∗ = Er

∗,∗ y por otro lado que para cada n se
tiene que existe un entero M = −m− cr − r tal que la diferencial espectral
Er

p,q → Er
p−r,q+1−r es cero para p + q = n y p − r ≤ M . Por tanto E es

acotada por arriba. Luego por el Teorema 5.5.10 de [Wei] tenemos que la
sucesión espectral E converge a la homoloǵıa del complejo C.

Teorema 3.4.7 Consideremos los sistemas inversos (Vκ, S) y (Wκ, S), donde
Vκ = HNm+2κA y Wκ = HNm+2κ+1A. Entonces existen enteros positivos κ0 y
r tales que r ≤ bs y para todo κ ≥ κ0 se satisfacen las siguientes condiciones.

i) Wκ = 0.

ii) Sr(Vκ+r) = 0.
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iii) Si li := dimk ker(Si : Vκ0+i → Vκ0) (i ≥ 1), entonces

li = dimk ker(Si : Vκ+i → Vκ).

Demostración. En primer lugar notar que por (2.1) tenemos que la ho-
moloǵıa ćıclica negativa se puede calcular como HNp

n(A) = Hn−2p(FpC),
luego

HNn(A) =
∏
p≥n

Hn−2p(FpC).

Pero para p ≥ m la homoloǵıa de FpC consta sólo de dos términos no nulos,
por lo que para n ≥ m tendŕıamos

HNn(A) =


H1−m(FpC) n = 2p−m+ 1

H−m(FpC) n = 2p−m

Entonces poniendo p = m + κ podemos considerar los sistemas inversos
(Vκ, S) y (Wκ, S), donde Vκ = HNm+2κ(A), Wκ = HNm+2κ+1(A) y el mor-
fismo S es el dado en la sucesión (1.14). Consideramos r + 1 como la menor
cota que verifica Lr+1(t) = 0. Por el teorema 3.3.1 nos bastaŕıa tomar r = bs.
Para r′ ≥ r, Lr′+1(t) = 0, por lo que ∆r′(t) es inyectiva. De la propiedad (3.7)
y por el Lema 3.4.5 tenemos que Er′+1

−m−l,1+l = 0 para todo l ≥ cr′+1 y para

r′ ≥ r, es decir Er+1
−m−l,1+l = E∞

−m−l,1+l = 0 para todo l ≥ cr+1. De esto se
deduce que H1−m(FpC) = 0 para p ≥ m+ cr+1 y por tanto Wκ = 0 para todo
κ ≥ cr+1 entero positivo con lo que queda demostrado i) tomando κ0 = cr+1.

Veamos ahora el apartado ii). Observar que el morfismo Sn : Vκ → Vκ+n es el
inducido por la proyección entre los complejos FpC → Fp+rC. Consideramos
la filtración de HN2p−m(A) siguiente

Gi := Im (Si : HN2(p+i)−m(A)→ HN2p−m(A)),

donde tomamos S0 como la identidad. Por un lado tenemos que para r′ ≥ r,
Lr+1(t) = 0 y por otro lado del Lema 3.4.5 tenemos que para p ≥ ci+1

se verifica que dimEi+1
−m−p−i,p+i = rk Li+1(t). Luego para todo r′ ≥ r y

p ≥ cr′+1, dimEr′+1
−m−p−r′,p+r′ = rk Lr′+1(t) = 0. De ah́ı Gr = 0, para p ≥ cr+1,

puesto que el morfismo inducido por la proyección en el nivel r-ésimo de la
sucesión espectral env́ıa cada ciclo en el cero, ya que para r y para p ≥ cr+1

dicha sucesión es cero. De esto se deduce que para este entero r y para
κ0 ≥ cr+1, tenemos que
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Gr = Sr(HN2(p+r)−m) = Sr(Vp+r) = 0

para todo p ≥ κ0, demostrando aśı ii).

Denotemos por lj a
∑j

i=1 rk Li. Para ver iii) notar que Gi/Gi+1 = Ei+1
−m−p−i,p+i,

luego dado que Gr = 0 tenemos

dim(HN2p−mA) =
r−1∑
i=0

dimGi/Gi+1 =
r∑

i=1

rk Li = lr.

Sean p ≥ cr+1 y q ≥ 1. Entonces el morfismo Sq : Vp+q → Vp, tiene núcleo
y conúcleo de igual dimensión, ya que de la igualdad anterior se deduce que
Vp+q y Vp tienen la misma dimensión. Por un lado tenemos que HN2p−m(A) =⊕r

i=0 Gi/Gi+1 y por otro lado Im Sq = Gq =
⊕r

i=q Gi/Gi+1. Luego queda que

el conúcleo de Sq es
⊕q−1

i=0 Gi/Gi+1. Por tanto

dim ker(Sq : Vp+q → Vp) = dim coker (Sq : Vp+q → Vp)

=

q−1∑
i=0

dimGi/Gi+1

=

q∑
i=1

rk Li

= lq

Ahora tomando κ0 = cr+1 tenemos que para todo κ ≥ κ0

dim ker(Si : Vκ0+i → Vκ0) = dim ker(Si : Vκ+i → Vκ) = li,

con lo que queda demostrado el apartado iii). �

Nota 3.4.8 Observar que en la demostración del teorema anterior, aunque
las cotas r y κ0 se pueden ajustar más dependiendo del caso, nos vale tomar
r = bs y κ0 = cbs+1.

Corolario 3.4.9 Sea bs como en la sección 3.3. Entonces existe un entero
n0 = bs + κ0 tal que si n ≥ n0 entonces Sbs(HNnA) = 0.
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3.5. El sistema inverso (HCp+∗
p+2∗A, S)

En esta sección consideraremos el morfismo periodicidad sobre la homoloǵıa
ćıclica S : HC∗A→ HC∗−2A tal y como aparece en la sucesión (1.13). Bajo
la descomposición de Hodge el morfismo S queda definido entre HCp

∗A y
HCp−1

∗−2A. Luego para p ≥ 0 tenemos el sistema inverso

HCp+∗
p+2∗A : · · · → HCp+2

p+4A→ HCp+1
p+2A→ HCp

pA = Ωp
A/dΩ

p−1
A . (3.28)

Para un álgebra cualquiera A tenemos que (ver [Lod])

S(HCp+1
p+2A) = Hp

dRA.

En [BACH] se probó que para el caso particular en que f ∈ R es un polinomio
(no necesariamente con singularidades aisladas), entonces

S(HCp+q
p+2q(R/f)) ∼= Hp

dR(R/f q). (3.29)

Además bajo esta identificación se tiene que el morfismo S se corresponde
con la proyección natural R/f ∗+1 → R/f ∗.

Por otro lado de 1.33 sabemos que la homoloǵıa del complejo Ω̂Γ da la coho-
moloǵıa infinitesimal de A y que para cada elemento de la filtración Ω≥p+1

Γ ,
la homoloǵıa del complejo cociente Ω≤p

Γ da la homoloǵıa ćıclica de A.

El siguiente lema es bien conocido.

Lema 3.5.1 Sean C un complejo, C · · · ⊃ Fp ⊃ Fp−1 ⊃ . . . una filtración de-
scendente por subcomplejos, E la sucesión espectral asociada y π : C/Fp−1 →
C/Fp la proyección. Entonces para cada l ≥ 1 hay una sucesión exacta larga

· · · → E l
p,q → πl−1Hp+q(C/Fp−l)→ πl−1Hp+q(C/Fp−1+l)→ E l

p−l,q+l−1 → . . .

Demostración. Sean U1 =
⊕

p,q U
1
p,q, U

1
p,q = Hp+q(Fp) y E1 =

⊕
p,q E1

p,q.

Por [Wei, 5.9.4], la sucesión espectral {E l}l≥1 es la asociada a la pareja deriva-
da

U // U

~~~~
~~

~~
~~

E1

``@@@@@@@@

(3.30)
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donde los morfismos son los obtenidos de la sucesión exacta larga de ho-
moloǵıa asociada a

0→
⊕

p Fp−1 //
⊕

p Fp //
⊕

p Fp/Fp−1 → 0

Sea D =
⊕

p,q Dp,q, Dp,q = Hp+q+1(C/Fp−1). De la sucesión exacta larga
asociada a

0→
⊕

p Fp/Fp−1 //
⊕

pCp/Fp−1 //
⊕

pCp/Fp−1 → 0

se obtiene la pareja exacta

D // D

~~}}
}}

}}
}

E1

``AAAAAAA

(3.31)

El morfismo de conexión de la sucesión exacta larga de homoloǵıa asociada
a

0→
⊕

p

Fp →
⊕

p

C →
⊕

p

C/Fp → 0

da un morfismo bihomogéneo D → U que, junto con el morfismo identidad
de E1, forma un morfismo de parejas exactas bigraduadas (3.31)→(3.30). Se
sigue que {E l}l es la sucesión espectral asociada a (3.31), y por tanto se tiene
la sucesión exacta del lema (ver [Wei, pp 155]). �

Teorema 3.5.2 Sean r y κ0 como en el Teorema 3.4.7 y p ≥ 0. Entonces,

i) Si p ≤ m− 3 entonces

HCp+q
p+2qA = Hp

dR(R/f q) = Hp
inf (A) = Hp

dRA (p ≤ m− 3, q ≥ 1).

ii)

HCm−2+q
m−2+2qA = Hm−2

dR R/f q (q ≥ 1)

= Hm−2
inf A (q ≥ máx{r + 1, κ0 + 1}).
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iii) Tenemos que

SqHCm−1+p+q
m−1+2(p+q)A = Im (Hm−1

dR R/fp+q → Hm−1
dR R/fp+1) (q ≥ 1)

=Hm−1
inf A (q ≥ máx{r + 1 + κ0 − p, r + 1} − 1).

iv) Para p = m y q ≥ q0 = r + 1 + κ0

HCm+q
m+2qA

∼= Hm
dR(R/f q+1) = Hm

inf (A).

Y para p = m con R = k[x1, . . . , xm] o p > m con R en general y q ≥ 0,

HCp+q
p+2q(A) = 0.

Demostración. Aplicando el lema a la filtración por columnas del complejo
Ω̂Γ se obtiene, para cada l ≥ 0, una sucesión exacta larga

· · · → E ′l
p,q → Sl(HCp+l

p+q+2lA)→ Sl(HCp+l
p+q+2(l−1)A)→ E ′l

p−l,q+l−1 → . . .

(3.32)

De (3.2) se sigue que E ′1
p,q = 0 para q > 0 y p ≥ 1 −m, que E ′2

p,0 = H−p
dR (A)

para todo p y que si además p ≥ −m+3 o p = −m entonces E ′∞
p,0 = H−p

dR (A).
En el caso particular en que R = k[x1, . . . , xm], tenemos que Hm

dR(R/f q) = 0,
pues es un cociente de Hm

dR(k[x1, . . . , xm]) = 0. Notemos por otra parte que,
en el caso general, si l ≥ 1 y p ≤ −m, E ′l

p,q es un cociente de la sucesión El
p,q

considerada en las secciones precedentes. Por tanto, de 3.4.6 tenemos que si
r = bs + 1 entonces para n ≥ r y l ≥ cr

E ′n
−m−l,1−l = E ′n

−m−l−n,l+n = 0.

En particular E ′ es regular, luego converge a H∗(Ω̂Γ) = H−∗
infA. La de-

mostración es directa a partir de estas observaciones. �

3.6. Algoritmo, observaciones y ejemplos

Las demostraciones del Lema 3.4.5 y del Teorema 3.4.7 proporcionan una
forma inductiva de calcular las dimensiones de los diferentes elementos que
aparecen en la sucesión espectral. Usando esto surge una algoritmo que nos
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permite hallar los enteros positivos κ0, r y li con i ∈ {1, . . . , r + 1} satisfa-
ciendo las hipótesis del Teorema 3.4.7. Expliquemos entonces en que consiste
el algoritmo. El algoritmo recibe como datos de entrada el elemento f y la
dimensión m de R y da como resultados de salida,

r + 1 que ya sabemos que va a ser menor o igual que m + 1 por el
Teorema 3.3.1,

rk Li(t) para todo i ∈ {1, . . . , r + 1},

la familia de polinomios χi(t), cuyas ráıces determinan el submódulo
de torsión de los Ci(t),

los módulos Li(t) definidos con una lista de elementos que son un sis-
tema generador del módulo.

En un paso previo el algoritmo calcula L1(t) = {p1, . . . , pr1} y también calcu-
la los elementos ci,j tales que fpi =

∑m
j=1 ci,j∂f/∂xj. Para ello sea J el ideal

jacobiano de f y (R/J)0 el anillo R/J localizado en un punto singular. Como
las singularidades son aisladas sabemos que este anillo como k-espacio vec-
torial tiene dimensión finita aśı que podemos considerar el endomorfismo de
espacios vectoriales multiplicar por f que vendrá definido por una matriz A.
Lo que el algoritmo hace en este paso previo es calcular el núcleo de A, pues
los elementos del núcleo de este endomorfismo definen L1(t) como R[t]-módu-
lo. Por otro lado también utiliza el algoritmo de división implementado en
Singular para determinar los elementos ci,j. Finalmente toma los elementos
pi y los ci,j y los divide por una base de Groebner GF del ideal fR+J , con lo
cual nos quedan como vectores en función de una k-base KF de R/fR+ J ,
y los coloca como columnas de una matriz H = [pi, ci,1, . . . , ci,m].

En el primer paso calcula ∆1(t) de la siguiente forma

∆1(t) :L1(t)−→C1(t)

pi 7−→∆1(t)(pi) := tHi,1 +
∑m+1

j=2
∂(Hi,j)

∂xj−1

Divide la imagen de cada pi por la base de Groebner GF de fR + J ya
calculada, por tanto queda de la forma

∆1(t)(pi) = resi(t) + fb1i (t) +
m∑

j=1

c1i,j(t)
∂f

∂xj

Descompone cada resi(t) como vector en función de la base KF . Luego
coloca estos vectores como columnas de una matriz A1 cuadrada de orden r1.
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Almacena el resultado en una lista de matrices M . Después calcula el núcleo
de A1. Notar que los elementos del núcleo se pueden ver como vectores en
función de los generadores de L1(t) o como polinomios. Considerándolos como
polinomios obtendremos una lista que denotaremos L2 = {p2

1, . . . , p
2
r2
}. Luego

diagonaliza la matriz A1 obteniendo A1 = P1D1Q1, donde

D1 =



µ1

. . .

µα1

0
. . .

0


Define χ1(t) = {µ1, . . . , µα1}. Al igual que antes toma los b1i y los c1i,j como
restos de dividir por la base de Groebner GF con lo que quedaŕıan como
vectores en función de la base KF y los coloca como columnas de la matriz
U . También toma la matriz L2 que resulta de considerar los elementos del
núcleo de A1 como vectores en función de los generadores de L1(t) y colocarlos
en columnas. Con estas dos matrices el algoritmo define la matrizH = L2′·U ,
donde L2′ denota la matriz traspuesta de L2.

En el segundo paso el algoritmo calcula ∆2(t),

∆2(t) :L2(t)−→C2(t) = C1(t+ 1)/∆1(t+ 1)(L1(t+ 1))

p2
i 7−→ tHi,1 +

∑m+1
j=2

∂(Hi,j)

∂xj−1

Divide la imagen de cada p2
i por la base de Groebner GF , quedando de la

forma

∆2(t)(p
2
i ) = resi(t) + fb2i +

m∑
j=1

c2i,j
∂f

∂xj

.

Pone los resi(t) como vectores en función de la base KF y los coloca como
columnas de una matriz A2 de orden r1 × r2. Esta matriz A2 es la imagen
∆2(t)(L2(t)). Ahora bien, lo que nos interesa es el núcleo de ∆2 cociente
∆1(t+ 1)(L1(t+ 1)). Para ello el algoritmo recupera la matriz A1 calculada
en el paso anterior que es ∆1(t)(L1), sustituye t por t+ 1 y la concatena a la
matriz A2 obteniendo de esta forma una matriz B de orden r1 × (r1 + r2).

B =

 |
A2 |A1(t+ 1)
|


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Notar que los elementos del núcleo de esta matriz vendŕıan definidos de la
forma

{(u, v) / A2 · u+ A1(t+ 1) · v = 0 } (3.33)

Ahora bien, si de estos elementos nos quedamos con los u no nulos obten-
dŕıamos el núcleo de ∆2(t) : L2 → C2. Esto es lo que hace el algoritmo:
primero almacena en una matriz C las columnas de los r2 primeros d́ıgitos
de cada elemento de la base del núcleo de B, que vienen a ser los elementos u
de (3.33), y luego la comprime eliminando las columnas nulas, es decir los u
que son cero, y lo almacena en la matriz CC. Poniendo cada vector columna
en función de los elementos de L1 obtenemos la lista de polinomios que for-
man una base del núcleo de ∆2(t) que almacenamos en L3 = {p3

1, . . . , p
3
r3
}.

También, al igual que en el paso anterior toma los b2i y los c2i,j como restos
de dividir por GF y los pone como vectores en función de la base KF para
colocarlos como columnas de una matriz U . Por otro lado también construye
la matriz L3 cuyas columnas son los elementos de L3 vistos como vectores en
función de los generadores L2 y define H = L3t · U , donde L3t representa la
matriz traspuesta de L3. Por otro lado considera la matriz D2 resultado de
diagonalizar la matriz B y define χ3(t) como una lista de los elementos de la
diagonal de D2 que son distintos de cero y uno.

Los siguientes pasos son análogos a éste. El algoritmo acaba cuando llega un
momento en el que ri = 0, condición de parada que se alcanza por el Teorema
3.3.1. Supongamos que el r4 = 0, entonces la matriz D3 no tendŕıa ceros en
la diagonal y seŕıa un isomorfismo de k[t]-módulos. El algoritmo daŕıa como
salida lo siguiente

r + 1 = 4, pues L4(t) = 0,

los enteros r1,r2 y r3 que son los rangos respectivos de L1(t), L2(t) y
L3(t),

la familia de polinomios χ(t) formada por la unión de las familias χi(t),
es decir

χ(t) = {µ1, . . . , µα1 , ν1, . . . , να2 , β1, . . . βα3},

los módulos L1(t),L2(t) y L3(t).

Luego lo que hacemos es calcular las ráıces de los polinomios de la familia
χ(t) y denotamos por c4 a la mayor ráız entera positiva. En caso de no tener
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ráıces enteras positivas pondŕıamos c4 = 1. Este es el cr del Lema 3.4.5.
Usando las fórmulas del Teorema 3.4.7 nos queda

r = 3, κ0 = c4, l1 = rk L1(t), l2 = rk L1(t) + rk L2(t),

l3 = rk L1(t) + rk L2(t) + rk L3(t) y li = l3 para i ≥ 3.

Hemos implementado este algoritmo en el paquete de cálculo simbólico Singu-
lar y utilizamos el programa Maple para calcular las ráıces de los polinomios
de χ(t). Posteriormente, lo ejecutamos sobre algunos ejemplos de la lista
de Arnol’d (ver [AGLV]). Los resultados obtenidos aparecen en la tabla del
anexo I que está al final del trabajo.

Observación 3.6.1 La primera observación a tener en cuenta es que todos
los ejemplos que aparecen en la tabla verifican que su lr coincide con la
multiplicidad excepto en el E19 y el Z18. Pero en estos dos casos se tiene
que los polinomios tienen 2 singularidades aisladas mientras que el resto sólo
tiene una. El E19 tiene singularidad en el (0, 0) y en el p1 := (−1/81,−1/3),
mientras que Z18 tiene sus singularidades en (0, 0) y en p2 := (1/27,−1/3).

Haciendo un cambio de coordenadas, en E19 para llevar el punto p1 al origen
nos queda.

E19(x+
1

81
, y +

1

3
) ∼ xy7 − 130

2187
y4 +

170

19683
y3 +

11

3
y10 − 55

27
y9 − 35

27
xy4

+
7

3
xy5 − 7

3
xy6 − 4

6561
y2 − 1

27
x2 +

7

729
xy − 7

81
xy2

+
35

81
xy3 + x3 +

65

81
y7 − 3y11 +

59

243
y5 − 49

81
y6 + y12

Comprobamos con Singular que el número de Milnor de este polinomio es 1,
es decir que la multiplicidad de E19 en p1 es 1,mientras que en (0, 0) es 19.
Notar que la suma de las multiplicidades da el número lr de tabla. Lo mismo
sucede con Z18, ya que su multiplicidad en el punto p2 es 1.

Observación 3.6.2 La segunda observación es que en todos los casos la
familia de polinomios χ(t) solo tiene ráıces enteras no positivas o no enteras,
con lo cual tenemos que cr = 1.

Ejemplo 3.6.3 A parte de los ejemplos de Arnold también hemos probado
el algoritmo en otros ejemplos como el dado por Malgrange que estudia el
caso en que R = k[x1, . . . , xm] y f = (x1 · · ·xm)2 + x2m+2

1 + · · · + x2m+2
m .

Obtenemos los resultados reflejados en la siguiente tabla
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m l1 l2 l3 l4 r κ0

2 12 13 13 13 2 1
3 179 214 215 215 3 1

Como principal observación podemos ver que este ejemplo, al menos en los
casos estudiados, verifica que el nivel de estacionamiento del sistema coincide
con el número de variables y a su vez también coincide con el ı́ndice de
Briançón-Skoda. Otra observación al respecto es que tanto en este ejemplo
como en los de Arnold, el sistema se estaciona en el número de Milnor.

3.7. Caso bs = 1

Por la definición dada en la sección 3.3, que el ı́ndice de Briançon-Skoda sea
1 quiere decir que

máx
1≤i≤u

mı́n{n ≥ 1 : fn ∈ Ji} = 1

Esto implica que f ∈ Ji para todo i, es decir f pertenece a su ideal jaco-
biano localizado en cada uno de los maximales correspondientes a los puntos
singulares de f .

Lema 3.7.1 Sean R y f como al principio del caṕıtulo. Supongamos además
que bs(f) = 1. Entonces f tiene la propiedad X ∗,∗.

Demostración. Por el corolario 2.1.4 basta probar que para todo p > 0

H∗(Ep) = 0. (3.34)

Se sigue de la discursion anterior al lema y de (3.1) y (3.2) que

Hn(
L

fL
) =

{⊕u
i=1Ri/Ji n = m− 1,m

0 resto

Por tanto probar (3.34) equivale a probar que para todo p > 0 y para todo
i, la aplicación

(δp)i : Ri/Ji → Ri/Ji

es un isomorfismo. Podemos suponer que R es local. Como f ∈ J existe
una derivación D : R → R, tal que D(f) = f . Por 2.2.5, basta probar que
LD + p es isomorfismo para todo p > 0. Como R/J es de dimensión finita
esto equivale a probar que LD no tiene autovalores negativos en R/J .



74 Caṕıtulo 3. Hipersuperficies con singularidades aisladas.

Sea S = R̂ la completación con respecto al maximal. Entonces R/J = S/JS.
Como por hipótesis R es local y regular S es un anillo de series y f puede
verse como una serie que pertenece a su ideal jacobiano. Por [Sai] tenemos
que existe un cambio de coordenadas en S que env́ıa f en un polinomio casi-
homogéneo g con pesos positivos y a la derivación D en la correspondiente
derivación de Euler. Dado que la definición de ideal Jacobiano que hemos
dado en 2.1.6 no depende de los cambios de coordenadas, se deduce que
S/JS = S/Jac(g)S y LD = LE. Como consecuencia tenemos que LD no
tiene autovalores negativos, por tanto δp es isomorfismo para todo p ≥ 0.

�

Observación 3.7.2 Notar que el ejemplo 2.1.5 verifica que f es un elemento
de R = k[x, y] con singularidades aisladas y no satisface la propiedad X 1,p

para ningún p. Esto implica por Lema anterior y por (3.11) que bs(f) = 2.

Teorema 3.7.3 Sean R y f como en el enunciado del Lema 3.7.1. Entonces

HCp
n(A) =



Ωn
A

dΩn−1
A

p = n

Ωm
A ⊕Hm−1

dR (A) 2p− n = m− 1

H2p−n
dR (A) 2p− n ∈ {0, . . . ,m− 2}

0 el resto

Demostración. Dado que f tiene singularidades aisladas, por (3.2) sabe-
mos cuánto vale su homoloǵıa de Hochschild y por el Lema 3.7.1 sabemos
que Hp

dR(A) = Hp
dR(R/f q) para todo p ≥ 0 y q ≥ 1. Usando estos resultados

y la propiedad (3.29) en la sucesión SBI obtenemos que la homoloǵıa ćıclica
de A se reduce a lo que figura en el enunciado. �



Caṕıtulo 4

K-teoŕıa

En este caṕıtulo se exponen algunos conceptos básicos de K-teoŕıa y su
relación con la homoloǵıa ćıclica. Se muestra cómo en algunos casos con-
cretos los grupos de K-teoŕıa de variedades singulares se pueden expresar en
términos de grupos de su homoloǵıa ćıclica y de la K-teoŕıa de variedades
suaves.

A lo largo de este caṕıtulo, salvo que se indique lo contrario, R será un anillo
con unidad, todos los morfismos de anillos preservarán la unidad y cuando
hablemos de módulos nos referiremos a módulos a izquierda.

4.1. K0

Denotamos por Proj (R) al conjunto de todas las clases de isomorf́ıa de
módulos proyectivos finitamente generados sobre R.

Proj (R) = {[M ] : M ∈ R−mod , M fin. gen. y proy.}

Recordemos que un módulo finitamente generado M es proyectivo si, y sólo
si, existen un módulo N y un entero n tales que M ⊕ N ∼= Rn. Notar tam-
bién que la suma directa está bien definida módulo clases de isomorf́ıa, y
define una operación asociativa y conmutativa en Proj (R). En otras pal-
abras (Proj (R),⊕) es un monoide abeliano. La propiedad que le falta para
ser un grupo es la de tener inversa.

Teorema 4.1.1 SeaM un monoide abeliano, entonces existe un grupo abeliano
G junto con un homomorfismo de monoides ϕ : M → G, tal que para todo
grupo H y homomorfismo φ : M → H existe un único homomorfismo de
grupos θ : G→ H con φ = θ ◦ ϕ.

75
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Idea de la demostración. Se toma

G =

⊕
m∈M Zem

〈{em + en − em+n}〉

La propiedad universal del teorema se sigue de la del grupo abeliano libre⊕
m∈M Zem. �

El grupo abeliano G del teorema anterior se llama grupo de Grothendieck
del monoide M . Si R es un anillo, ponemos

K0(R) := grupo de Grothendieck de Proj (R)

Observación 4.1.2 Notar que K0 es un funtor. En efecto, si ϕ : R → R′

es un homomorfismo de R-módulos entonces la extensión de escalares, P 7→
R′⊗R P , induce un homomorfismo Proj R→ Proj R′, que a su vez, induce
uno de grupos ϕ∗ : K0(R)→ K0(R

′), y se verifican las propiedades funtoriales
id∗ = id y (ϕ ◦ φ)∗ = ϕ∗ ◦ φ∗.

Existe una forma equivalente de definir K0 a partir de matrices idempotentes.
Sea [P ] ∈ Proj (R). Entonces existen n ∈ N y Q un R-módulo tales que
φ : P ⊕Q ∼= Rn. Ahora sea E el endomorfismo de R-módulos de P ⊕Q que
sobre P actúa como la identidad y sobre Q como el morfismo nulo. Entonces
podemos considerar p como la matriz de φ◦E◦φ−1 en la base canónica , la cual
va a ser una matriz idempotente puesto que el morfismo E es idempotente.
Notar que la correspondencia que a cada modulo proyectivo P lo env́ıa a la
matriz p depende de las elecciones hechas. Por ejemplo se puede añadir un
sumando R a Q y la matriz p que obtendŕıamos seŕıa como la anterior pero
completada con una fila y una columna de ceros. Sin cambiar el n también
podŕıamos considerar otro isomorfismo ψ : P ⊕ Q → Rn entonces la matriz
resultante será la conjugada de la anterior mediante la matriz inversible que
representa φ ◦ ψ−1 en la base canónica. Por tanto para definir K0 mediante
matrices idempotentes habŕıa que dividir por una relación de equivalencia
que tuviera en cuenta estas relaciones.

Notación 4.1.3 Denotamos por Mn(R) al conjunto de matrices de orden n
sobre R y por GLn(R) al grupo de matrices inversibles de orden n sobre R.
Podemos sumergir Mn(R) → Mn+1(R) mediante el morfismo (de anillos sin
unidad)

a 7−→
(
a 0
0 0

)
(4.1)

y GLn(R)→ GLn+1(R) mediante el morfismo de grupos
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g 7−→
(
g 0
0 1

)
(4.2)

Denotamos M(R) =
⋃

n≥1Mn(R) y por GL(R) =
⋃

n≥1GLn(R). Entonces
M(R) es un anillo sin unidad y GL(R) es un grupo. Si denotamos por I(R) al
conjunto de las matrices idempotentes de M(R) se tiene que el grupo GL(R)
actúa sobre I(R) mediante la conjugación.

El lema de abajo y el teorema que le sigue son elementales; omitimos su
demostración, que puede verse en [Ros, 1.2.3].

Lema 4.1.4 Sean P y Q dos matrices idempotentes sobre R, es decir P,Q ∈
I(R). Entonces los R-módulos proyectivos asociados a estas matrices son
isomorfos si y sólo si existe una matriz G ∈ GL(R) tal que P = G ·Q ·G−1.

Teorema 4.1.5 Sobre I(R) definimos la relación de equivalencia ∼ dada
por

P ∼ Q ⇐⇒ ∃ G ∈ GL(R) : P = G ·Q ·G−1

Las clases de equivalencia asociadas a esta relación se denominan clases de
conjugación. El monoide Proj (R) se identifica con I(R)/ ∼ donde la op-
eración ⊕ de Proj (R) pasa a identificarse con el morfismo

(P,Q) 7−→
(
P 0
0 Q

)
Por tanto, K0(R) es el grupo de Grothendieck del semigrupo I(R)/ ∼.

Ejemplos 4.1.6

1. Si R es un dominio de ideales principales entonces todo módulo finita-
mente generado sin torsión es libre ([Lang]). En particular, todo módulo
proyectivo finitamente generado es libre. Como además dos módulos li-
bres finitamente generados son isomorfos si, y sólo si, tienen el mismo
rango, concluimos que Proj (R) = N0 y por tanto K0(R) ∼= Z. En
particular, K0(Z) = Z.

2. Si R es cualquier anillo, el morfismo canónico Z → R induce un mor-
fismo de grupos Z = K0(Z)→ K0(R), que env́ıa n ∈ N0 a Rn.

3. Un anillo R se dice que es local si el conjunto m de los elementos no
inversibles de R constituye un ideal a izquierda de R. Se comprueba que
si R es local, entonces m es el único ideal maximal, y además es bilátero
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([Ros, 1.3.4]). Se prueba en [Ros, 1.3.11] que si R es local entonces todo
R-módulo proyectivo finitamente generado es libre, Proj (R) = N0

y K0(R) = Z. En particular si R es un anillo de división, entonces
K0(R) = Z.

4. Si R posee un ideal maximal a izquierda o a derecha m que es además
bilátero (por ejemplo si R es conmutativo), entonces F = R/m es
un anillo de división, y la proyección al cociente induce un morfismo
K0(R) → Z. Se comprueba que la composición de este morfismo con
el que va en sentido opuesto definido arriba es la identidad de Z. Por
tanto para K̃0(R) = coker (Z→ K0(R)) se tiene

K0(R) = Z⊕ K̃0(R).

Esta descomposición no es canónica dado que el morfismo K0(R) →
Z depende, en principio, de la elección de m. En el caso en que R
es conmutativo, esta elección depende sólo de la componente conexa
de SpecR en la que se encuentra m. Explicamos esto a continuación.
Sea P un R-módulo proyectivo finitamente generado. Si p es un ideal
primo, entonces Rp es local, y por tanto Pp es libre. Se comprueba que
la función rk (P ) : SpecR → N0, p 7→ rk (Pp) es continua. Aśı, si
asumimos que SpecR es conexo, es decir, que los únicos idempotentes
de R son 1 y 0, rk (P ) resulta constante y puede por tanto identificarse
con un entero n ∈ N0. En particular en este caso el morfismo K0(R)→
Z definido arriba no depende de la elección de m, ya que coincide con
el inducido por el morfismo de monoides rk : Proj (R)→ N0.

5. Si R es conmutativo, el conjunto de clases de isomorfismo de módulos
proyectivos finitamente generados de rango 1 forma un grupo, PicR,
bajo el producto tensorial, que se denomina grupo de Picard de R. Se
prueba en [Wei2, 2.6.3] que si R es noetheriano de dimensión 1 con
SpecR conexo, entonces

K̃0(R) ∼= PicR (4.3)

6. Si R es un anillo, respectivamente anillo conmutativo, e I /R es un ideal
nilpotente, entonces la aplicación natural K0(R)→ K0(R/I), respecti-
vamente Pic(R) → Pic(R/I), es un isomorfismo ([Wei2, 1.3.9, 2.2.2]).
Por otra parte si n ≥ 1 entonces la inclusión R = M1(R) ⊂ Mn(R)
de (4.1) induce un isomorfismo de monoides I(R) ∼= I(Mn(R)) y por
tanto uno de grupos K0(R) ∼= K0(Mn(R)). Análogamente K0(R×S) =
K0(R)⊕K0(S). Como aplicación de estas propiedades podemos calcular
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el K0 de álgebras de dimensión finita sobre un cuerpo k. Si R es una tal
álgebra, entonces el radical de Jacobson JR es nilpotente, y por tanto
K0(R) = K0(R/JR). Por el teorema de Wedderburn ([Lang]), R/JR =∏r

i=1Mni
(Di), un producto de anillos de matrices sobre álgebras de

división. Se sigue que K0(R) = Zr.

4.1.1. Regularidad

Definición 4.1.7 Sea E un funtor de la categoŕıa de anillos en la categoŕıa
de grupos abelianos. Decimos que un anilloR es E-regular si para todo n la in-

clusiónR→ R[x1, . . . , xn] induce un isomorfismo E(R)
∼=−→ E(R[x1, . . . , xn]).

Recordemos que un anillo noetheriano R se dice regular si todo módulo
tiene dimensión proyectiva finita. Serre demostró que todo anillo regular es
K0-regular (ver [Ros, 3.2.13]). En particular si D es un anillo de división,
K0(D[t1, . . . , tn]) = Z. Si R es un dominio de Dedekind (es decir es un do-
minio conmutativo regular de dimensión 1) entonces por 4.3,

PicR = PicR[x1, . . . , xn] (4.4)

Recordemos que si R es conmutativo entonces el conjunto de todos los ele-
mentos nilpotentes de R es un ideal, llamado nilradical o radical nilpotente
de R y que denotaremos por N(R). Escribimos

Rred = R/N(R)

Un teorema de Traverso (ver [Wei2, 1.3.11]) establece que para R conmu-
tativo noetheriano, (4.4) equivale a que Rred sea seminormal, es decir que
si x, y ∈ R son elementos tales que x3 = y2 entonces existe t ∈ R tal que
t2 = x y t3 = y. Por ejemplo si k es un cuerpo An = k[x, y]/〈x3 − y2〉 es un
anillo noetheriano de dimensión 1 sin elementos nilpotentes que no es semi-
normal, y por tanto tampoco es K0-regular. Se sigue que para cada n ≥ 2,
A[t2, . . . , tn] es un anillo noetheriano de dimensión n que no es K0-regular.

4.2. K1

4.2.1 Sean R un anillo, a ∈ R y n ∈ N. Se define la matriz elemental
ei,j(a) como la matriz que tiene unos en la diagonal, a en el lugar (i, j) y
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ceros en el resto, con 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j.

ei,j(a) =


1 0

. . .

a
. . .

0 1


Denotamos por En(R) al subgrupo de GLn(R) generado por este tipo de
matrices. Considerando la inmersión (4.2) tenemos que En(R) se sumerge
en En+1(R); denotamos E(R) =

⋃
n≥1En(R) y lo denominamos grupo de

matrices elementales. Notar que E(R) es un subgrupo de GL(R). En la
proposición 21.4 de [Ros] se demuestra que

[E(R), E(R)] = [GL(R), GL(R)] = E(R)

Aqúı [M,M ] denota el subgrupo generado por los conmutadores, es decir los
elementos de la forma m · m′ · m−1 · m′−1, con m,m′ ∈ M . En particular
E(R) es normal en GL(R) y el cociente GL(R)/E(R) es la abelianización de
GL(R). Ponemos

K1(R) :=
GL(R)

E(R)
= GLab(R)

Notar que K1 define un funtor de la categoŕıa de anillos a la categoŕıa de
grupos abelianos, ya que un morfismo de anillos R→ S induce un morfismo
de grupos GL(R)→ GL(S) y por lo tanto también uno de grupos abelianos
GLab(R)→ GLab(S).

4.2.2 Sean R un anillo conmutativo y R∗ su grupo de elementos inversibles.
Para cada n ∈ N se tiene un diagrama conmutativo

GLn(R) det //

��

R∗

GLn+1(R)

det

::tttttttttt

Aqúı det es el morfismo determinante. De esta manera tenemos un mor-
fismo det : GL(R) → R∗. Este morfismo es una retracción; una inversa a
derecha viene dada por la inclusión R∗ = GL1(R) ⊂ GL(R). Aśı, si llamamos
SL(R) = ker det y SK1(R) = SL(R)/E(R), se tiene una descomposición en
suma directa

K1(R) = R∗ ⊕ SK1(R)
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Ejemplos 4.2.3

Si R es local, o eucĺıdeo, o el anillo de enteros de una extensión finita de
Q, entonces SK1(R) = 0 (ver [Ros, 2.3]). En el caso en que R es local no
conmutativo, se tiene un isomorfismo K1(R) ∼= R∗

ab, que es inducido por
una variante no conmutativa del determinante ([Ros, 2.2.6]). El anillo A =
R[x, y]/〈x2 + y2 − 1〉 tiene SK1(A) 6= 0 ([Ros, Ex 2.3.11])

Todo anillo regular es K1-regular [Ros, 3.2.17]). Si R es conmutativo local y
posee un elemento nilpotente no nulo (e.g. R = Q[t]/t2), entonces R no es
K1-regular. En efecto, si a ∈ R es nilpotente no nulo, entonces 1 + at es un
elemento inversible de R[t] que no está en la imagen de R∗. Por tanto

K1(R) = R∗ → R[t]∗ ⊕ SK1(R[t]) = K1(R[t])

no es sobreyectiva. Todo anillo que esK1-regular es tambiénK0-regular ([Vor,
2.1]); por tanto según lo visto en la sección anterior, si R es conmutativo
noetheriano y K1-regular, entonces Rred es seminormal.

Notemos que los gruposGL(MnR) yGL(R) son isomorfos; por tantoK1(R) =
K1(Mn(R)). Por otra parte, a diferencia de lo que ocurre con K0, K1 no
se mantiene invariante al dividir por ideales nilpotentes. Por ejemplo si
R = Q[t]/t2 entonces Rred = Q y 1 + t ∈ R∗ = K1(R) es un elemento
no trivial del núcleo de K1(R)→ K1(Rred) = Q∗.

4.3. K<0

Sean R un anillo, R[t, t−1] el anillo de polinomios de Laurent con coeficientes
en R. El anillo R[t, t−1] contiene dos subanillos isomorfos al anillo de poli-
nomios sobre R; R[t] y R[t−1]. El teorema fundamental para K1 ([Wei2, 3.6])
establece lo siguiente.

Teorema 4.3.1 Para todo anilloR hay una retracción natural ∂ :K1(R[t, t−1])
→ K0(R) de modo que la siguiente sucesión es exacta escindida

0→ K1(R)
∆→ K1(R[t])⊕K1(R[t−1])

±→ K1(R[t, t−1])
∂→ K0(R)→ 0.

Aqúı ∆ es el morfismo diagonal, y ± es la diferencia de los morfismos in-
ducidos por las dos inclusiones.

Corolario 4.3.2 Si R es K1-regular, entonces K1(R[t, t−1]) = K0(R) ⊕
K1(R).

El teorema anterior motiva a dar la siguiente definición.
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Definición 4.3.3 Sea n < 0. Definimos recursivamente

K−nR := coker (K1−n(R[t])⊕K1−n(R[t−1])
±→ K1−n(R[t, t−1])

Se tiene ([Wei2, 4.1.2]).

Teorema 4.3.4 Para todo anillo R y todo n ≥ 0 hay una retracción natural
∂ : K−n(R[t, t−1]) → K−n−1(R) de modo que la siguiente sucesión es exacta
escindida

0→ K−n(R)
∆→ K−n(R[t])⊕K−n(R[t−1])

±→ K−n(R[t, t−1])
∂→ K−n−1(R)→ 0.

(4.5)

Propiedades 4.3.5 Vimos anteriormente que K0(R) = K0(Mn(R)); da-
do que Mn(R[t]) = Mn(R)[t] y Mn(R[t, t−1]) = Mn(R)[t, t−1] se sigue que
K−p(R) = K−p(Mn(R)) para todo p > 0. Análogamente se prueba que si
I /R es nilpotente entonces K−p(R)→ K−p(R/I) es un isomorfismo. Si R es
regular, entonces K−nR = 0 para todo n > 0. L. Reid mostró en [Reid] que
para cada cuerpo k y cada d ≥ 1 existe una k-álgebra de tipo finito A sobre
k y dimensión de Krull d con un único punto singular, tal que K−dA 6= 0. C.
Weibel conjeturó [Wei3] que si R es conmutativo noetheriano de dimensión
d entonces R es K−d-regular y K−nA = 0 para n > d. Esta conjetura fue
probada en caracteŕıstica arbitraria para el caso de dimensión 1 y 2 ([Wei4]),
y para R esencialmente de tipo finito sobre un cuerpo de caracteŕıstica cero
y d arbitraria en [CHSW].

4.4. K>0

En la sección correspondiente definimos K1(R) = GL(R)ab. Recordemos que
si G es un grupo, entonces

Gab = H1(G) := H1(G,Z)

el primer grupo de homoloǵıa de G. En general si Z[G] es el anillo de grupo
y M un Z[G]-módulo, se define

Hn(G,M) = TorZ[G]
n (Z,M)

La homoloǵıa de G puede verse como la homoloǵıa de un CW -complejo. En
efecto si BG es el espacio clasificante de G entonces M define un sistema
local sobre BG y se tiene

H∗(G,M) = H∗(BG,M).
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D. Quillen demostró ([Lod, 11.2.3]) que si P es un subgrupo normal de G
tal que P = [P, P ] entonces existen un CW -complejo BG+, y una aplicación
continua ι : BG → BG+, únicos salvo equivalencia homotópica, de modo
que π1(BG

+) = G/P y que para todo sistema local L sobre BG+

H∗(BG, ι
∗L)→ H∗(BG

+, L)

es un isomorfismo. Si R es un anillo, aplicamos esta construcción para G =
GL(R) y P = E(R), y ponemos

Kn(R) := πn(BGL(R)+) (n ≥ 1)

Notemos que si n = 1 esta definición coincide con la dada anteriormente.
Como GL(MnR) ∼= GL(R), se sigue que K∗(Mn(R)) = K∗(R).

Teorema 4.4.1 Para todo anillo R y todo n ≥ 2 hay una retracción natural
∂ : Kn(R[t, t−1]) → Kn−1(R) de modo que la siguiente sucesión es exacta
escindida

0→ Kn(R)
∆→ Kn(R[t])⊕Kn(R[t−1])

±→ Kn(R[t, t−1])
∂→ Kn−1(R)→ 0.

Teorema 4.4.2 [Vor, 2.1] Sean n ∈ Z y R un anillo. Si R es Kn-regular,
entonces es Km-regular para todo m < n.

4.4.3 Estructura de Producto. Si R y S son anillos, P ∈ Proj (R),
Q ∈ Proj (S) entonces P ⊗Z Q ∈ Proj (R ⊗Z S). Se comprueba que esta
aplicación es bilineal en el sentido evidente. Se obtiene aśı un producto

K0(R)⊗Z K0(S)→ K0(R⊗Z S) (4.6)

definido por la fórmula

([P1]− [P2]) ·([Q1]− [Q2]) = [P1⊗ZQ1]+[P2⊗ZQ2]−([P1⊗ZQ2]+[P2⊗ZQ1])

En el caso particular en que R sea conmutativo, la multiplicación µ : R⊗ZR
→ R, r⊗s 7→ rs resulta ser morfismo de anillos. Por tanto puede componerse
(4.6) con el morfismo de grupos K0(R ⊗Z R)→ K0(R) inducido por µ, y se
obtiene de esta forma un producto interno en K0(R), que le da una estructura
de anillo conmutativo.
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Similarmente hay productos

K0(R)⊗ZK1(S)→ K1(R⊗Z S), K1(R)⊗ZK0(S)→ K1(R⊗Z S) (4.7)

de los cuales se obtiene, para R conmutativo, una estructura de K0(R)-
bimódulo en K1(R), que es simétrica, es decir, pg = gp ∀ p ∈ K0(R),
g ∈ K1(R). Explicamos sucintamente cómo se define la primera de las aplica-
ciones de (4.7). Si P ∈ Proj (R) y g ∈ GLn(S), se toma Q con P ⊕Q = Rm,
de modo que P ⊗Z S

n ⊕Q⊗Z S
n = (R⊗Z S)mn. Se define

[P ] · [g] :=

[
1P ⊗Z g 0

0 1P ⊗Z 1Q

]
Se comprueba que esto da un producto bien definido K0(R) ⊗Z K1(S) →
K1(R⊗Z S). En general, se puede ver, utilizando la construcción plus ([Ros,
5.3.1]) y el teorema fundamental (4.3.1, 4.3.4, 4.4.1) que el producto tensorial
de matrices induce un producto

Kp(R)⊗Z Kq(S)→ Kp+q(R⊗Z S) p, q ∈ Z.
En el caso en que R es conmutativo, K∗(R) resulta un anillo graduado,
conmutativo en el sentido graduado.

4.5. Escisión

A continuación introduciremos la definición de los cuadrados de Milnor los
cuales se pueden ver como una versión algebraica de la suma amalgamada de
dos espacios topológicos sobre un subespacio cerrado de uno de ellos. Para
motivar la definición empezaremos por recordar la construcción de la suma
amalgamada.

SeaX un espacio topológico e Y ⊆ X un cerrado. Sea Z otro espacio topológi-
co y f : Y → Z una aplicación continua. Entonces se puede definir la suma
amalgamada de X y Z sobre Y , es

Z
∐
Y

X :=
Z

∐
X

f(Y ) ∼ Y

Tenemos un diagrama conmutativo

Z
∐

Y X Xoo

Z

OO

Y
foo

i

OO
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Como es sabido, dar una función continua de Z
∐

Y X en un espacio topológi-
co W equivale a dar funciones continuas Z → W y X → W que coincidan
al componerlas con f y con i. Aśı, si denotamos por A al espacio de las
funciones continuas de Z

∐
Y X en C, tenemos

A := C(Z
∐

Y X) = {h : Z
∐

Y X → C / h continua }
= {h = (a, b) / a : Z → C , b : X → C , b ◦ i = a ◦ f}
= {(a, b) : a ∈ C(Z), b ∈ C(X), i∗(b) = f∗(a)}.

Aqúı i∗ : C(X) → C(Y ), f∗ : C(Z) → C(Y ) env́ıan b 7→ b ◦ i y a 7→ a ◦ f .
De este modo, si llamamos B := C(X), C := C(Z), D := C(Y ) a los
respectivos anillos de funciones continuas con valores en C, tenemos que
A = B ×D C, el producto fibrado de B y C sobre D. Tenemos entonces un
diagrama conmutativo

A = B ×D C //

π′

��

B

i∗

��
C

f∗ // D

(4.8)

Recordemos que, por el teorema de Tietze, una función continua en un cer-
rado se extiende a todo el espacio. Se sigue que i∗ y π′ son sobreyectivas.

Definición 4.5.1 Sea

A
a1 //

a2

��

B

b

��
C

c // D.

(4.9)

un diagrama de anillos y homomorfismos. Se dice que (4.9) es un cuadrado
cartesiano si para todo anillo A′ y homomorfismos q1 : A′ → B, q2 : A′ → C
tales que b◦q1 = c◦q2 existe un único morfismo ϕ : A′ → A tal que q1 = a1◦ϕ
y q2 = a2 ◦ ϕ.
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A′

q1

''PPPPPPPPPPPPPPP

q2

��0
00

00
00

00
00

00
00 ϕ

  A
A

A
A

A
a1 //

a2

��

B

b
��

C
c // D.

Nota 4.5.2 Si (4.9) es cartesiano entonces A ∼= B ×D C y el isomorfismo
env́ıa a1 y a2 en las proyecciones canónicas B ×D C → B y B ×D C → C.

Definición 4.5.3 Un cuadrado cartesiano de anillos de la forma

A
f //

π′

��

B

π

��
C

f // D

(4.10)

se dice que es un cuadrado de Milnor si π y π′ son sobreyectivas.

Proposición 4.5.4 Sea

A
f //

π′

��

B

π

��
C

f // D

(4.11)

un cuadrado conmutativo de anillos con flechas verticales sobreyectivas. En-
tonces (4.11) es un cuadrado de Milnor si, y sólo si, f : kerπ′ → kerπ es
biyectiva.

Demostración. Si (4.11) es de Milnor, podemos indentificar A = B ×D C
y f con la proyección. Una vez hechas estas identificaciones es claro que
f : kerπ′ → kerπ es biyectiva. Rećıprocamente, supongamos que f : kerπ′ →
kerπ es biyectiva, entonces por la propiedad universal del producto carte-
siano, tenemos un morfismo

ϕ :A−→ B ×D C
a 7−→ (f(a), π′(c)).
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Veamos que ϕ es isomorfismo. Tenemos

kerϕ = ker f ∩ kerπ′ = ker(f| ker π′) = 0.

Luego en efecto ϕ es inyectiva. Sea (b, c) ∈ B×D C. Como π′ es sobre, existe
un elemento a ∈ A tal que π′(a) = c. Luego

π(f(a)) = f(π′(a)) = π(b).

Por tanto b−f(a) ∈ kerπ. Como por hipótesis f : kerπ′ → kerπ es biyectiva,
existe a′ ∈ kerπ′ tal que f(a′) = b− f(a). Se sigue que

ϕ(a+ a′) = (f(a+ a′), π′(a+ a′))

= (f(a) + f(a′), π′(a) + π′(a′))

= (b, c).

Por tanto ϕ es también sobreyectiva. �

Notación 4.5.5 En la situación del lema anterior, abusaremos de la no-
tación y denotaremos con la misma letra (e.g. I) a los ideales ker π′ y kerπ.
Por tanto (4.11) queda de la forma

A
f //

��

B

��
A/I // B/I

(4.12)

Ejemplos 4.5.6

1. Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica distinta de
2 y 3, y f = y2−x2−x3 ∈ k[x, y]. Denotemos por A2

k al plano af́ın con
cuerpo base k y sea X = {(x, y) ∈ A2

k : f(x, y) = 0}, la curva definida
por f . Consideremos los anillos

A := { funciones polinomiales sobre X} ∼=
k[x, y]

< f >
,

B := { funciones polinomiales sobre A1
k} ∼= k[t].

Consideremos la parametrización deX dada por x = t2−1, y = t(t2−1).
Esta parametrización es sobreyectiva, por lo tanto induce un morfismo
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inyectivo ϕ : A → B; su imagen es k[t2 − 1, t(t2 − 1)]. Sea I = 〈x, y〉
ideal de A generado por las clases de las variables x e y. Mediante el
morfismo ϕ la imagen del ideal I es el ideal ϕ(I) = 〈t2 − 1〉 de B. Por
tanto tenemos el siguiente cuadrado de Milnor.

k[x,y]
〈f〉

//

��

k[t]

��

k // k[t]
〈t2−1〉

∼= k ⊕ kt

La traducción geométrica de este cuadrado nos dice que identificando
dos puntos distintos, el 1 y el −1 de la recta af́ın, obtenemos una curva
de la forma siguiente

6

-

2. Sea S un anillo conmutativo y R ⊂ S un subanillo, entonces el ideal

I = AnnR(S/R) := {r ∈ R : r · S ⊂ R}

es a la vez un ideal de R y de S. Por tanto el diagrama

R //

��

S

��
R/I // S/I

(4.13)

es un cuadrado de Milnor. En general I puede ser cero. Sin embargo,
si R es un dominio con cuerpo de fracciones F y R ⊂ S ⊂ F es una
subextensión finitamente generada como R-módulo, entonces I 6= 0. En
efecto, si S = Rs1 + · · · + Rsn con si = xi/yi para xi, yi ∈ R entonces
y = y1 · · · yn es un elemento no nulo de I. Un teorema clásico (ver [ZS,
Vol 1, Ch V, Thm 9]), dice que si k es un cuerpo y R un dominio que es
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esencialmente de tipo finito sobre k, entonces la clausura ı́ntegra S de R
en F es finita como R-módulo. En particular (4.13) es un cuadrado de
Milnor. Notar que el ejemplo 1 es un caso particular de esta situación.

3. Sea un anillo A y dos ideales I y J , entonces tenemos el cuadrado
conmutativo

A //

��

A/I

��

A/J // A
I+J

(4.14)

Notar que en este cuadrado todos los morfismos son sobreyectivos. El
morfismo inducido entre los núcleos de los morfismos verticales es el
epimorfismo natural J → I + J/I, que tiene por núcleo a I ∩ J . Aśı,
(4.14) es un cuadrado de Milnor si, y sólo si, I ∩ J = 0.

Si {Hn}n∈Z es una teoŕıa de homoloǵıa de anillos y (4.12) es un cuadrado
de Milnor, entonces se tiene un diagrama conmutativo con filas y columnas
exactas

. . .

��

. . .

��

. . .

��

. . .

��
Hn(A,B; I) //

��

Hn(A : I) //

��

Hn(B : I) //

��

Hn−1(A,B; I)

��
Hn(ϕ) //

��

Hn(A)
ϕ //

��

Hn(B) //

��

Hn−1(ϕ)

��
Hn(ϕ) //

��

Hn(A/I)
ϕ //

��

Hn(B/I) //

��

Hn−1(ϕ)

��
Hn−1(A,B; I) //

��

Hn−1(A : I) //

��

Hn−1(B : I) //

��

Hn−2(A,B; I)

��. . . . . . . . . . . .
(4.15)

Definición 4.5.7 Sean C una subcategoŕıa plena de la categoŕıa de anillos y
H∗ una teoŕıa de homoloǵıa definida en C. Decimos que H∗ satisface escisión
(resp. satisface escisión en dimensión ≤ n) si Hm(A,B : I) = 0 para todo
m ∈ Z (resp. para m ≤ n). Decimos que H∗ satisface Meyer-Vietoris (resp.
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satisface Meyer-Vietoris hasta dimensión n) si para todo m (resp. para
todom ≤ n) y todo cuadrado de Milnor (4.12) en C existe una transformación
natural ∂m : Hm(B/I)→ Hm−1(A) de modo que la sucesión

Hm(A) // Hm(A/I)⊕Hm(B)
± // Hm(B/I)

∂m // Hm−1(A) (4.16)

es exacta para todo m ∈ Z (resp. para m ≤ n). La sucesión (4.16) es la
sucesión de Meyer-Vietoris asociada a H y a (4.12).

Proposición 4.5.8 Sean C una subcategoŕıa plena de la categoŕıa de anil-
los y H∗ una teoŕıa de homoloǵıa definida en C. Si H∗ satisface escisión en
dimensión ≤ n entonces satisface Meyer-Vietoris hasta dimensión n+ 1.

Demostración. Sea ϕI
m : Hm(A : I)→ Hm(B : I) el isomorfismo inducido

por φ. Para m ≤ n se define ∂m : Hm(B/I)→ Hm−1(A) como la composición

∂m : Hm(B/I)→ Hm−1(B : I)
(ϕI

m)−1

−→ Hm−1(A : I)→ Hm−1(A)

Un seguimiento del diagrama prueba que la sucesión de Meyer-Vietoris re-
sultante es exacta hasta dimensión n+ 1. �

Ejemplo 4.5.9 Cuntz y Quillen probaron [CQ] que la homoloǵıa ćıclica
periódica, considerada como teoŕıa de homoloǵıa de álgebras sobre un cuer-
po de caracteŕıstica cero, satisface escisión. Otro ejemplo viene dado por el
siguiente.

Teorema 4.5.10 (Bass, ver [Ros, 3.3.4]) La K-teoŕıa, considerada como
teoŕıa de homoloǵıa sobre la categoŕıa de anillos, satisface escisión en di-
mensión ≤ 0.

Nota 4.5.11 Swan mostró que la escisión falla en dimensión 1 (ver [Ros, Ex
2.5.20]).

4.6. Caracter de Chern y K-teoŕıa

infinitesimal

El caracter de Chern es un morfismo de grupos

chn : Kn(A)→ HNn(A) (n ∈ Z) (4.17)

que conecta los grupos de K-teoŕıa y de homoloǵıa ćıclica negativa de un
anillo A. Si bien este morfismo está definido para todos los anillos A, sus
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propiedades más importantes son válidas sólo para Q-álgebras, de modo que
de aqúı en adelante todos los anillos serán Q-álgebras. En (4.17),
la homoloǵıa ćıclica se toma sobre Z, es decir que en los ⊗ que aparecen en
el complejo CN que define HN se toman sobre Z; para álgebras sobre Q
(que, como se dijo, son los únicos anillos que consideraremos) es lo mismo
que tomarlos sobre Q. A continuación repasamos sucintamente la construc-
ción del caracter (4.17); para más detalles puede consultarse [Lod, Ch.8].
Comenzamos por el caso n = 0. Dado que HN0(A) es un grupo abeliano y
que K0(A) es el grupo de Grothendieck de las clases de idempotentes, basta
definir un morfismo de monoides I(A)/∼→ HN0(A). Una matriz idempo-
tente e ∈MnA determina un morfismo

ê : Q[x]/〈x2 − x〉 →MnA

Como Q[x]/〈x2 − x〉 es separable, se calcula fácilmente que

HN0(Q[x]/x2 − x) = Q.

Aśı la imagen de 1 ∈ Q determina un elemento ê(1) ∈ HN0(Mn(A)). Por
otro lado se comprueba que la aplicación

tr : Cp(Mn(A))→ Cp(A) (4.18)

tr(M0 ⊗ · · · ⊗Mp) =
∑

i0,...,ip

M i0,i1
0 ⊗M i1,i2

1 ⊗ · · · ⊗M ip,i0
p

define un morfismo de complejos mixtos, y por tanto también un morfismo
de grupos HN∗(MnA) → HN∗(A). El caracter de Chern se define como

ch0(e) = tr(ê(1)).

Se comprueba que ch0 da un morfismo de monoides bien definido y por tanto
uno de grupos K0(A) → HN0(A). El caracter ch1 puede definirse en forma
similar, notando que dar un elemento g ∈ GLn(A) es lo mismo que dar un
morfismo ĝ : Q[t, t−1] → Mn(A). Se calcula HN1(Q[t, t−1]) = Ω1

Q[t,t−1] y se
define

ch1(g) = tr(ĝ(dt/t)).

En general para definir chn para n ≥ 1 se procede como sigue. Se prueba
que si G es un grupo cualquiera entonces Hn(G) es un sumando directo de
HNn(Q[G]). Aplicando esto a G = GLp(A) y componiendo con el morfismo
natural Q[GLp(A)]→MpA y con tr : HNn(MpA)→ HNn(A) obtenemos un
morfismo

lp : Hn(GLp(A))→ HNn(A).
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Por definición, GL(A) = ∪p≥1GLp(A) = colim pGLp(A). Luego obtenemos
un morfismo

l : Hn(GL(A)) = colim pHn(GLp(A))→ HNn(A).

Componiendo este morfismo con el de Hurewicz se obtiene el caracter de
Chern

chn : Kn(A) = πn(BGL(A)+)
Hurewicz−→

Hn(BGL(A)+) = Hn(GL(A))
t−→ HNn(A)

Para n = 1 se obtiene el caracter de arriba. Para definir chn con n < 0 se
utiliza el análogo de la sucesión 4.5 para HN . En efecto, se sigue de [Lod,
4.4.9, E5.1.4] que para todo n ∈ Z se tiene una sucesión exacta

0→ HNn(A)
∆→ HNn(A[t])⊕HNn(A[t−1])

±→

HNn(A[t, t−1])
∂→ HNn−1(A)→ 0.

Esto da una forma inductiva de definir chn−1 a partir de chn; en particular
partiendo de ch0 se define ch−n para todo n > 0.

Como vimos en 4.4.3, la K-teoŕıa tiene una estructura de producto externo
K∗(R) ⊗Z K∗(S) → K∗(R ⊗Z S), que en el caso en que R es conmutativo,
induce un producto interno K∗(R) ⊗Z K∗(R) → K∗(R), que da una estruc-
tura de anillo graduado conmutativo en K∗(R). Por otra parte HN tiene
una estructura de producto externo similar [Lod, §5.1], que en el caso con-
mutativo induce el producto interno discutido en el Caṕıtulo 1. McCarthy
probó en [Mac] que el caracter de Chern es compatible con estas estructuras.
En particular, si R es conmutativo, el caracter de Chern es un morfismo de
anillos: para x ∈ Kp(R), y ∈ Kq(R) se tiene

chp(x) · chq(y) = chp+q(x · y). (4.19)

LaK-teoŕıa infinitesimal se define de modo de obtener una sucesión exacta
larga (n ∈ Z)

HNn+1A→ Kinf
n A→ Kn(A)

chn→ HNn(A). (4.20)

Teorema 4.6.1 [Lod, 11.3.1] Sean A una Q-álgebra, e I / A un ideal nilpo-
tente. Entonces el morfismo Kinf

∗ (A)→ Kinf
∗ (A/I) es un isomorfismo.

Teorema 4.6.2 [Cor4] Kinf , considerada como teoŕıa de homoloǵıa de Q-
álgebras, satisface escisión.
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4.7. Cambio de cuerpo base

Mostraremos en la sección siguiente las propiedades 4.6.1 y 4.6.2 de Kinf

nos permiten calcularla en algunos ejemplos; el plan es combinar ésto con las
técnicas de cálculo de HN desarrolladas en los caṕıtulos anteriores, y con
la sucesión (4.20), para calcular los grupos K. Un problema que se presenta
es que la homoloǵıa ćıclica en (4.20) se toma sobre Q, y que para poder
aplicar nuestras técnicas de cálculo de HN necesitamos que nuestras álgebras
sean esencialmente de tipo finito sobre el cuerpo de base k, que no tiene por
qué ser Q. Aśı, por ejemplo, si A = C[x1, . . . , xm]/f , los métodos que tenemos
nos permiten calcular la homoloǵıa de A como C-álgebra, pero no como Q-
álgebra. En general, dada una extensión de cuerpos k ⊃ Q, el problema
de obtener la homoloǵıa de una k-álgebra A como Q-álgebra conociendo la
que tiene como k-álgebra es dif́ıcil. Hay, sin embargo, dos casos en que tiene
solución sencilla. Uno, que no consideraremos aqúı, es cuando A está definida
sobre Q, es decir A = A′ ⊗Q k con A′ esencialmente de tipo finito sobre Q.
Por ejemplo si f ∈ Q[x1, . . . , xm], A = k[x1, . . . , xm]/f es de esa forma. En
este caso pueden utilizarse fórmulas para la homoloǵıa ćıclica de un producto
tensorial de álgebras (ver [Lod, E5.1.3], [GRW]). Otro caso sencillo es aquél
en el que k es algebraico sobre Q; veremos abajo que en este caso la homoloǵıa
es la misma si se toma sobre Q o sobre k.

En la proposición siguiente, denotamos por HHk
∗ la homoloǵıa de Hochschild

tomada sobre k. Recordemos que si A es una k-álgebra y M un A-bimódulo,
la homoloǵıa de Hochschild de A con coeficientes en M es

HHk
∗ (A,M) = TorA⊗kAop

∗ (A,M).

Proposición 4.7.1 Sean k ⊂ ` cuerpos, A una `-álgebra, y M un A⊗kA
op-

módulo. Hay una sucesión espectral de primer cuadrante

E2
p,q = HH`

p(A,HH
k
q (`,M))⇒ HHk

p+q(A,M).

Demostración. Los grupos HHk
∗ (A, ) son los funtores derivados de M 7→

HHk
0 (A,M) = A/[A,M ]. Este funtor se factoriza del siguiente modo

A⊗k A−mod

HHk
0 (`, ) ))SSSSSSSSSSSSSS

HHk
0 (A, )

// A−mod

A⊗` A−mod
HH`

0(A, )

66mmmmmmmmmmmm

La sucesión espectral de la proposición es la asociada a esta composición de
funtores [Wei, 5.8.4]. �
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Corolario 4.7.2 Sean k → ` una extensión algebraica de cuerpos de carac-
teŕıstica cero, A una `-álgebra, Ck(A) y C`(A) los complejos de Hochschild
de A considerada respectivamente como k- y como `-álgebra. Entonces la
aplicación canónica de complejos mixtos (Ck(A), b, B) → (C`(A), b, B) in-
duce un isomorfismo en homoloǵıa de Hochschild, ćıclica, ćıclica periódica, y
ćıclica negativa.

Demostración. En virtud de las sucesiones SBI y de la sucesión de Milnor
[Wei, 3.5.8], basta probar que

HHk
∗ (A)→ HH`

∗(A) (4.21)

es un isomorfismo. Como HH conmuta con coĺımites filtrantes y como to-
da extensión algebraica es coĺımite filtrante de extensiones finitas, podemos
suponer que k → ` es finita, y por tanto, dado que estamos en caracteŕıstica
cero, separable. Pero en este caso ` es proyectivo como `⊗k `-módulo ([Wei,
9.2.8]); por tanto la sucesión espectral de 4.7.1 está concentrada en el eje x,
y se obtene que (4.21) es un isomorfismo. �

En adelante nos restringiremos al caso en que el cuerpo de base es algebraico
sobre Q, y, dado que por el corolario anterior la homoloǵıa no depende del
cuerpo de base, omitiremos el supeŕındice k.

Ejemplo 4.7.3 Si k es una extensión algebraica de Q, entonces HNn(k) = 0
para n > 0 y para n < 0 impar, mientras que HN−2n(k) = k si n ≥ 0. Como
por otra parte el caracter de Chern ch0 : Z = K0(k) → k = HN0(k) es la
inclusión canónica, se tiene

Kinf
n (k) =


Kn(k), n ≥ 1

0, n = 2p ≤ 0
k/Z, n = −1
k, n = 2p+ 1 < −1

Ejemplo 4.7.4 Sean k como en el ejemplo anterior, m ≥ 1 y Pm(k) =
k[x1, . . . , xm]. Como k es un anillo regular, K∗(k) = K∗(Pm(k)). Sea

Zn
m(k) =

{
ker(d : Ωn

Pm(k)/k → Ωn+1
Pm(k)/k), n > 0

0, n ≤ 0

Se tiene HNn(Pm)/HNn(k) = Zn
m. Utilizando (4.20) y el ejemplo anterior,

se obtiene

Kinf
n (Pm(k)) = Kinf

n (k)⊕ Zn+1
m (k). (4.22)
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4.8. Aplicaciones.

En esta sección aplicaremos las propiedades de Kinf para calcular los grupos
K de ciertos esquemas afines singulares en términos de la K-teoŕıa de esque-
mas no singulares y de grupos de homoloǵıa ćıclica. En primer lugar daremos
un resultado general sobre curvas. Luego daremos un ejemplo concreto del
anillo A de una superficie singular, cuya K-teoŕıa expresaremos en función
de la de su cuerpo de base y de la homoloǵıa ćıclica de A, la que calcularemos
utilizando los métodos del Caṕıtulo 2.

4.8.1. Curvas

Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica cero y A una
k-álgebra conmutativa, esencialmente de tipo finito sobre k, de dimensión de
Krull 1; Sea X = SpecA. Supondremos además que A es un dominio y que

∀m ∈ X maximal, A/m = k (4.23)

Aśı A será (una localización de) el anillo de coordenadas de una curva af́ın
sobre k. Sea B la clausura ı́ntegra de A en su cuerpo de fracciones, φ : A→ B
la inclusión, e I = annA(B/A). Entonces

singX = V (I) ⊂ SpecA

es el conjunto de puntos singulares de X, es decir el conjunto de maximales
m tales que Am no es regular. Este conjunto es finito; ponemos

s := #singX

La aplicación φm es un isomorfismo si, y sólo si, m /∈ singX. Si m ∈ singX,
llamamos ı́ndice de ramificación de X en M al número bm de maximales
n ∈ SpecB tales que n ∩ A = m. El ı́ndice de ramificación total es

b =
∑

m∈singX

bm

En el teorema siguiente especializamos lo anterior al caso en que k = Q̄, la
clausura algebraica de Q.

Teorema 4.8.1 Sea A un dominio de integridad, esencialmente de tipo finito
sobre Q̄, de dimensión de Krull 1. Supongamos además que se satisface (4.23)
para k = Q̄. Con las notaciones de arriba, se tiene
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i) Si n ≤ −2, K−nφ = 0.

ii) Hay una sucesión exacta

0→ K0(φ)→ HN1(φ)→ (Q̄/Z)b−s → K−1φ→ HN−1φ→ 0.

iii) Para n ≥ 1 se tiene

Kn(φ) = (Kn+1(Q̄))b−s ⊕HNn(φ).

Si además n ≥ 2, entonces HNn(φ) = HNn(A).

Demostración. La parte i) se sigue de que K−n−1A = K−nB = 0 para
n ≥ 1 (ver 4.3.5). Sean k = Q̄ y φ̄ : A/I → B/I el morfismo inducido. En
virtud de 4.6.1 y 4.6.2, Kinf

∗ (φ) = Kinf
∗ (φ̄red). Sean m1, . . . ,ms los puntos

singulares de X = SpecA, bi = bmi
, b =

∑
i bi y ∆i : k → kbi el morfismo

diagonal. Tenemos

φ̄red =
s⊕

i=1

∆i : ks →
s⊕

i=1

kbi = kb

En particular φ̄red es una sección. Se sigue que la sucesión

0→ Kinf
n+1(k)

s → Kinf
n+1(k)

b → Kinf
n (φ)→ 0

es exacta escindida. Luego

Kinf
n (φ) = Kinf

n+1(k)
b−s (4.24)

Un razonamiento análogo muestra que

Kn(φ̄red) = Kn+1(k)
b−s (4.25)

La parte ii) y la primera aserción de iii) se siguen de (4.24), (4.25) y 4.7.3. La
segunda aserción de iii) se sigue de que como B es suave sobre k de dimensión
1, HNn(B) = 0 para n ≥ 2 (ver Sección 1.4). �

Corolario 4.8.2 Si b = s y n ≥ 2 entonces Kn(A) = HNn(A)⊕Kn(B).

Nota 4.8.3 Los resultados del Caṕıtulo 3 para la homoloǵıa ćıclica de hiper-
superficies con singularidades aisladas se aplican en particular para curvas
planas. En virtud del corolario anterior, calculan un sumando directo de
Kn(A). Notemos además que, en virtud de 4.19, el producto en este suman-
do es el de HN∗(A), que fue exhaustivamente analizado en el Caṕıtulo 2.
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4.9. Otro ejemplo

Aqúı mostraremos un ejemplo de una superficie singular cuyo lugar singular
es una recta, a la cual nuestros métodos permiten calcular suK-teoŕıa. Sean k
una extensión algebraica de Q, f = xyn−zn, y A = k[x, y, z]/f . La superficie
S = {f = 0} se parametriza por

φ : A2
k → S, φ(t, y) = (tn, y, ty).

El morfismo inducido por φ da una inmersión A → k[t, y]; identificaremos
A con su imagen k[tn, y, ty]. Dado que t = z/y y tn ∈ A, tenemos k[t, y] =∑n−1

j=0 At
j, y por tanto

I := yn−1 · k[t, y] = yn−1A+ yn−2zA+ · · ·+ zn−1A = (yA+ zA)n−1

es a la vez un ideal de A y de k[t, y]. Dividiendo por I y reduciendo, el
morfismo inducido por φ resulta

(A/I)red = k[x]
x 7→tn−→ k[t] = (k[t, y]/I)red.

Aplicando 4.6.1 y 4.6.2, nos queda una sucesión exacta

0→ Kinf
0 (φ)→ k[tn]d(tn)→ k[t]dt→ Kinf

−1 φ→ 0.

Identificando Z1
1 = k[t]dt = d(tk[t]) obtenemos

Kinf
p (A) =

{
k[t]/k[tn] p = −1

0 p 6= −1

Se sigue de (4.7.3), (4.22) y la definición de K∗(φ) que hay una sucesión
exacta

0→ Kinf
0 (A)→ Z1

2 → k[t]/k[tn]→ Kinf
−1 (A)→ k/Z→ 0

donde el morfismo

Z1
2 = d(k[t, y])→ d(k[t])/d(k[tn]) = k[t]/k[tn] (4.26)

es el inducido por

k[t, y]→ k[t], t 7→ t, y 7→ 0.

Un cálculo muestra que (4.26) es sobreyectiva, y que su núcleo es isomorfo a

V := tnk[t] + yk[t, y].
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Tenemos entonces

Kinf
p (A) :=



Kp(k), p ≥ 2
K1(k)⊕ Z2

2 , p = 1
V, p = 0
k/Z, p = −1
k, p = 2q + 1 < −1
0, en otro caso.

Pasamos ahora a calcular K∗(A) con la ayuda de la sucesión (4.20) y de los
cálculos del Caṕıtulo 2 y en particular del ejemplo 2.1.3. Comencemos por
observar que como k → A→ A/A+ = k es la identidad, para

K̃∗(A) = K∗(A : A+) = ker(K∗(A)→ K∗(k))

se tiene
K∗(A) = K∗(k)⊕ K̃∗(A)

Utilizando el cálculo de Kinf dado arriba, de (4.20), se obtiene inmediata-
mente que

K̃p(A) =

{
HNp(A) p > 2

0 p < 0

Del ejemplo 2.4.8 y de 2.4.3, y teniendo en cuenta que

Z3ΩA = Ω3
A
∼=

k[x, y, z]

〈f, fx, fy, fz〉
=

k[x, y, z]

〈xyn−1, yn, zn−1〉

obtenemos, para p > 2,

HNp(A) =

{
k[x,y,z]

〈yn−1,zn−1〉 p = 2q ≥ 4
k[x,y,z]

〈xyn−1,yn,zn−1〉 p = 2q + 1 ≥ 3

Para determinar K̃p(A) para p = 0, 1, 2, resta estudiar la sucesión exacta

0 // K̃2(A) // Z2ΩA

j // Z2
2

// K̃1(A)

ι

��
0 K̃0(A)oo Voo Z1ΩA

oo

Identificando Z1ΩA = d(A+) ∼= k[tn, ty, y]+, el morfismo Z1ΩA → V es la
inclusión canónica k[tn, ty, y]+ ⊂ tnk[t] + yk[t, y]. Se sigue que

ι = 0. (4.27)
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Consideremos

τ :=torsión de Ω1
A

= ker(Ω1
A → Ω1

k[t,y])

Aplicando el lema de la serpiente a

0 // τ

��

// Ω1
A

��

// φ(Ω1
A[t,y]) //

��

0

0 // ker j // Z2ΩA
// φ(Z2ΩA) // 0

se obtiene
ker j ∼= τ (4.28)

Resulta entonces

K̃p(A) =


V/A+ p = 0

HC1(k[t, y])/φ(HC1(A)) p = 1
τ p = 2
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Anexo I: Tablas de Ejemplos.

A continuación exponemos los resultados en una tabla cuya primera y tercera
columna son el nombre y la modalidad según aparecen en [AGLV]. Dado que
en todos los ejemplos r ≤ 2 se tiene que la dimensión estable del sistema
(Vκ, S)κ es l2.

Nombre f mod m l1 l2 r κ0

D4 x2y + y3 0 2 4 4 1 4
E6 x3 + y4 0 2 6 6 1 4
E7 x3 + xy3 0 2 7 7 1 4
E8 x3 + y5 0 2 8 8 1 4
X9 x4 + y4 + ax2y2 1 2 9 9 1 4
J10 x3 + y6 + ax2y3 1 2 10 10 1 4
E12 x3 + y7 + axy5 1 2 11 12 2 4
E13 x3 + xy5 + ay8 1 2 12 13 2 4
E14 x3 + y8 + axy6 1 2 13 14 2 4
Z11 x3y + y5 + axy4 1 2 10 11 2 4
Z12 x3y + xy4 + ax2y3 1 2 11 12 2 4
Z13 x3y + y6 + axy5 1 2 12 13 2 4
W12 x4 + y5 + ax2y3 1 2 11 12 2 4
W13 x4 + xy4 + ay6 1 2 12 13 2 4
Q10 x3 + y4 + yz2 + axy3 1 3 9 10 2 5
Q11 x3 + y2z + xz3 + az5 1 3 10 11 2 5
Q12 x3 + y5 + yz2 + axy4 1 3 11 12 2 5
S11 x4 + y2z + xz2 + ax3z 1 3 10 11 2 5
S12 x2y + y2z + xz3 + az5 1 3 11 12 2 5
U12 x3 + y3 + z4 + axyz2 1 3 11 12 2 5
J3,0 x3 + bx2y3 + y9 + xy7 2 2 15 16 2 4
J3,1 x3 + x2y3 + (1 + y)y10 2 2 15 17 2 4
Z1,0 x3y + x2y3 + xy6 + y7 2 2 14 15 2 4
Z1,1 x3y + x2y3 + (1 + y)y8 2 2 14 16 2 4
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Nombre f mod m l1 l2 r κ0

W1,0 x4 + (1 + y)x2y3 + y6 2 2 14 15 2 4

W ]
1,1 (x2 + y3)2 + (1 + y)xy5 2 2 14 16 2 4

W ]
1,2 (x2 + y3)2 + (1 + y)x2y4 2 2 15 17 2 4

E18 x3 + y10 + (1 + y)xy7 2 2 16 18 2 4
E19 x3 + xy7 + (1 + y)y11 2 2 18 20 2 4
E20 x3 + y11 + (1 + y)xy8 2 2 18 20 2 4
Z17 x3y + y8 + (1 + y)xy7 2 2 15 17 2 4
Z18 x3y + xy6 + (1 + y)y9 2 2 17 19 2 4
Z19 x3y + y9 + (1 + y)xy7 2 2 17 19 2 4
W17 x4 + xy5 + (1 + y)y7 2 2 15 17 2 4
W18 x4 + y7 + (1 + y)x2y4 2 2 16 18 2 4
Q2,0 x3 + yz2 + (1 + y)x2y2 + xy4 2 3 13 14 2 5
Q2,1 x3 + yz2 + x2y2 + (1 + y)y7 2 3 13 15 2 5
S1,0 x2z + yz2 + y5 + (1 + y)zy3 2 3 13 14 2 5
S1,1 x2z + yz2 + x2y2 + (1 + y)y6 2 3 13 15 2 5

S]
1,1 x2z + yz2 + zy3 + (1 + y)x2y4 2 3 16 18 2 5

S]
1,2 x2z + yz2 + zy3 + (1 + y)x2y3 2 3 14 16 2 5

U1,0 x3 + xz2 + xy3 + (1 + y)y3z 2 3 13 14 2 5
U1,1 x3 + xz2 + xy3 + (1 + y)y2z2 2 3 13 15 2 5
U1,2 x3 + xz2 + xy3 + (1 + y)y4z 2 3 14 16 2 5

102



Anexo II: Algoritmo.

En este anexo nuestra intención es explicar la forma en la que implementamos
el algoritmo que obtuvimos en el caṕıtulo 3. También explicamos la forma en
que el lector puede utilizar este programa para calcular sus propios ejemplos.
La implementación y los cálculos que se exponen en esta memoria han sido
obtenidos usando la versión 2.0.3 del Singular (ver [GPS]). En primer lugar se
necesita el paquete de cálculo simbólico Singular. Este programa se distribuye
bajo la licencia GNU, con lo cual es software libre y puede descargarse de la
red desde

http:www.singular.uni-kl.de

o cualquiera de sus espejos. Para aprender sobre las posibilidades que ofrece
se puede consultar el libro de Greuel y Pfister [GP] y para obtener una
información mas actualizada aśı como para descargar el programa consultar
la página web mencionada anteriormente.

En segundo lugar habŕıa que grabar los dos archivos que aparecen en el disco
que está adjunto a este trabajo y copiarlas en el directorio

./Singular/home/Singular/

Finalmente abrimos una terminal de singular y seguimos las instrucciones
del apartado que viene a continuación.

Biblioteca ”ejemploHN.lib”.

Estas funciones reúnen los procedimientos definidos anteriormente para cal-
cular el resultado final de una vez. Para calcular un ejemplo concreto sólo
tendremos que cargar la biblioteca ”ejemploHN.lib”. Para ello basta con
escribir

> LIB ”ejemploHN.lib”;
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Después ejecutamos el procedimiento dimension introduciendo la dimen-
sión del espacio ambiente donde se encuentra la hipersuperficie, es decir del
número de variables que tiene el ejemplo que queremos calcular.

> dimension(2);

Luego definimos el polinomio sobre el cual queremos realizar nuestros cálculos
poniendo en primer lugar la palabra poly seguido de una palabra que defina
nuestro polinomio el signo igual y el polinomio teniendo en cuenta que las
variables xi se representan como x(i) de la siguiente forma

> poly f=x(1)^3+x(2)^7+x(1)*x(2)^5;

Finalmente llamamos al procedimiento HN con el polinomio que hemos definido
y obtenemos aśı los siguientes datos:

El primer r a partir del cual Li = 0 para todo i ≥ r.

Las k[t]-bases y las dimensiones de los Li para 1 ≤ i ≤ r.

Los polinomios χ.

> HN(f);

Ejemplo 4.9.1 Para calcular la homoloǵıa ćıclica negativa de R/f , donde
R = k[x1, x2] y f = x3

1 + x7
2 + x1x

5
2 introduciŕıamos los siguientes comandos:

> LIB ”ejemploHN.lib”;
> dimension(2); //2 es el número de variables de R
> poly f=x(1)^3+x(2)^7+x(1)*x(2)^5;

> HN(f);

La salida que proporciona la rutina HN es la siguiente:

”Este es el entero k para el cual Lk es cero”
3

”Estas son las bases de los Li”
[1]:

[1]:

125*x(1)*x(2)^3-1029*x(2)^4

[2]:

3125*x(1)*x(2)^3+151263*x(2)^3

[3]:

125*x(1)*x(2)^2-1029*x(2)^3

[4]:
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3125*x(1)*x(2)^2+151263*x(2)^2

[5]:

1220703125*x(1)^3*x(2)-23544029528901*x(2)^2

[6]:

3125*x(1)^3*x(2)+151263*x(1)^2*x(2)

[7]:

3125*x(1)^2*x(2)+151263*x(1)*x(2)

[8]:

3125*x(1)*x(2)+151263*x(2)

[9]:

1220703125*x(1)^3-23544029528901*x(2)

[10]:

3125*x(1)^3+151263*x(1)^2

[11]:

3125*x(1)^2+151263*x(1)

[2]:

[1]:

30517578125*x(1)^3*x(2)+179443359375*x(1)^3

[3]:

[1]:

0

”Estas son las dimensiones de los Li”
[1]:

11

[2]:

1

[3]:

0

”Estos son los polinomios chi”
[1]:

(t^10+10*t^9+19735/441*t^8+52040/441*t^7+39486283/194481*t^6+

15437990/64827*t^5+16536843665/85766121*t^4+

9125104460/85766121*t^3+1448125167116/37822859361*t^2+

306828062320/37822859361*t+12816154208000/16679880978201)

Este resultado se interpreta de la siguiente manera. En primer lugar nos dice
que el entero κ para el cual Lr = 0 para todo r ≥ κ es 3 y luego nos da los
elementos generadores de L1(t) y L2(t) como k[t]-módulos y las dimensiones
de L1, L2 y L3. Por tanto la primera conclusión es que L1(t) ∼=k[t]−mod k[t]

×11

y L2(t) ∼=k[t]−mod k[t]. En último lugar el procedimiento nos muestra los poli-
nomios χi que en este ejemplo es sólo uno y cuyas ráıces, dependiendo de si
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son enteras positivas, determinan el elemento κ0 del Teorema 3.4.7.

A continuación escribimos el código de estos procedimientos:

• El código del procedimiento dimension que recibe como entrada un entero
m y se encarga de definir el anillo de polinomios de m-variables.

proc dimension(int p)

{
int m=p; ring R=(0,t),(x(1..m)),dp;

export(m);

keepring(R);

}

• El código del procedimiento HN en primer lugar carga nuestra libreŕıa
homoHN.lib, que es donde tenemos implementado el algoritmo y los pro-
cedimientos necesarios para su cálculo. Una vez cargada la libreŕıa calcula
algunos elementos esenciales como J , el ideal jacobiano de f , las bases de
Groebner GJ y GF asociadas a los ideales J y a f + J respectivamente
aśı como las bases KJ y KF de R/J y R/f + J como k-espacios vecto-
riales. Después calcula una base de L1, usando para ello el procedimiento
MORFISMOf. Este procedimiento considera una base como k-espacio vectorial
de (R/J)x0 , el anillo localizado en un punto singular x0. Luego construye
la matriz asociada al endomorfismo multiplicar por f . Seguidamente usa el
procedimiento ker para calcula el núcleo de la matriz dada por MORFISMOf.
Notar que los elementos de este núcleo vienen a ser los generadores de L1.
Después se llama al procedimiento PRIMERPASO que se encarga de calcular el
primer paso del algoritmo Final pero que debemos realizar antes para garan-
tizar la recursividad. Finalmente llama al procedimiento Final para calcular
los Li.

proc HN(poly f)

{
LIB "homoHN.lib";

ideal J=jacob(f);

ideal F= f, J; ideal GJ=std(J); ideal GF=std(F);

ideal KJ=kbase(GJ); ideal KF=kbase(GF);

matrix A=MORFISMOf(GJ,f,KJ);

list L1=ker(A,KJ); matrix H=PRIMERPASO(L1,f,J);

list homology=Final(m,L1,H,F,KF);

print(’Este es el entero k para el cual Lk es cero’);

print(homology[4]);
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print(’Estas son las bases de los Li’);

print(homology[1]);

print(’Estas son las dimensiones de los Li’);

print(homology[2]);

print(’Estos son los polinomios chi’);

print(homology[3]);

}

Antes de seguir expliquemos brevemente en que consiste el procedimiento
PRIMERPASO. Primero notemos que el morfismo ∆1 : L1 → C1 viene definido
de la siguiente forma: a cada elemento p de L1 = (J : f)/J para el cual se

verifica que f · p =
∑m

j=1 pj · ∂f
∂xj

, le asigna p +
∑m

j=1
∂pj

∂xj
. Dada una base

{b1, . . . br1} como k espacio vectorial de L1 el procedimiento PRIMERPASO

considera los elementos ai,j siguientes

f · bi =
m∑

j=1

ai,j ·
∂f

∂xj

A continuación devuelve la matriz H cuya primera columna son los elementos
bi y la columna j-ésima es la formada por los elementos ai,j, quedando de la
siguiente forma 

b1 a1,1 · · · a1,m

b2 a2,1 · · · a2,m
...

...
...

br1 ar1,1 · · · ar1,m


Con esta matriz es más sencillo evaluar el morfismo ∆1 pues por ser lineal
basta con multiplicar H por el vector (1, e1, . . . , em), donde p · ei = ∂(p)/∂xi,
para obtener las imágenes de los bi.

Biblioteca "homoHN.lib".

En la biblioteca "homoHN.lib" se encuentra implementado, en una función
llamada Final el algoritmo que obtuvimos en el caṕıtulo 3. Antes de llegar a
este procedimiento hay definidas varias funciones que son útiles, para llevar
a cabo la implementación. Dentro de la libreŕıa se explica para qué sirve
cada procedimiento. El algoritmo 1 recoge, en pseudocódigo, el algoritmo
implementado en la función Final.
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Algorithm 1 Calcula la homoloǵıa ćıclica negativa de una hipersuperficie
con singularidades aisladas

Requiere: m, b, h, F , base
Devuelve: r0, rk (Li(t)),los generadores de Li(t), χi(t)
1: Inicialización:
2: enteros: κ = 1, fin = 0, intaux,
3: matrices:A,B,D,C,CC,Aux
4: listas:M, p,Kaux, listaux, bb = b, q = h, L = [b], l = [|b|]
5: Algoritmo:
6: while κ ≤ m AND fin = 0 do
7: A = ∆(bb, q, F, base)[1]
8: M = M ← A //Introduce A en la lista M
9: B = ∆(bb, q, F, base)[2]

10: for i = 1 to κ do
11: if i = κ then
12: D = Diag(A)
13: p = {Dj,j : j = 1, . . . , nrows(D) Dj,j 6= 0, 1}
14: Kaux = Ker(A)
15: if Kaux 6= 0 then
16: C = matriz cuyas filas son las lκ−1-primeras filas de Kaux
17: CC = matriz C eliminando las columnas nulas
18: intaux = ncols(CC)
19: listaux =elementos columnas de CC puestos en función de bb
20: q = CCt ·B
21: bb = listaux
22: else
23: fin = 1
24: intaux = 0
25: listaux = ∅
26: end if
27: L = L← listaux //Introduce listaux en la lista L
28: l = l← intaux //Introduce intaux en la lista l
29: else
30: Aux =SUBST(M [i], κ− i)
31: A =CONCAT(A,Aux) //Concatena las matrices A y Aux
32: end if
33: end for
34: κ = κ+ 1
35: end while
36: return(L, l, p)
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La función Final requiere como datos de entrada los siguientes:

un entero m, que es la dimensión de Krull del anillo R,

una lista de elementos b, que va a ser una base de L1 como k-espacio
vectorial,

una matriz h, calculada en un paso previo que es un dato necesario
para evaluar ∆1,

un ideal F , que va a ser el ideal f + J , y

un ideal ”base”, que es una base de R/F como k-espacio vectorial.

Y los datos de salida que devuelve son los siguientes:

en primer lugar, la lista de las bases los Lk como k-espacios vectoriales,

luego, la lista de las dimensiones de los Lk,

después la lista de los polinomios χ(t),

finalmente, el entero en el que se ha parado la iteración, es decir, el
primer entero r para el cual Lr = 0.

El procedimiento empieza declarando el tipo de las variables que se usarán.
Después inicia un bucle en κ, con inicio 1 y paso 1, en el que calculará los ∆κ

y los Lκ en cada iteración, parando cuando Lκ = 0. Este bucle tiene como
número máximo de iteraciones el número de variables, pues ya sab́ıamos de
Teorema 3.3.1 que el número de variables de R es una cota. A continuación
calcula ∆κ llamando a la función Delta definida anteriormente. La función
Delta toma como datos de entrada una lista de elementos b que dependiendo
de la iteración en la que nos encontremos será una base de Lκ; una matriz h
que en la primera iteración es la salida del procedimiento PRIMERPASO; una
base de Groebner F del ideal fR + J y una base K de R/(fR + J). Como
salida nos da dos matrices la primera es la que sirve para evaluar el morfismo
∆κ(t) y la segunda es la necesaria para calcular ∆κ+1(t), es decir será la
matriz h en la siguiente iteración. El pseudocódigo de la función Delta se
recoge en el algoritmo 4.9.

Lo primero que hace la función Delta es evaluar ∆κ(t) en cada elemento bi
de b. Para ello utiliza la matriz h que ya viene preparada del procedimiento
PRIMERPASO si es la primera iteración, o en el caso de las iteraciones sigu-
ientes, va a ser la matriz Q de la iteración anterior. A continuación divide el
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Algorithm 2 Calcula la matriz que define el ∆κ(t)

Requiere: b, h, F , K
Devuelve: P matriz de ∆κ(t), Q matriz necesaria para la próxima iteración

Inicialización:
enteros: df = dim(K), d = dim(b)
Algoritmo:
for i = 1 to d do
DELTAtbi := t · hi,1 +

∑m
j=1

∂hi,j+1

∂xj

resi + qi,1 · f +
∑m

j=1 qi,j+1 · ∂f
∂xj

:= DELTAtbi∑df
j=1 resi,jKj := resi

end for
matrix Q = (qi,j)

j=1..m+1
i=1..d

matrix P = (resj,i)
i=1..d
j=1..df

return(P,Q)

resultado ∆κ(t)(bi) entre el ideal F obteniendo de esta forma un resto y unos
cocientes. Los cocientes formarán parte de la matriz Q con la que podremos
calcular la próxima iteración y los restos se descomponen según la base K
para formar la matriz P que define ∆κ(t).

Una vez que se ha expuesto como funciona la función Delta, continuemos
con la función Final. En esta función, una vez llamada la función Delta,
se almacena como matrices A y B las matrices P y Q que devuelve Delta.
También se almacena la matriz P en una lista de matrices M , de manera que
se puedan recuperar los ∆i para i menor que k. Luego entra en otro bucle
en el que recorre los enteros desde i = 1 hasta k. El objeto de este bucle es
que no sólo basta con tener ∆k(t) sino que también necesitamos los ∆i para
saber sobre quien hay que cocientar. Esto e debido a que

Ck =
C1(t)

∆1(t+ k − 1)(L1(t+ k − 1)) + · · ·+ ∆k−1(t+ 1)(Lk−1(t+ 1))
.

Por tanto lo que hace el algoritmo es concatenar las matrices de los ∆i

anteriores hasta i = k, obteniéndose una matriz A de la forma

A =

 | | |
∆k(t) |∆1(t+ k − 1) | . . . |∆k−1(t+ 1)

| | |


Una vez llegados a este punto, primero se encarga de diagonalizar la matriz
A y a los elementos de la diagonal los va almacenando en la lista p. Estos van
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a ser los polinomios χ(t). Finalmente calcula el núcleo del morfismo definido
por la matriz A, que se expresa como una matriz cuyas columnas son los
elementos de la base del núcleo. Este núcleo va a ser de la forma

{(u, v1, . . . , vk−1) / ∆k(t) · u+
k−1∑
i=1

∆i(t+ k − i) · vi = 0 }

Los elementos que interesan son los u. Por tanto, lo que hace el algoritmo
es quedarse con las rk−1 primeras filas de la matriz núcleo (donde rk−1 es
la dimensión de Lk−1) y las almacena en C, luego comprime esta matriz
eliminando las columnas nulas y el resultado lo almacena en CC. Esta matriz
tiene por columnas a los elementos de la base de Lk. Finalmente calcula los
elementos de Lk como polinomios y los almacena en la lista L. También
almacena en l la dimensión de Lk y define q y bb como los elementos que
necesitamos para calcular el siguiente paso.

Traza de un ejemplo

A continuación trazamos un ejemplo que nos ayude a ver mejor el fun-
cionamiento del algoritmo. Consideremos la hipersuperficie definida por f =
x3 + y7 + x · y5. En este caso los datos de entrada de la función Final seŕıan
m = 2, b = L1, h = H, F = fR+ J , KF . Para este ejemplo ya sabemos por
4.9.1 cual es el resultado que esperamos del algoritmo pero ahora veremos
cual es el mecanismo de cálculo. Observemos el algoritmo 1 y sigamos la
traza ĺınea a ĺınea.

1-9 Primero se encarga de inicializar las variables necesarias para luego
entrar en el bucle while con κ = 1. En las siguientes ĺıneas almacena
en las matrices A y B las correspondientes al morfismo ∆1(t) y la
necesaria para calcular ∆2(t). También inicializa una lista de matrices
M en la que introduce la matriz A; M = [∆1(t)].

10,14 Luego entra en el bucle for. En este caso i = κ = 1 y por tanto entra
dentro del primer if

en la ĺınea 12 diagonaliza la matriz A y la almacena en D,

en la 13 almacena la lista p los elementos de la diagonal de D que
son distintos de 0 y 1,

en la 14 calcula el núcleo de A y lo almacena Kaux.
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15-21 En este ejemplo la matriz A es cuadrada de orden 11 y su núcleo nos
da un único vector no nulo por lo tanto entra en el siguiente if ya que
Kaux 6= 0.

en la linea 16 almacena en C la matriz cuya única columna es el
vector de Kaux,

en la 17 considera la matriz CC que en este caso coincide con C.
Notar que las columnas de esta matriz definen los vectores de L2,

en la 18 almacenamos en intaux el número de columnas de CC,
que en este caso es 1,

en la 19 almacenamos en listaux las columnas de CC puestas
como vectores en función de L1,

en la 20 consideramos la matriz q = CCt ·B
en la 21 consideramos bb como listaux

Estas dos últimas ĺıneas son necesarias para la próxima iteración ya
que bb = listaux es L2 y q es la matriz necesaria para calcular ∆2(t).

23-28 Una vez fuera ya del if almacena los datos obtenidos en las listas L y
l, en este ejemplo nos quedaŕıa L = {L1, L2} y l = {11, 1}.

34,35 Dado que no tenemos que entrar en ningún else puesto que ya en-
tramos en todos los if llegamos a la ĺınea 34 donde sumamos un entero
a κ y volvemos al principio de bucle while en la ĺınea 6.

6-9 en la ĺınea 7 consideramos ahora A = ∆2(t),

en la 8 almacenamosA en la listaM que quedaM = {∆1(t),∆2(t)},
en la 9 almacenamos en B la matriz necesaria para calcular el
∆3(t).

10-31 Entramos en el bucle for, esta vez con κ = 2, y empezamos con i = 1.
Por tanto saltamos el primer if y nos vamos directamente al else de
la ĺınea 29.

en la ĺınea 30 lo que hacemos es almacenar en la matriz Aux
la matriz de ∆1(t + 1), para ello considera la matriz de ∆1(t)
almacenada en M y sustituir t por t+ 1,

en la 31 redefine la matriz A pero concatenándole a su derecha la
matriz Aux, de manera que A = [∆2(t),∆1(t+ 1)].
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32,33 Llegamos al fin del if y al fin del for y volvemos al principio del bucle
en la ĺınea 10.

10-14 Pero esta vez i = 2 por que entramos en el if de la ĺınea 11.

en la ĺınea 12 diagonaliza la matriz A y la almacena en D, a pesar
de que en este caso no sea una matriz cuadrada

en la 13 almacena la lista p los elementos de la diagonal de D que
son distintos de 0 o 1,

en la 14 calcula el núcleo de A y lo almacena Kaux.

15-25 En este caso Kaux = 0 por tanto pasa al else de la ĺınea 22.

en la ĺınea 23 pone la variable de control fin igual a 1 puesto que
el llegar a este punto significa que el ∆2(t) es ya un isomorfismo
puesto que su núcleo es cero.

en las 24 y 25 pone intaux = 0 y listaux igual a vaćıo ya que
como ∆2(t) es isomorfismo L3(t) = 0.

26-28 una vez fuera del if almacena los datos obtenidos en las listas L y l,
en este ejemplo nos quedaŕıa L = {L1, L2, L3 = 0} y l = {11, 1, 0}.

34,35 Finalmente sale del bucle for, suma un entero a κ y sale definitivamente
del bucle while ya que la variable de control fin es 1 pero también
porque κ = 3 > 2 = m.

36 Esta última ĺınea es la que se encarga de devolver el resultado.
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Lista de Śımbolos

Los términos de esta lista de śımbolos están colocados por orden de aparición en esta
memoria. El número que aparece al lado de cada śımbolo es el número de la página donde
está definido.

C∗(A) ó (C∗(A), b), 1, complejo de Hochschild.

HH∗(A), 1, homoloǵıa de Hochschild.

S(V ), 3, álgebra simétrica del espacio vectorial V .

T (V ), 5, álgebra tensorial del espacio vectorial V .

shp,q, 6, producto barajado.

Ωn
A, 7, A-módulo de n-formas diferenciales.

Ω∗
A, 7, álgebra de formas diferenciales de A.

H∗
dR(A), 8, cohomoloǵıa de de Rham.

[∗, ∗], 9, conmutador, [a, b] = a · b+ (−1)|a|·|b|b · a.

B, 10, operador de Connes.

(C∗, b, B), 10, complejo mezclado.

CP(A), 10, complejo doble periódico de A.

HP∗(A), 11, homoloǵıa ćıclica periódica de A.

CN (A), 11, complejo doble negativo de A.

HN∗(A), 12, homoloǵıa ćıclica negativa de A.

B(A), 12, complejo mezclado, cociente de CP(A) entre CN (A).

HC∗(A), 12, homoloǵıa ćıclica de A.

121



SBI, 13, sucesiones exactas de Connes.

ZnΩA, 15, núcleo del morfismo d : Ωn
A → Ωn+1

A .

H∗
inf (A), 17, cohomoloǵıa infinitesimal de A.

(Cp,q, ∂, d), 21, complejo doble en el segundo cuadrante.

Ω̂Γ, 21, álgebra de cadenas con ideales diferenciales Ω̂≥p+1
Γ .

U, 22, álgebra diferencial definida como
∏

p∈Z Ω̂≥p
Γ · tp.

H?p
n(A), 23, parte de Hodge de ı́ndice p de H?n(A), donde ? puede ser

H, C, N o P .

X q,p, 36, término usado para definir una propiedad de un elemento f .

Der(R), 37, conjunto de derivaciones del álgebra R.

depthR(I, A), 37, profundidad del ideal I de R en el R-módulo A.

RD, 49, abreviación de retracto por deformación.

Singf , 49, conjunto de puntos singulares de f .

bs, 55, ı́ndice de Briançon-Skoda.

(J : p), 56, ideal cociente, coincide con {q ∈ R / q · p ∈ J}.

V (I), 73, variedad algebraica del ideal I de R.

r(I), 73, ideal radical de I.

Proj(R), 77, conjunto de clases de isomorfia de módulos proyectivos
finitamente generados sobre R.

Mn(R), 78, conjunto de matrices de orden n sobre R.

GLn(R), 78, grupo de matrices inversibles de orden n sobre R.

M(R), 79, unión de los Mn(R) para n ∈ N.

GL(R), 79, unión de los GLn(R) para n ∈ N.

Pic(R), 80, grupo de Picard de R.

Spec(R), 80, conjunto de ideales primos de R.
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ei,j(a), 81, matriz elemental.

En(R), 82, subgrupo de GLn(R) generado por las matrices elementales.

E(R), 82, unión de los En(R) para n ∈ N.

GLab(R), 82, grupo cociente de GL(R) entre E(R).

BG, 84, espacio clasificante del grupo G.

Kn(A), 85, n-grupo de K-teoŕıa.

AnnR(A), 90, ideal anulador de A en R.

chn, 92, carácter de Chern.

Kinf
n (A), 92, n-grupo de K-teoŕıa infinitesimal de A.

HHn(A,M), 95, homoloǵıa de Hochschild de A con coeficientes en el
A-módulo M .
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