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Introduccion

Esta tesis concierne al cédlculo de la homologia ciclica de hipersuperficies
sobre un cuerpo k de caracteristica cero. Recordemos que si A es un algebra
conmutativa, entonces las homologias de Hochschild y ciclica de A admiten
descomposiciones (llamadas de Hodge):

HH,A=a&!_ HHPA  HC,A=&) HCPA

Estas homologias estan relacionadas por una sucesién exacta larga

HCOY VA~ P A—~=HCPY A—=HC",) =~ HH, A (1)

llamada sucesién SBI. En el caso en que A es una hipersuperficie, es decir
A = R/ f con R suave, entonces la homologia de Hochschild puede describirse
en forma sencilla en términos del complejo de cocadenas

o A df df

Aqui m = dim R, Q% es el médulo de n-formas diferenciales sobre £, y el
operador de borde es el producto exterior con df, la diferencial exterior de f.
Los grupos H ]—L,((p JA se expresan en términos del truncamiento del complejo
L de nivel p:

HHP A= H?"(L="/fL=") (2)

En particular?,

HHA = HY LS/ L") = O/ (fQ + df A Q") =

'Esta formula y la de H C,(L") en la pagina siguiente, son validas para cualquier algebra
conmutativa, ver [Lod, 4.5.12, 4.6.8].

IIT
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Ademas, si por ejemplo R es local o un anillo de polinomios, entonces L y
L/fL son isomorfos a los complejos de Koszul de las derivadas parciales de
f en Ry A, respectivamente. Por otro lado, en [BACH]| se muestra que la
imagen del operador S puede describirse en términos de cohomologia de de
Rham. Se tiene

S(HCP'A) = HIZ " (R/f"7) (3)

De (1), (2) y (3) se obtiene una sucesién exacta

0= Hg " (R/f4177) HCA (LS| fL=7)

|

0 HCP A

HI (R fmP)

Por ejemplo, en el caso p = n, se tiene

HCMA = Q7 /don

En general, esta sucesion nos dice que el calculo de la homologia ciclica de
A se reduce al cédlculo de la cohomologia de L/fL y de la cohomologia de
de Rham de R/f" para todo n. Por lo dicho antes, L/fL es esencialmente
un complejo de Koszul; su calculo estd bien entendido, e incluso estd im-
plementado en Singular. El problema reside entonces en calcular los grupos
Hip(R/f") que, en general, pueden variar cuando n varfa. Una manera de
evitar este problema, es concentrarse en el caso en que R admite una gra-
duacion no negativa

R=k®R OR®.... (4)

y [ es homogéneo. En efecto, para tales Ry f se tiene

HY(R/f™) = HY (k) = {’5 g ; 8

Este caso ha sido considerado por diversos autores ([BV, Vig, BACH]). En
esta tesis se prueba la siguiente férmula (en el Corolario 2.4.5), que generaliza
los resultados de loc. cit.:

Teorema A Sean R como en (4) y A= R/fR, con f homogéneo, entonces:

n—1

Qn
HC,(A) 2 HC\ (k) —2: & @ H* (L) (5)
A2y q=[n/2]
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n—1
HHn(A) ~ QZ P @ H2q—n<L) @ H?q—n+1(L) (6)
q=[n/2]
[l

Por ejemplo en [BV] y en [BACH] los autores estudian el caso en que f es
homogéneo y ademds tiene singularidades aisladas, y en [Vig] la autora se
centra en estudiar los casos en los que dim R < 3 y f es homogéneo dando
resultados explicitos en estos casos.

En el caso no graduado, es poco lo que sabe sobre los grupos Hjj,(R/f").
En el Capitulo 2 estudiamos los morfismos «d : Hy,(R/f**) — Hi,(R/f?)
y mostramos que no son isomorfismos en general. Por ejemplo, en el aparta-
do 2.1.5 se exhibe un polinomio f € R = k[x,y] de modo que 7r11, no es

isomorfismo para ningin entero p.

En el Capitulo 3, nos centramos en el caso en que R es una k-algebra que
es un dominio regular esencialmente de tipo finito de dimensién de Krull m
y tal que el grado de trascendencia de su cuerpo de fracciones sobre k es
m, A= R/fRy f € R tal que su lugar singular consta de puntos aislados
Sing(f) = {my,...,m,}. Para un tal f, consideramos su ideal jacobiano
Jac(f), y el indice de Brian¢on-Skoda
bs(f) = 1I£1a’<x min{n : f* € Jac(f) - Rm,}

Recordemos que el teorema de Briangon-Skoda ([BS]) dice que bs(f) < m =
dim R. La cohomologia infinitesimal de A (ver seccién 1.6) estd dada por

inf(A) = H*(lim_ Qp/pm)

Uno de los resultados principales de la tesis es el siguiente, ver Teorema 3.5.2
y nota 3.4.8:

Teorema B Sean R, f y A como en el parrafo anterior. Entonces existe un
entero kg tal que para todo p > 0, se verifica que

i) Sip <m — 3 entonces

HOS,A = Hig(R/f7) = HI (A) = HigA  (p<m—3, q>1).

p
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HOP 38 A=HJ 2R/ f (g>1)
= Hj %A (¢ > méax{bs(f) + 1, k0 + 1}).

iii) Tenemos que

STHC it A = T (Hi YR/ 1) — Hi H(R/FMY) (g2 1)
=H" A (¢>c—1).
donde ¢ = max{bs(f) + 1+ ko — p, bs(f) + 1}.

iv) Parap=m yq> qo=bs(f)+ 1+ ko

HCps A Hin(R/ [ = H(A).

O

Otro de nuestros resultados para el caso de singularidades aisladas concierne a
la homologia ciclica negativa H N, (A). Los grupos H N, (A) estan relacionados
con los de homologia de Hochschild mediante una sucesién exacta larga

HH, 1 A——> HN, 2A—=~ HN,A——> HH, A (7)

Notar que abusamos de la notacion y llamamos con la misma letra S a oper-
adores distintos como los de (1) y (7). El siguiente resultado es consecuencia
del teorema 3.4.7 y la nota 3.4.8.

Teorema C. Consideremos los sistemas inversos (Vi,S) y (W, S), donde
Vie=HNpi90:A yW,=HNp.0::1A. Sea kg como en el Teorema B entonces
para todo k > Ko se satisfacen las siguientes condiciones.

i) W, =0.
if) ™ (Vitoe(s)) = 0.
iii) Sea l; :== dimy ker(S" : V,o1i — Vi) (1 > 1), entonces

l; = dimg ker(S* : Vieys — Vi),
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i

Ademas damos un algoritmo que permite calcular efectivamente ko y las
dimensiones [; (ver el apartado 3.6.), lo implementamos en Singular (ver
Anexo II), y lo utilizamos en la lista de singularidades de Arnol’d (Anexo I).

En el caso particular en que bs(f) = 1 probamos (ver Lema 3.7.1)

Sibs(f) =1, entonces Hyjp(R/f") = Hjp(A) (n>1) (8)

Utilizando este hecho obtenemos la siguiente féormula para la homologia cicli-
ca de A (ver Teorema 3.7.3)

n
( QA

mpT P

e HE(A) 2p—n=m—1
HCR(A) = (9)

HPMA)  2p—nef0,...,m—2}

\ 0 el resto

La homologia ciclica negativa H N, (A) estd ligada con la K-teoria algebraica
por un morfismo llamado caracter de Chern

chy, : Kn(A) — HN,(A) (10)

En [Corl] se introduce una K-teorfa infinitesimal, K/ y se prueba una
sucesion exacta larga

HN,1(A) —= Kinf A K,A—"~ HN, A (11)

La K-teorfa infinitesimal es invariante por extensiones nilpotentes ([Corl])
y satisface escisién ([Cord]). Esto implica, por ejemplo, que si A es el anillo
de una curva con normalizacién B, entonces K"/ (A) puede expresarse en
términos de K™/ (B) y de extensiones finitas del cuerpo k. A continuacién
mostramos cémo funciona esto para el caso de curvas sobre k = Q, la clausura
algebraica de Q. Primero precisamos notaciéon. Sea A una Q-algebra de di-
mensién 1, tal que A/m = @ para todo maximal m (por ejemplo el anillo
coordenado de una curva sobre @ o su localizacién en un maximal). Sean B
la normalizacién de A, I = anny(B/A) el ideal conductor, s = dimg(A/I)yeq
y b= dimg(B/I),eq. Consideremos la K-teoria y la homologia ciclica relativa
al morfismo de inclusion ¢ : A — B; por definicién, se tiene una sucesién
exacta
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Kn(¢) — Kn(A) — Kn(B) —= Kn1(¢)
La homologia ciclica negativa relativa satisface una sucesién exacta analoga.

Obtenemos el siguiente resultado (ver 4.8.1)

Teorema D Con las notaciones del pdrrafo anterior se tiene
i) Sin< -2 K ,0=0.
it) Hay una sucesion exacta

0 — Ko(¢) = HNi(¢) — (Q/Z)" — K_1¢ — HN_1¢ — 0

iii) Paran > 1 se tiene

Kn(¢) = (Kn+1(@))b_s S HNn<¢)

Si ademds n > 2, entonces HN,(¢) = HN,(A).

En el caso particular en que b = s, obtenemos (ver Corolario 4.8.2);

Ko(A) = HN,(A) @ K,.(B)(n > 2)

Asi, dado que las curvas planas son hipersuperficies con singularidades ais-
ladas, vemos como los métodos y resultados del Capitulo 3 nos permiten
calcular sus grupos de K-teoria. Ademas en la seccion 4.9 damos un ejem-
plo de una hipersuperficie que no es curva plana para el que calculamos su
K-teoria

Esta memoria de tesis esta organizada en cuatro capitulos estructurados de
la siguiente forma.

En el primer capitulo se introducen ciertos conceptos y definiciones basicas
sobre las teorias de homologia que estudiaremos a lo largo de esta tesis como
la homologia ciclica o la homologia de Hochschild.

En el segundo capitulo nos centramos en el estudio de hipersuperficies.
Consideramos A una k-algebra con una presentacién del tipo A = R/I donde
R es un dominio regular esencialmente de tipo finito e I = fR es un ideal
principal propio. En las secciones 2.1 y 2.2 se obtienen complejos sencillos
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para calcular las homologias de Hochschild, ciclica y ciclica negativa de A. En
la seccion 2.1 se define un complejo &, que involucra a la siguiente sucesién
exacta larga

H"(&y) — Hip(R/ fr*!) — Hip(R/f7) —= H™1(E,)  (12)

En 2.2 consideramos R un algebra Z-graduada y f un elemento homogéneo.
Para este caso obtenemos un ejemplo (ver 2.2.8) que verifica que H4(&,) # 0
para ¢ = m—1,m y todo p. Luego, de (12) se sigue que los morfismos 7 con
qg = m — 2, m — 1 no son sobreyectivos para ningin p. A continuacién nos
centramos en el caso en el que el polinomio f pertenece a su ideal jacobiano.
En 2.2.4 se prueba que la férmula (6) es valida para un tal f (y en particular
para f homogéneo) y escribimos en funcién de estos isomorfismos cémo queda
el producto que dota a HH,(A) de estructura de dlgebra. En la seccién 2.4
estudiamos el caso particular en que A es un dlgebra Z>,-graduada y f
un elemento homogéneo de grado positivo. El resultado principal de esta
seccién es el Teorema 2.4.3 del cual la férmula (5) se obtiene como corolario
(ver 2.4.5). A continuaciéon damos algunos ejemplos en los que calculamos
la homologia ciclica usando este resultado. Por otro lado, en la secciéon 2.5
utilizando las férmulas obtenidas antes para el producto en la homologia de
Hochschild, obtenemos férmulas andlogas para el producto en la homologia
ciclica negativa.

El tercer capitulo concierne al célculo de la homologia ciclica de hipersu-
perficies singulares cuyas singularidades son aisladas. Los teoremas A y B se
prueban en 3.4.7 y 3.5.2. De la demostracion constructiva de los teoremas
surge un algoritmo (ver 3.6) que nos permite determinar la cota ko y las
dimensiones [;. Implementamos este algoritmo en el paquete Singular y lo
aplicamos a algunos ejemplos de las listas de clasificacion de singularidades
de [AGLV]. Tanto la tabla de ejemplos como la explicacién del algoritmo
aparecen en los anexos [ y II. En la ultima seccién de este capitulo, la 3.7,
nos centramos en el caso en que bs(f) = 1y probamos (8) y (9).

En el cuarto capitulo aplicamos los resultados obtenidos para calcular los
grupos de K-teoria de ciertas hipersuperficies. En las secciones 4.1-4.4 se
introducen conceptos basicos de K-teoria. En 4.5 se estudia el concepto de
escision y los cuadrados de Milnor. En la seccién 6 se definen el caracter de
Chern y la K-teoria infinitesimal. El resultado principal de la secciéon 4.8 es
el Teorema 4.8.1, donde se prueba el Teorema D. Usando el Teorema D y el
Teorema C podemos calcular la K-teoria de curvas planas con singularidades
aisladas en funcién de la K-teoria de extensiones finitas del cuerpo base.
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También calculamos la K-teoria en un ejemplo concreto que no es una curva
plana.

En el anexo I exponemos una tabla que refleja el resultado obtenido cuando
probamos los ejemplos de la lista de singularidades aisladas de [AGLV] en
nuestro algoritmo.

En el anexo II explicamos el mecanismo de implementacién de nuestro al-
goritmo en lenguaje Singular. También lo mostramos en pseudocddigo y re-
alizamos una traza sobre un ejemplo concreto.




Capitulo 1

Preliminares

La principal intencién de este capitulo es proporcionar unas ideas basicas
sobre los conceptos que abarca este trabajo. Para ello empezaremos dan-
do definiciones y propiedades de las teorias de homologia que utilizaremos.
También explicaremos cémo se relacionan. Finalmente expondremos uno de
los métodos para calcular estas teorias de homologia, utilizando algebras de
cadena, desarrollado en [FT], [FT1], [BV] y [CGG].

A lo largo de todo este trabajo k serd un cuerpo de caracteristica cero y A
una k-algebra asociativa con unidad. Para una introduccién mas detallada al
tema se puede consultar el libro [Lod].

1.1. Homologia de Hochschild

Definicién 1.1.1 El complejo de Hochschild C,(A) es el complejo dado
por C,,(A) = A® A®™ con el borde

blag, ..., a,) =
n—1
= (=1)ao,a1,...,a; " Giy1,0iy2,- . an) + (=1)"(an - ag, a1, ..., an_1)
=0
Aqui y en adelante ® denota a ®; y a = (ag, ay,...,a,) denota a ag ® a3 ®

- ®ay, € Cy(A). Los grupos HH,.(A) = H.(C(A),b) son la homologia de
Hochschild de A.

Notemos que [n] — C,(A) es un espacio vectorial simplicial, con morfismos
cara y degeneracion dados por
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pi : Cri1(A) — Ch(A) 0<i<n+1

_ Jlao, ... a0511, .. ang1) P <0

51 Cald) = Coa(4),  (0<j<n)

Sj(ag,...,an) = (ao,...,ai_l,l,ai,...,an)
Observemos que

b=> (=1)'mi: Coa(A) = Cu(4)  (n>0)

i=0
Por [8.3.8] de [Wei], el subespacio graduado D,(A) con

n

Dyii(A) = stcn(A)) C Coy1(A)

es un subcomplejo aciclico. Por tanto la proyeccién C,(A) — C.(A) =
Cy(A)/D.(A) es un cuasi-isomorfismo. Se tiene

Co(A) =A@ A®"
donde A = A/k.

Propiedades de la Homologia de Hochschild
1. Para todo n € N los grupos H H,,(A) son k-espacios vectoriales.

2. Todo morfismo de k-dlgebras f : A — A’ induce un morfismo k-
lineal de complejos entre C(A) y C’(A) el cual induce un morfismo
fn: HH,(A) - HH,(A'), es decir HH,, es un funtor covariante en la
categoria de k-algebras asociativas.

3. El funtor H H,, respeta el producto en el sentido siguiente:

HH,(Ax A') = HH,(A) & HH,(A").

Esto es debido a que el morfismo C(A) & C(A") — C(A® A’) inducido

por las inclusiones A — A x A’ «+ A’, es un cuasi-isomorfismo.
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4. Sea A° = A ® A°. Notemos que A es un A°-médulo a izquierda via
(a®b)- x:=axby esun A°~mddulo a derecha via z - (a ® b) := bza.
Se prueba en [Lod, 1.1.13] que

HH,(A) = Tor’ (A, A)

5. Si A es conmutativa, A¢ también lo es y por tanto los Tor’" (A, A),
es decir, los HH,(A) son A-mddulos. Esto también puede verse direc-
tamente a partir del complejo, ya que los C,(A) tienen estructura de
A-modulos a izquierda, y como b es un morfismo de médulos para A
conmutativa, se sigue que los grupos de homologia HH,(A) son A-
modulos.

A
k-{apay —arao [ ag € A,a; € AJk}

HHO(A) :A®A6A:

Luego si A es conmutativa se tiene que H Ho(A) = A

7. Si A es conmutativa, entonces b : A ® A — A es el morfismo 0, y se
tiene

B AR A
{a®bc—ab®c—ac®b : a,b,cc A}

HH,(A)

Se sigue de esta presentacién que la aplicacién d : A — HH;(A) in-
ducida por A - A® A, a — 1 ® a es una derivacién. Mds atin, no
es dificil ver que d es universal; por tanto HH;(A) = Q) := Q) ;. el
modulo de diferenciales de Kéhler (ver [Lod, 1.1.10]).

8. Sea A conmutativa, entonces para todo conjunto multiplicativamente
cerrado S C A se tiene que el funtor HH, conmuta con el funtor
localizacién, es decir

HH.(S7\(A)) = S~ (HH.(4))

Esto se deduce de la propiedad 4 y del hecho de que localizar es exacto.
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Ejemplo S(V).

Sea V' un k-espacio, entonces denotamos por A = S(V') al algebra simétrica
de V. Si {x; : i € I'} es una base de V se tiene que S(V') se puede identificar
con el anillo de polinomios k[x;];c;. Identificando V@0 con V®@1y 0V con
1®V obtenemos A¢ = S(V@V). Consideremos el morfismo p: A A — A tal
que p(a®b) = ab. El ntcleo de la restriccion de pa V @V, que denotaremos
por ¢V, es el espacio generado por los elementos de la forma {(v, —v) : v €
V'}, donde qu := (v, —v) se identifica con el elemento v®@ 1 —1®v € A® A.
Entonces tenemos las igualdades S(V) @ S(V) = S(Va V) = S(V @ qV).
Denotando dV a V[—1] definimos el dlgebra de cadenas

Ro:...—=S(Va&qV)®@AdV -2=5V & qV)@dV-2=5V @& qV)

donde 0 : R, — R,_; viene determinada por ser la tinica derivacién que sobre
los generadores verifica que ddv = qu y Ov = dqu = 0. Notar que [0, 9] = 20?
puesto que 9 tiene grado impar, por tanto 2 es una derivacién. Luego para
ver que 0% es cero basta ver que es cero sobre los generadores, pero esto es
cierto ya que 9%v = 9%qu = 0 por definicién y 9*dv = dqv = 0. Por tanto R,
es un complejo de cadenas.

Veamos que ademads es una resolucion proyectiva de A como A°-mdédulo.
Consideremos D : R, — R, la unica derivacién tal que Dv = Ddv =0y
Dqv = dv. Entonces se tiene que sobre los generadores la derivacién [0, D]
actia como [0, D](v) = 0, [0, D](qv) = quy [0, D](dv) = dv. Definamos ahora
una nueva graduacién inducida por los pesos w(v) = 0y w(qv) = w(dv) = 1.
Sea F : R, — R, la derivacion de Euler correspondiente a esta graduacion,
es decir F(z) = w(z)x para cada x homogéneo con respecto a la graduacion
w. Entonces E es la tnica derivacion que sobre los generadores verifica que
E(v) =0, E(qu) = qu y E(dv) = dv, por tanto E = [0, D]. En particular,
[E,0] =0, y por tanto w(dzx) = w(z) si dz # 0.

Sea h : R, — R,y la aplicacién S(V)-lineal que para cada elemento ho-
mogéneo x lo envia a 0 si w(z) = 0y a 1/w(z)D(z) si w(x) # 0. Consid-
eremos la aumentacién € : R, — S(V) definida a partir de los generadores
como £(v) = vy e(qu) = e(dv) = 0. Entonces tenemos que [0, h] = id en
ker e, para probarlo basta verlo para x homogéneo no nulo de grado positivo.
Si 0x # 0 se tiene
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[0, h](x) = Oh(x) + ho(x)
= 8($D(x)) + —L=DJ(x)

= 2500, D)()

w(zx)

= S5 E(@)

w(z)
=X

Una cuenta similar prueba que también se tiene [0, h](z) = x si d(z) = 0.
Estd asi demostrado que R, es una resolucién de S(V'). Luego usando la
propiedad 4, tenemos que la homologia de Hochschild de S(V') es la homologia
del complejo

AQu R, ... 2= S(V)@ ANV 2=5(V)oV = S(V)

Por tanto se tiene que para todo n € N

HH,(S(V)) = S(V)® A"V

Ejemplo T(V).
Sea A = T(V) el algebra tensorial de V, es decir, A = @,.,V*®" donde
V& = kv la multiplicacién en A es la inducida por -

(M@ Q) (V1 ® @ Upyg) = (M O Vp QUpt1 @+ * @ Vpig)

Se demuestra que

P: AoVeAdt-AapA-Y-4 (1.1)

es una A°-resolucién proyectiva aumentada de A, donde V/(a ® b) = ab y
bVa®v®0b) =av®b— a® vb. Para ver esto definiremos una aplicacién
k-lineal s, : P, — P, tal que

s +0's=1 (1.2)

Seas_1:A— A® A, s_1(a) =1 ® a. Para definir sy consideremos primero
la derivacion D : A - A® V ® A determinada por D = 1 ® v ® 1. Ponemos
sola®@b) =aD(b);sib=11 ® - ®v, € A entonces

—_

.
So(a ®b) = — avy ... 021 @V @ Vi1 ... 0p — AUy ... Up_1 @V, @ 1

i=1
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Utilizando estas férmulas se tiene (1.2) por calculo directo. En virtud de la
propiedad 4, se tiene que la homologia de Hochschild de A es la homologia
del complejo

I4Q§ApAFéol fl@@‘/ £:2;14

Donde Ps( denota la parte F; con ¢ > 0 y o es la permutacioén ciclica sobre
cada potencia tensorial V™ g(v; ®@ - @ V) = Uy @ 01 @ ++ @ Vpp_q. Por
tanto

0 n > 2
HH,(T(V)) = ker(l1 —0) = @mZI(V@’m)" n=1

k@D, (VE™), n=>0

Aqui (V™) y (V™) son los invariantes y los coinvariantes bajo la accién
de o.

1.2. Producto en HH

Definicién 1.2.1 Sea S, el grupo simétrico actuando sobre el conjunto
{1,...,n}. Una (p,q)-permutacién barajada es una permutacién o en
Sptq tal que

cl)<o2)<---<alp) y op+l)<olp+2)<---<oa(p+q)
Para toda k-algebra A, el grupo S,, actia sobre C,,(A) por

o (@, ay, ..., a,) = (a0, Ag-1(1); - - -, Ag—1(n))

Denotemos por Shy, 4 al conjunto de las permutaciones barajadas de tipo p, q.
Sea A’ otra k-algebra. El producto barajado

=X = =5hp: Cp(A) @ Cy(A") — Cpyg(A® A')
es el definido por
(ag, a1, ... ap) X (ag,ay,...a,) =

Z sgn(o)o - (ag ® ag,a1 ®1,...,0,®1,1®d},...,1®@a,)
o€Shp 4
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Propiedades del producto barajado

= El borde de Hochschild es una derivaciéon graduada para este producto.
En efecto, se tiene (ver [Lod, 4.2.2])

b(z xy) =b(z) xy+ (=D)z xb(y) =€ Cy(A), ye Cu(A) (1.3)

= Sea

shy 1 (Co(A) @ CL(A))n = @D Cp(A) ® Cy(A) = Ch(A® A')

p+g=n

la aplicacion sh, =" . _ shy,,. La aplicacién sh. : C.(A)@CL(A") —
Ci(A® A’) es la llamada aplicacién barajada o shuffle; es un cuasi-
isomorfismo por el teorema de Eilenberg-Zilber (ver [Lod, 4.2.2]).

= Si A es conmutativa, entonces el morfismo p: A ® A — A dado por
p(a ® b) = ab es un morfismo de élgebras. Componiendo el producto
barajado con la aplicaciéon inducida por p se obtiene un producto bara-
jado interno en HH (A) = @,,~, HH,(A) que, abusando de la notacién,
denotamos también como x. Este producto junto con la derivacién b
dotan a HH(A) de estructura de &lgebra diferencial graduada.

Formas diferenciales

Definicién 1.2.2 Se define el A-médulo de n-formas diferenciales como
el producto exterior de A-mddulos

O = AaQy,

que esta generado por los elementos de la forma agda; A - - - A da,,, que deno-
taremos por agda; . .. da,. El dlgebra exterior Q4 = @, % es el dlgebra
de formas diferenciales de A.

Por la propiedad universal del dlgebra exterior, el isomorfismo QY = HH;(A)
de 1.1.7 se extiende a un morfismo de &lgebras graduadas

€QA—>HH(A)

que asigna a la forma agda; . .. da,, la clase de
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(ag,a1) X (1,az) X -+ x (1,a,) (1.4)
= Z sgn(o)(ag, Go(1); - - -, Go(n)) (1.5)
o€Sh

Por otra parte tenemos la aplicacion

1
o CLA — Q5 wlag, ..., a,) = maodal...dan (1.6)

Un célculo sencillo muestra que po b = 0; en otras palabras, p es un morfis-
mo de complejos (C,(A),b) — (£2%,0). Por tanto p induce un morfismo en
homologia HH,A — . Se sigue de (1.4) que poe = 1. Por tanto 2% es un
sumando directo de H H, A:

HH.(A) = Q@7 (1.7)

Para el siguiente teorema recordamos algunos conceptos de algebra conmu-
tativa. Sea A una k-algebra conmutativa. Decimos que A es de tipo finito
si A es isomorfa a un cociente A = klxy, ..., z,|/I de un anillo de polinomios
en un numero finito de variables y que es esencialmente de tipo finito
si es de la forma A = S7!B para algun &lgebra B de tipo finito y alguna
parte multiplicativamente cerrada S C B. Notemos que toda algebra esen-
cialmente de tipo finito es un anillo noetheriano. Un anillo noetheriano A se
dice regular si todo A-mdédulo finitamente generado admite una resolucion
proyectiva de longitud finita.

Teorema 1.2.3 (Hochschild-Kostant-Rosenberg, ver [Lod]) Sea A una
k-algebra conmutativa esencialmente de tipo finito. Si A es regular, entonces
el término ? de (1.7) es cero. En particular los morfismos ¢ y i definidos
arriba son isomorfismos inversos.

Observaciéon 1.2.4 Notemos que el morfismo ¢ estd definido atin en el caso
en que k tenga caracteristica positiva. De hecho el teorema anterior es cierto
para k perfecto. La reciproca del teorema, es decir, que el hecho de que ¢,
sea un isomorfismo implica que A es regular, fue probado por A. Campil-
lo, J.A. Guccione, J.J. Guccione, M.J. Redondo, A. Solotar y O.E. Villa-
mayor ([CBACH]) para el caso de caracteristica cero; casi simultdneamente
Avramov y Vigué ([AV]) probaron el mismo resultado para caracteristica
arbitraria.
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1.3. Cohomologia de de Rham

Sean A una k-algebra conmutativa, y (2% el dlgebra de formas diferenciales. La
derivacién universal d : A — QY se extiende de forma tinica a una derivacién
d:Q — Q5 se tiene

d(apday .. .day,) = dag . . . day

Dado que d1 = 0, se tiene que dod = 0; por tanto 2% es un algebra diferencial
graduada (de cocadenas). Su cohomologia se llama cohomologia de de

Rham de A

HipA = H*(Q4,d)

La estructura de algebra diferencial de 2% induce una de algebra graduada
en Hj,A. Notemos ademds que todo morfismo de k-algebras A — B induce
uno de k-algebras diferenciales graduadas 24 — €lg, y por tanto uno de
algebras H;,A — H;pB.

Accién de derivaciones en Hjj,(A).

Sea D : A — A una derivacién k-lineal. Por la propiedad universal de d :
A — Qb D se factoriza en forma tnica como d seguida de un morfismo de
A-médulos. Tenemos D = tp o d, donde tp(adb) = aDb. A su vez, tp se
extiende en forma tnica a una derivacién A-lineal tp : Q% — Q%' Dado que
1% (da) = tp(Da) = 0, se sigue que (% = 0. Sea

LD = [d, LD] :dLD+LDd (18)

Entonces Lp es una derivacién,

[Lp,d| =0y Lp(a) =tpd(a) = D(a) (a€ A) (1.9)

Maés atn, es facil ver que Lp es la tnica derivacién que verifica (1.9). En
particular Lp es un morfismo de complejos; (1.8) dice que este morfismo es
homotépico a 0. Por tanto la aplicacion inducida es nula

Aplicacién 1.3.1 Sean A = @, ., A, un dlgebra graduada, y E : A — A,
E(a) = |ala, la derivacién de Euler asociada a la graduacion.
La graduacion de A induce una en 0%,
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O =P
nez
La restriccion de Lp a ,$% es la homotecia de razon n. Como [Lp,d] = 0.
se sigue que d preserva esta descomposicion en pesos; por tanto Hjp(A) =
D,, H*(n.£2). De lo visto en el apartado anterior se sigue que H*(,%) =0
sin # 0. Por tanto

Hig(A) = H'(62)

En el caso en que la graduacién es no negativa (es decir A,, = 0 paran < 0)
se tiene ademads o{Y} = Q7 , y por tanto

Hjp(A) = Hjp(Ao) si A, =0 paran <0 (1.10)

Ejemplo 1.3.2 Sea A = S(V), el algebra simétrica del espacio vectorial V.
Entonces, por lo visto en la seccién 1.1, Q4 = AV, yd: A - AV
es la derivacion determinada por dv = 1 ® v. Por tanto Q0% = A®@ A*V, y
d: A® A*V — A® ATV es la tnica derivacién con dv = 1® vy dod = 0.
S1 E es la derivacion de Euler y v € V, entonces (g es la unica derivacién

A-lineal tal que tg(dv) = v. En particular si dimV =m < oo, y {1, ..., Zn}
es una base, entonces A = k[z1,...,2,] y (24,tE) es el complejo de Koszul
de x1,..., ;.

1.4. Homologias ciclica, periédica y negativa

Ya vimos que si A es un dlgebra entonces (C'(A),b) y su cociente (C(A),b)
son complejos de cadenas cuasi-isomorfos. Ademads tenemos un operador B :
Cy(A) — Ci11(A), el operador de Connes, definido por

n

B(CL(), ai, ... ,CLn) = Z(—l)nl(l, Ajy Ajt1y -+ -y A,y QQy - - - ,ai_l)
=0

Vemos que B? = 0; por tanto (C.(A), B) es un complejo de cocadenas.
Ademas un céalculo sencillo muestra que b y B anticonmutan:

[b, B] = bB+ Bb =0

Toda vez que tenemos un triple (C., b, B) de modo que (C.,b) es complejo de
cadenas, (C,, B) de cocadenas y by B anticonmutan, decimos que (C, b, B)
es un complejo mezclado.
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Consideremos el complejo doble CP(A), que llamaremos complejo doble periodi-
o

b b b bl
P A AN T A A A AT AQ A—
b b b bl
=P A AT A AT P A A~ A
b b b
<= AR ATV~ A®A A
b b
~ ApA<_ A
b
|
—1 0 1 2

Se define la homologia ciclica peridodica de A como la homologia del
complejo total (producto)

HP,(A) = H,(Tot.(CP(A), b+ B)).

Notar que si tenemos un morfismo entre dos dlgebras f : A — B éste induce
un morfismo a nivel de los complejos CP(A) — CP(B). Que dicho morfismo
conmuta con la b ya se tenia por el apartado de homologia de Hochschild y
que conmuta con la B se deduce a partir de la formula de B. Por tanto se
tiene que H P, es un funtor.

Observar que para cada n entero, Tot,(CP(A)) = Ax A@A x A9 A x. ..

y que Toto, 1 (CP(A)) = A Ax A ® A% x .... Por tanto el complejo total
de CP(A) es un complejo periddico de orden 2.

Si en vez de considerar este complejo, consideramos el subcomplejo truncado
formado por la columna cero y las columnas negativas se obtiene un nuevo
complejo doble que denotaremos CN'(A)
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b b
..JA®z®3<LA®Z®2
b b
b b
~—AQ A A
b
P A
-1 0

Se definen los grupos de homologia ciclica negativa como los grupos de
homologia del complejo total de CN'(A)

HN,(A) = H,(Tot.(CN'(A),b+ B)).

Si ahora consideramos el complejo cociente entre CP(A) y CN'(A) obtenemos
el complejo doble

AQA  ~—— A A~—A
b b
A A~—2—4
b
A
9 3 4

Definimos el complejo doble B(A) como el complejo anterior rodado dos
columnas a la izquierda, de esta forma tenemos la sucesién exacta de com-
plejos
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0 — Tot,(CN(A)) — Tot.(CP(A)) — Tot.(B(A))[-2] — 0. (1.11)
Se define la homologia ciclica de A como la homologia del complejo total
de B(A)
HC,(A) = H,(Tot,(B(A)),b+ B).

Tal y como estan definidos los complejos se pueden deducir facilmente varias
sucesiones exactas de complejos como

0— C'*(A) — Tot*(B(A)) — Tot*(B(A))[—Q] —0 (1.12)

0— Tot*(CN(A))[Q] — TOt*(CN(A)) — Cy(A) — 0

Estas sucesiones, junto con la sucesiéon (1.11), dan lugar a las sucesiones
exactas largas de homologia

oo ——> HH,(A) > HC,(A) —2> HC,_5(A) —2~ HH,_1(A) — - --
(1.13)
oo ——> HN,2(A) >~ HN,,(A) —~ HH,(A) —2~ HN,, ;1 (A) —> - --
(1.14)
o ——>HC, 1(A) 2~ HN,(A) —> HP,(A) —~ HC,,_5(A) — - --
(1.15)

La sucesién (1.13) se denomina sucesién exacta de Connes.

Propiedades de la homologia ciclica

» Todas estas teorias de homologia son funtoriales pues todas se deducen
del complejo CP y éste verifica que todo morfismo f : A — B induce
un morfismo de complejos doble CP(A) — CP(B) y por tanto entre las
homologias.

» Sea {f;: Ai — Ait1}ier un sistema directo en la categoria de k-dlgebras
asociativas. Entonces se tiene que para todo n,

lim HC,(4;) 2 HC,(lim A))
— A
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» Delasucesion (1.13) se deduce que HCy(A) = HHy(A) y que HC,(A) =
coker (Bl : HHyA — HHA). Si A es conmutativa se tiene H Hy(A) =
A, HH(A) = Q4 y BI = d; por tanto HCy(A) = Ay HC\(A) =
QL /d0s,.

Teorema 1.4.1 (Goodwillie) Sean A un dlgebra, e I C A un ideal nilpo-
tente. Entonces el morfismo H P,(A) — H P,(A/I) inducido por la proyeccién
al cociente es un isomorfismo.

Para la demostracién ver el apartado 4.1.15 de [Lod].

Ejemplo 1.4.2 Si consideramos A = k tenemos que A = 0 por tanto el
complejo CP(k) queda

b bi bl
E_ o< 0L
b bl
b
B
—1 0 1

En consecuencia las homologias ciclica, periédica y negativa son

k' n parn>0
0 n imparon<0

HP, (k) :{k: n  par

0 n impar

k- n parn<0
n impar on >0

Homologia ciclica y formas diferenciales.

Sea A una k-dlgebra conmutativa. El morfismo de complejos p : (C,(A),b) —
(2%,0) de (1.6) verifica ademds que uB = du. En otras palabras la aplicacién
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p: (Cu(A), b, B) — (24,0, d) es morfismo de complejos mezclados. Por tanto
induce morfismos de complejos dobles periddicos, ciclicos y ciclicos negativos.
Tomando homologia obtenemos morfismos:

Q7 n— n—
HC,(A) — T @ HiZ2(A)o HizY(A) o ...
HN,(A) = 204 & [1;50 ity "(A) (1.16)

HF,(A) — szo H§?§+”(A)

Aqui
7"y = ker(d : Q0 — Q4. (1.17)

Si A es esencialmente de tipo finito y regular, entonces por el teorema (1.2.3)
y la sucesién (1.13), se sigue que el primero de los morfismos (1.16) es un
isomorfismo. Utilizando 3.5.8 de [Wei] se prueba que también el tercero es
un isomorfismo; de (1.15) deducimos que lo mismo es cierto del segundo.

Ejemplo 1.4.3 Si A = k[zy,...,x,,] entonces por 1.3.1 se tiene

HCn(A) _ {ch(k) @Xﬁ/d(%_ ) Z i (1)

Se prueba en [Lod, 4.3.3] que para x,y € C,(A),

B(z xy) = B(x) x y + (=12 x B(y) mod b(C(A))

En particular el morfismo BI : HH.(A) — HH,1(A) inducido por B es una
derivacién para el producto barajado (ver 4.3.4 de [Lod]). Se sigue de (1.4)
que el diagrama

n d n+1
an Oy
En En+1

HH,(A) —2 ~ HH, (A)

conmuta. En particular €, envia d2 ! en B(HC,_1(A)) y por tanto induce
un morfismo
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£y Q% /dY — HC,(A) (1.18)

Se sigue que el morfismo HC,,(A) — Q7% /dQ% ! inducido por u es sobreyec-
tivo, del cual (1.18) es una inversa a derecha. Por tanto

HC,A = Q% /dOy e

1.5. Homologia ciclica y derivaciones.

1.5.1 Sean A una k-dlgebra y D una derivacion en A. En la secciéon 1.3 se
muestra que si A es conmutativa, podemos extender D a una derivacién Lp :
Q4 — Q4 que es un morfismo de complejos homotopico a cero. En general,
para A no necesariamente conmutativa, D se extiende a un endomorfismo de

complejos mezclados de (Cy(A), b, B) dado por

LD(a0®a1®...®an):Zao(@...ai,l@D(ai)@...@an

>0

Si A es conmutativa, el morfismo de complejos mezclados p : (Cy(A), b, B) —
(2%, 0, d) introducido en la seccién anterior conmuta con la accién de D,esto

es, Lppu = puLp.

Teorema 1.5.2 (Goodwillie, ver [Lod, 4.1.10]) Sean A una k-dlgebra y
D una derivacion en A. Entonces

LD 0S=0
en HC,(A), donde S es el morfismo que aparece en la sucesién de Connes.

Corolario 1.5.3 En las condiciones del teorema anterior se tiene que

Lp=0
en HP,(A).
Para la demostracién ver [Lod] corolario 4.1.11.

Aplicacion 1.5.4 Si A es un algebra no negativamente graduada, un razon-
amiento similar al expuesto en (1.3.1) muestra que

HP,(A) = HP,(A)

Similarmente, si HC,(A)y es la parte de peso estrictamente positivo para la
descomposicion inducida por la graduacion, se tiene que

HC,.(A) = HC.(A)) ® HC,.(A)s vy S(HC.(A),) =0
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1.6. Cohomologia Infinitesimal

Definicién 1.6.1 Sea A una k-algebra conmutativa. Se dice que A es for-
malmente suave si para todo par (C, ), donde C' es una k-dlgebra conmu-
tativa e I un ideal de C' tal que I? = 0, se verifica que para todo morfismo
de k-dlgebras f: A — C/I existe un morfismo h: A — C tal que mroh = f

k C
/’1

EIh/// s

/Y

Ejemplo 1.6.2 El algebra simétrica S(V') de un espacio vectorial V' tiene
la propiedad de levantamiento de la definicion anterior para todo morfismo
sobreyectivo 7, sea su nucleo nilpotente o no. En particular, S(V') es for-
malmente suave. La clase de las dlgebras formalmente suaves es cerrada por
localizacion y por producto tensorial sobre k. Si R es esencialmente de tipo
finito, entonces R es suave si y solo si es regular.

Notemos que toda algebra conmutativa A puede escribirse como un cociente
A = S/I con S formalmente suave; basta tomar S = S(A). Si A es (esencial-
mente) de tipo finito, puede tomarse S como (una localizacién de) un anillo
de polinomios en finitas variables.

Definicién 1.6.3 Sea A una k-algebra conmutativa. Entonces existen una
k-algebra formalmente suave R y un ideal I de R tal que A = R/I. Para
todo p > 0 se define el p-ésimo grupo de cohomologia infinitesimal de A
como

donde el limite esta tomado sobre los morfismos de complejos

Tr - ( E/[“"'hd) - (Q*R/I'Wd)'

La definicién anterior es independiente de la presentaciéon A = R/I elegida
y resulta funtorial; esto requiere una demostracion, que bosquejamos a con-
tinuacion (ver [Har| para otra demostracion en el caso esencialmente de tipo
finito). Veamos primero que todo morfismo f: A = R/I — B = S/J puede
levantarse a un morfismo de sistemas inversos { f,, : R/I"*' — S/J"*1}, con
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fo = f. Esto se sigue de la suavidad formal de R. Por ejemplo para el primer
paso consideramos el diagrama

S/J?
_ 7
- 7
- 7
// -
~ e
- s
_ - o h
-~ e
- e

—~

R —=R/I>—~A—LC/J=B

La flecha punteada exterior existe porque R es formalmente suave. Como el
diagrama exterior conmuta, esta flecha envia I en J/J? y por tanto I* en
0; por tanto induce la flecha f;. De forma analoga se va construyendo un
morfismo de sistemas inversos {f,} el cual induce un morfismo entre los sis-
temas inversos de complejos de de Rham ((Qg/n, d), m,) — ((Qs/gm, d), m)).
Tomando limite se obtiene un morfismo de complejos

A~

f:Qp = lim Qp/m — Qs

que a su vez induce otro morfismo en la cohomologia f : H" (A) — H} (B).
Supongamos que {g, : R/I"" — S/J""1} es otro morfismo de sistemas
inversos con go = f. Sea g = lim g,, y consideremos

{hp=fo®gn: R/ @ R/T — S/J"HY,

y h =1lim h,. Si¢,// : R — R® R son las dos inclusiones candnicas, € ¢y, ¢},
(—
los morfismos inducidos, entonces f, = hytn ¥ gn = hytl,, de donde

f=hiyg=h. (1.19)

Sea gR = ker(R® R — R); como fo = go = f, hn(¢R") = 0. Notemos que las
filtraciones {gR"™' + "' @ R+ R® "}, y {¢R"™ + I""! ® R},, definen
la misma topologia en R ® R. Se prueba (como en 2.1 de [Cor3]) que hay un
isomorfismo

R®R
p=0

Aqui S} es la potencia simétrica de R-moédulos. El isomorfismo envia ¢, en
la inclusién canénica R = S%(Q%); ¢, — ¢ envia R en S} (Q}). Se sigue que
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R®R ~N Sh(QL)
Rl 4 [ntlg R @ InFLSP QL)
q vl R\ER

Utilizando la derivacion de Euler asociada a esta graduacion, procediendo
como en (1.3.1) y tomando limite, se obtiene una homotopfa i ~ ¢/ :Qp —
QR®R, en vista de la factorizacién (1.19), f ~ g : QR — QS, y por tanto
inducen el mismo morfismo en cohomologia.

Como consecuencia se tiene que si tenemos dos morfismos componibles f y
g, puede que la/gmposicién de los levantamientos f y ¢ elegidos no sea el
levantamiento g o f elegido para la composicién, pero son homotopicamente
equivalentes, y por tanto inducen el mismo morfismo a nivel de cohomologia.
Si ahora R/I = A = S/J son dos presentaciones de la misma &lgebra A,
tenemos isomorfismos inversos f : R/I <+ S/J : g, y sus levantados

{fo:R/I" — S/J": g}

inducen equivalencias de homotopia inversas f :Qp o Qg g. Se sigue que
la definicion de H (A) no depende de la representacion elegida de A. De la
demostracion presentada es claro también que H} ; es un funtor.

Cohomologia infinitesimal y homologia ciclica periédica.

Sean A un algebra conmutativay A = R/I una presentacién como cociente de
un algebra formalmente suave R. Sea p el morfismo de complejos mezclados
introducido en (1.6). Tenemos un morfismo de sistemas inversos de complejos
mezclados p @ {(C(R/1"),b,B)}, — {(Qg1+,0,d)}, y en particular uno
entre los sistemas de complejos periddicos asociados

i {(CP(R/T™), b+ B} — {] [ (217, d)}
JEZ

Tomando limite se obtiene la flecha horizontal del diagrama siguiente

lim,, CP.(R/T") —">[;es (727, d) (1.21)

-7
m -~
—
—
—

CP.(A)

La flecha vertical es el morfismo natural del limite a CP.(R/I). Dado que
HP es invariante por extensiones nilpotentes (1.4.1) 7 es una equivalencia
homotopica. La flecha punteada se obtiene componiendo p con una inversa
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homotépica de m; el diagrama conmuta moédulo homotopia. En particular la
flecha punteada induce un morfismo en homologia

HP,(A) — [[HZ,"A (1.22)
JEZ

Teorema 1.6.4 La aplicacion (1.22) es un isomorfismo.

El teorema anterior fue probado por Feigin y Tsygan [FT] para el caso esen-
cialmente de tipo finito; el caso general se prueba en [Cor2].

1.7. Descomposicion de Hodge.

Definicién 1.7.1 Un &lgebra conmutativa R se dice que es homoldégica-
mente regular si la aplicacién canénica

HH,(R) — Qf
es un isomorfismo para todo n.

Observacién 1.7.2 Si V' es un espacio vectorial, S(V') es homoldgicamente
regular (1.1). Si R es esencialmente de tipo finito, entonces R es homolégi-
camente regular si y sélo si es regular, por (1.2.4).

Definicién 1.7.3 Un algebra de cadenas es un algebra diferencial I' cuya
diferencial 0 tiene grado —1; 0 : I'y, — I, ;. Notemos que toda &algebra
conmutativa puede verse como un algebra de cadenas concentrada en grado
cero.

Definicién 1.7.4 Sea A una k-algebra conmutativa, un modelo de cadena
de A es un cuasi-isomorfismo sobreyectivo 7 : I' — A de algebras de cadena,
tal que R = I'y es homoldgicamente regular y I' = R ® AV como &algebra
graduada, para algin espacio vectorial V = @~ V;.

Es un hecho conocido que toda dlgebra conmutativa A tiene un modelo de
cadenas. Si A es esencialmente de tipo finito, se pueden tomar R regular y
los V; de dimensién finita. Sea I' — A un modelo de cadenas. Denotamos
dV = V[—1] y consideramos el morfismo identidad d : V' — dV que va a ser
un morfismo de grado —1. Entonces, para cada p > 0 el [-moddulo diferencial
de p-formas diferenciales es

W= P WAV)RA (V)

Po+p1=p
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Tenemos un tnico morfismo homogéneo d : f — QZI'TH de grado —1, deter-
minado por la regla de Leibniz, la condiciéon de que extienda a los morfismos
d:V —dVyd: Qs — Q' v la condicién de que d o d = 0. Por otro lado
también existe una tnica diferencial 9 : (Q2). — (QF)._1, determinada por
la regla de Leibniz, la condicién de que extienda la derivacién 0 : I', — 'y
y la condicién de que [0,d] = 0.

Luego se obtiene un complejo doble en el segundo cuadrante € = (&, 4,0, d)
con la parte de grado ¢ — p de QF colocada en el lugar (p, q).

Cpq = (" )p+q (1.23)
El complejo total QO := Tot,(€) es un dlgebra de cadenas. Consideremos los
ideales diferenciales
ﬁ%erl = TOt*(Q:Sfpr*)

de Qr > Q27" y denotemos Q5P = Qp/QZP" . Consideremos también los
ideales diferenciales FPQr C g, dados por

IP=10% g <p
FrQl =
Q% q>p

Aqui I =ker(m: R — A).
Entonces por [CGG] y [FT] tenemos morfismos naturales

H,(QF) — H*(FPQr/FPQR) (1.24)
H,(Q=P) — H™*(Qp/FPHQR) (1.25)

que son compatibles con el producto asi como con las inclusiones y las proyec-
ciones que hacen conmutativos los cuadrados

H (QF) ——— H *(FPQr/FP1QR)

|

ﬁ;p H* (QR/}-pHQR)
l

|

<p Y ———= H*(Qp/FrQp)
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Una serie de cédlculos (ver Lema 3 de [BACH]) muestran que

Im(H,Qr/F'Qr — H,Qp/FPQr) = Hj 3 (R/I"7P) (1.26)

Luego el morfismo (1.25) induce una aplicacién natural

Tm(H,(Q5") — H,(Q"7Y)) — H2(R/T"7P). (1.27)

Se demuestra en [CGG] y en [FT] que si I es intersecciéon completa entonces
las aplicaciones (1.24) y (1.25), y como consecuencia también (1.27), son
isomorfismos. Por el mismo método de [CGG] y [FT], se define una aplicacién
compatible con S y con las estructuras de producto

H,(O57) — H*(FPQp), (1.28)

la cual es un isomorfismo cuando I es intersecciéon completa.

Sea t una indeterminada de grado +2. Consideremos entonces las series for-
males de Laurent

Qr(it, 7] =={)_ wat" :ng €Z, w, € O}

n=ng

equipadas con la diferencial continua d + 0 que extiende la de Qr y envia t
al 0. Definimos

A= [ C Qo(lt.t )] (1.29)
PEZL

Notar que 2 es una subalgebra diferencial de Qr[[t,t"]]. De hecho es el
algebra de Rees asociada a la filtracion Q%* Para cada ¢ > 0 se definen los
ideales diferenciales

A= J[(QE )" <

pEZ
entonces se tiene que
o/t = T vt = @ aptae. (1.30)
p=—q pP=—q

La ultima igualdad se sigue del hecho de que para cada grado r, existen solo

un nimero finito de enteros p tales que (QZ719), # 0. Como caso particular

de (1.30) se tiene
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A/A = P arer. (1.31)

p=>0

Notar que (1.31) es el anillo graduado de la filtracién Q%* de Q. Por otro lado
también podemos considerar el complejo mezclado M := (P, 0t 0, d).
Entonces por resultados de [CGG] existen equivalencias débiles naturales de
complejos mezclados

(A® (A/k)® b, B) & (T ® (T/K)®*,b+ 0, B) = M. (1.32)

A partir de estas equivalencias se deduce que los complejos (Qp [[t,t7Y], 0+4d),
(A,0 +d), (Qp[[t,t]/A,0+d) y (D, 2tP, 0) son respectivamente los
complejos ciclico periddico, ciclico negativo, ciclico y de Hochschild de M.
Por tanto se tiene que

HP,(A) = H, (Qr[[t t’l]]) = H.(Qr)[[t,t']], (1.33)
HN,(A) = [[ 2.9
HC,(A) = H.(Qr[t, t71]]/2) = @ H.(Q5")2,
@Q”t” GB_H (PP,

El grado con respecto a t es el indice de Hodge; luego por ejemplo, la parte
de Hodge de indice p en HH,(A) es

HH?(A) = H,_,Q =~ H,_ Qb

es decir, la parte de grado total n de H.(QR)t?. Por otro lado la homologia
ciclica peridédica también se puede poner como

=[[#Pi(4) =[] H(Qr[-2i]) = ] He—2:(r).
i€z i€z i€z
Por otro lado, segun (1.6.4) la aplicacién de (1.22) es un isomorfismo
24 *
P.(4) = J[H7(A
1EL

Vamos a ver que
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HPJ(A) = HZ *(A). (1.34)

Para probar este isomorfismo utilizaremos la A\-descomposicion de Loday (ver
§4.5y §4.6 de [Lod]), y probaremos que es equivalente a la descomposicién de
Hodge presentada aqui. La A-descomposicién es una descomposicion natural

Cu(A) = D CL(4)
0<i<n

tal que b(C:(A)) C C!_(A) y B(Ci(A)) C CIti(A). Esta descomposi-
ci6n induce una en cada uno de los complejos CP(A), B(A), y CN(A);
por naturalidad, es preservada por morfismos de algebras, y en particular
por I' - Ay, si R/I = A es una presentacién formalmente suave, por
R/I™ — R/I™. Por otro lado se comprueba que los morfismos de comple-
jos mixtos (C(I'),b+ 8, B) — (M, d,d) y (C(R/I"),b, B) — (Qg/1n,0, B)
envian la descomposicién de Loday en la descomposiciéon natural utilizada
arriba. En particular los cuasi-isomorfismos (1.21), 7 y p, inducen cuasi-
isomorfismos

Qg[21] & CPIA) & CPLUT) =5 Qp[—2i]

lo que prueba (1.34). Notar que las igualdades de (1.33) describen a H P,(A),
HN,(A) y HH,(A) como la homologia de un &lgebra diferencial graduada,
por tanto éstas tienen de forma natural una estructura de algebra graduada.
De forma andaloga se tiene que HC,(A) es un médulo sobre HN,(A).

Vimos en la Seccién 1.2 que el producto barajado x hace de HH,(A) un
algebra; por naturalidad es preservado por HH,(I') = HH,.(A). Se comprue-
ba ademds que el morfismo C,(I') — M envia el producto barajado en el
producto de formas. También es posible dar una estructura de producto nat-
ural en CN, y CP,, utilizando X junto con un término adicional inducido
por el producto barajado ciclico x’ (ver [5.1.13] de [Lod]). Se comprueba que
C(T') — M envia x’ a cero y por tanto los productos vistos arriba coinciden
con los de [Lod]. Hay un diagrama de 2A-mddulos

T Qr([t, 1] (1.35)
Do Urt? — D, >0 Q=Ptp

donde las flechas que salen de 2 son morfismos de algebras. Notemos que las
aplicaciones verticales son sobreyectivas y tienen el mismo nicleo y que las
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horizontales son inyectivas y tienen el mismo contcleo. El niicleo comin de
las aplicaciones verticales es 2! y el conticleo comin de las horizontales es
D,>o QsP7't7. Las sucesiones exactas de homologfa asociadas a las filas de
este diagrama son las SBI de (1.15) y las columnas son las sucesiones (1.14)
(ver [Lod] para mas detalles):

HNTH_QA:HNTH_QA (136)
S

HC, \A-2 ~HN,A—L ~HP,A—2~HC, ,A

HC, A2 g A1 ~HC A—5~HC, ,A

HN,yA—— HN, 1 A

Todas las aplicaciones que aparecen en el diagrama anterior son homogéneas
con respecto a la t-graduacién y por tanto respetan la descomposicion de
Hodge. Los morfismos I son de grado 0, los .S son de grado —1 y los B son
de grado +1. Por ejemplo HN, (k) = k[t™!], luego todas las aplicaciones S
que aparecen en el diagrama se pueden ver como la multiplicacién por ¢! en
HN_5(k) = HN 3k. Como por otro lado se tiene que I : HN,A — HP,A
es un isomorfismo para n < 0, se obtiene un isomorfismo de algebras

HN.(A)[1/S] = HP.(A). (1.37)

Algebras Graduadas

Si A= Ay® Ay @ ... es una k-algebra graduada y Ay = k, entonces por
(1.3.1) y por (1.5.4) la inclusién k& — A induce un isomorfismo al nivel de
HP,, SHC,y H},. Usando esta propiedad y la sucesién (1.15), se comprueba
que la aplicacién (1.6) induce un isomorfismo

HN"(A) = Z"Qy = ker(d : 0} — Q4.
Por tanto tenemos un isomorfismo bihomogéneo de algebras bigraduadas

HN.(A) = k[t e P zroare P @ HNZ(A). (1.38)

p>1 n>1 1<p<n

También se sigue de (1.15) que si n > 0, la aplicacién
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B: HCy(A); — HN,1(A) (1.39)

es un isomorfismo. En particular S = 0: HN>(A) — HN>_;1(A). Como por
otro lado la accién de multiplicar por ¢t en (1.38) es aplicar el morfismo S, se
tiene que si w € ZPQ4 entonces t~1(wtP) = 0 y no wtP~!. También se sigue
de (1.39), y del hecho de que B sube el indice de Hodge en 1, que hay un
isomorfismo de H N, (A)-mdédulos bihomogéneo

HC.(A) =kt e e @ 27 ure P P ENIH(A)P. (1.40)

p>1 n>1 1<p<n

Algebras de tipo finito

Sea A una k-dlgebra de tipo finito, entonces por [Har, Ch. II, Thm. 6.1],
los espacios vectoriales H;, ;A son de dimensién finita (esto es falso si se
reemplaza de tipo finito por esencialmente de tipo finito, ver el ejemplo 1.7.5).
El Lema de Gray ([Emm, Prop.A.3]) establece que todo sistema inverso V' =
{o : Vu1 — V,}, de espacios vectoriales con base numerable cuyo limite
inverso también tiene una base numerable satisface la condicion de Mittag-
Leffler:

(Vn) (3l(n) > n) tal que VI' > I(n)o" (Vi) = '™ (Vi) C V.

En particular, como fue observado por Emmanouil ([Emm, Thm.2.4]), si A
es de tipo finito el Lema de Gray se puede aplicar a cada uno de los sistemas
inversos {HC’}I;I;*A, S}t (p > 0). Ademas observamos que si A = R/I es
una presentaciéon de A con R de tipo finito, el mismo argumento muestra
que para cada p el sistema inverso { H),(R/I")},, es Mittag-Leffler. Por otro
lado se prueba en [Emm, Thm.2.7], que la aplicacién Hj, (A) — Hjp(A) es
inyectiva. De (1.27) se tiene un diagrama conmutativo

| |

HCY5,A—— Hip(R/I"PH)

Luego para p,n > 0 la sucesion SBI que relaciona las componentes de Hodge
de HN, HP y HC se escinde en sucesiones exactas cortas

0— anfA — HC’;’I;”A — HNZf:;#lA — 0.
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Ejemplo 1.7.5 Consideremos el anillo local A = k[t];). Tenemos un diagra-
ma conmutativo con aplicaciones verticales inyectivas

A—2L >0l
AmA@)AQL,

donde A = K[[t]] denota la completacién de A con respecto al ideal maximal
tA. En grado cero, la cohomologia de ambas filas es k; en grado 1 la de la
fila inferior es cero. Por tanto, dado que el elemento log(t — \) es una serie
infinita y no un polinomio, el siguiente coborde de Aoy QY

(1@ d)log(t —\) =dt/(t — \) € Q,

no puede ser un coborde en {2%. Por otra parte la unicidad de la descomposi-
cién de fracciones como suma de fracciones simples prueba que la imagen
de {dt/t — X\ : X\ € k} en H}r(A) es un conjunto linealmente independiente.
Como k es infinito, se sigue que Hjp(A) es de dimensién infinita. Ademéds
como A es suave tenemos que HC3(A) = Hygp(A) = Hj,;(A). Sin embargo

se tiene que todas las aplicaciones en el sistema inverso {HC3 1) A}, son
isomorfismos, por tanto se satisface la condicion de Mittag-Leffler.
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Capitulo 2

Calculos para hipersuperficies.

2.1. Hipersuperficies

A lo largo de este capitulo consideraremos A una k-algebra que tiene una
presentacién del tipo A = R/I, con R un dominio regular esencialmente de
tipo finito sobre k, donde I = fR es un ideal principal propio. Denotamos
por m al rango del R-médulo proyectivo Q' := Q5 Ik O equivalentemente, al
grado de trascendencia sobre k del cuerpo de fracciones de R.

Sean V=ka®ky, '=R®&Ry=RA(V)y0:I'.— ' laderivacién
determinada por d(y) = f. EntoncesI' — R/fR = A es un modelo de cadena
en el sentido de 1.7.4. Luego si definimos

queda que
Q= @ (Q%)dy(pl) ® Q%Jydy(Pl))_
po+p1=p

La parte homogénea de grado r de 2} es

(), = Qg?’ydy(pwfl) ® diy(pﬂ)‘

Consideremos el complejo € como lo haciamos en la seccién 1.7 del primer
capitulo (ver (1.23)). Entonces € = (&, 0,d) es un complejo doble que en el
lugar (p, q) tiene a (QF),_,. Bajo el isomorfismo evidente entre Q' ~7P@Q~91P
y (7)4—p tenemos que los bordes d y 0 vienen dados por las matrices

29
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d= ((—1)g+q1q d0> voos ((—1)’;§f1f _d(])c >

Luego, si Q' := Q% v A := 9 + d, tenemos que (25", A) es el complejo total
del complejo doble siguiente,

Qoydy(erl) 0

lo

Qlydy(m—l) D Qody(m)

lo

Qdey(m—Q) o Qldy(m—l) . 0
0
d O%dy 0
Jo
medy@Qm_ldy 4Qly@ﬁody<iﬂoy
la ia la
Qm e e d Ql d QO

Ademas tenemos que Q?Hp = Qtdy®) | para cada p > 0, donde Q" se corre-
sponde a la primera columna de la izquierda del diagrama anterior. Entonces
el complejo doble (€, 0, d) tiene la forma siguiente
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Recordemos que la homologia de Hochschild, la ciclica, la ciclica negativa y
la peridédica, asi como la cohomologia infinitesimal de A se pueden calcular a
partir del complejo € por lo visto en la seccion 1.6 del capitulo 1. Segtn las
descomposiciones de Hodge nos queda

HHRA = Hyop((S2r)[=p), 0), HCPA = Hy2(Q5", A),
(2.1)
HNPA = H,_2,(Q77, A), HPPA = HP A = H, ,(Qr, A).
Consideremos el complejo de cocadenas
L. Lo Y ogn (2.2)

Aqui el morfismo coborde es la multiplicacién por el elemento df € QL. Se
comprueba que ((QF)[—p], ) es isomorfo al cono de la multiplicacién por f
en el complejo de cadenas K,[—p| := LP~* y como f no es divisor de cero en
Qg se tiene que

H*»™(L/fL),p<nop>m
p — ) =
HHP!(A) = { o p—n (2.3)
donde
L . Q% df QL df a  ap
7L 7Y Fak 19

Consideramos
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Z;={weQy : df Nwe [}

Entonces tenemos un monomorfismo natural de A-mdédulos

i Ok
H*(L/fL): *x—1 - *—1 :Qz
[, +df Ny [ +df Ny
De hecho se comprueba que H*(L/fL) es un ideal de 7. Por ejemplo, en
el caso en que f es libre de cuadrados, Michler prob6 en [Micl] que entonces
H*(L/fL) es la torsién de 2%, que denotaremos por T'(£2%). Por (2.3) y (1.33)
se tiene un isomorfismo de algebras bihomogéneas

HH.(A) = @i o P H(L/ fL). (2.4)

q>0 q>0 p>1

Consideramos el morfismo

diogf : H*(L/fL) — H*™(L/fL)

definido por la féormula

diog (W) 1= (we Z3).
Se comprueba que la aplicacion
S(wtPt?) = dwtPTatt 4 pallogf(w)tp“frl (2.5)

es una derivacién. Por otro lado, consideramos los morfismos B e I tal y como
estan descritos en (1.36), entonces por lo visto en el apartado de homologia
ciclica y formas diferenciales del primer capitulo se tiene que la composicién
BI: HH,(A) — HH,1(A) también es una derivacién.

Lema 2.1.1 Bajo el isomorfismo (2.4), BI se identifica con la derivacién §

definida en (2.5).

Demostracion. Consideramos los complejos

D. - Q) d Qp 4 d_ 9
p - fPJrlQ% pr}% fQZz)a’
L, . Q% pdf  Qf (p-Ldf  df of
TLy © FO% % FOR

Notar que para n < p se tiene que
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n LP _ n L
H (f_Lp)_H (f_L)

ya que multiplicar el coborde por un elemento no nulo no altera la coho-
mologia. Por otro lado existe un isomorfismo

o B o
ng fp*nJrlQ%

definido como multiplicar por fP~". Entonces tenemos la sucesién exacta
corta de complejos

0 72> D, Dy —0. (2.6)

Por (2.3) sabemos que H%(L,/fL,) = HHj, .(A) ademds por (1.25) y (1.33)

tenemos que H"(D,) = HC3, (A) y que la sucesién exacta larga de ho-
mologia asociada la sucesién (2.6) da lugar a la correspondiente componente
de Hodge de la sucesion SBI. Por tanto la sucesién SBI es la linea horizontal

del diagrama

s Hq(fL—i) —L -~ HYD,) —5~ HYD,_;) 2~ Hq+1(fL£) I

T

1/ L
HQ+ (f[::;ll)

Veamos como queda el morfismo B o I. Para ello miramos el diagrama sigu-
iente, donde los morfismos verticales que salen de la primera fila (que son
inyectivos, al igual que los morfismos oblicuos) son los que inducen a [ en la
homologia, los otros verticales, que son sobreyectivos, son los que inducen la
S y los horizontales son los bordes de los complejos. Notar que el morfismo
que induce a B es el que sale al aplicar el Lema de la serpiente.
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+1
Q% : (p+1)df Q‘%
fQ%" Q%
fP fp+1
+1
0% d QF
frragn /PO,
+1
Q% pdf Q%
fQ%+1 fﬂ%
fP
+1
QF d Q%
pr;];l fp+1 QqR

Sean BI : Hq(fLL”—;I) — Hqﬂ(%) y [w] € Hq(fLLpﬁ). Entonces w estd en

Q% Q% y verifica que pdf Aw = fu, es decir, (1/p)-u = djoef(w). Al aplicar
I al cociclo [w] obtenemos el cociclo [fPw] de HY(D,). Si a este elemento le
aplicamos el morfismo B, lo que hacemos es aplicar d y dividir por f? lo cual

L
nos debe dar un elemento de H q“(fLL:*:l). Por un lado tenemos que
pTq

d(f7w) = pfPrdf Aw + frdw,

pero como tenemos que df Aw = fdj,,f(w), entonces

d(fPw) = fP(pdiog f (w) + dw).

Por tanto se obtiene que BI([w]) = [pdjogf(w) + dw]. Teniendo en cuenta la
graduacion llegamos a que

BI(wt!t®) = BI(w)tPT7H! = §(wtPt).

O

En la siguiente proposicién denotamos por 4, a la restriccién de la derivacién

J

*L _ *i P _ *1£p1_ *1£
dp i H'(57) = H'(77)t H+(fL)t+ _H+(fL). (2.7)

Consideramos el siguiente complejo de cocadenas
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L
7))

Finalmente denotamos por 7 a la proyeccién Hy,(R/f*™' R) — Hj,(R/f’R).

Er = (H*(

p

Proposiciéon 2.1.2 Parap > 1, ¢ > 0 existe una sucesion exacta larga

q
Tp

Hq(gp) H§R<fp+1R) Hc(lIR(fp_%) *)Hq—i_l(‘gp) Hgl—;l(fpflR)

Demostracion. La sucesion SBI se puede expresar como una pareja ex-
acta de la forma (ver [Wei))

HC,(A) 5 HC
S
HH,(A)

De esta forma la pareja derivada queda

S(HC,(A)) c S(HC,(A))

donde

E*(A) = H”(HH (A), BI)

_@H" (HH?_,(A), BI)

= @ H”(é‘p)

La sucesion exacta asociada a la pareja derivada se descompone en suma
. ; . 2 n
de sucesiones con indices de Hodge. Dado que E(A) = @,~, H"(,) vy que

S(HCH? (A)) es isomorfo a Hj,(R/fPR) (por 1.26, ya que el ideal I = fR

2p+q
es interseccién completa, pues f no es divisor de cero) se tiene que dicha

sucesion es la sucesion exacta del enunciado. O
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Definicién 2.1.3 Para Ry f como al principio de la seccion, se dice que f
tiene la propiedad X?P, con p > 1y g > 0 si la aplicacion

ml: Hip(R/f"*'R) — Hi(R/f"R)

es un isomorfismo. En los casos en que f tenga la propiedad X%P para p fijo y
todo ¢, respectivamente ¢ fijo y todo p, o respectivamente todo p y todo ¢, di-

remos que f tiene la propiedad X*P, respectivamente X%*, o respectivamente
XH*.

Corolario 2.1.4
f tiene la propiedad X** <= H*(£,) =0

Demostracion. Se sigue de la definicién y de la proposicién anterior.

O

Ejemplo 2.1.5 Aqui damos un ejemplo de f € k[z,y] tal que la propiedad
X1? de 2.1.3 no se satisface para ningtin p. Consideremos R = k[z,y], [ =
ot + 2% +9y° y A= R/fR, entonces por la proposicién (2.1.2) tenemos la
sucesion exacta

7l

v = Hjp(R/fP*'R) —— Hjp(R/fPR) —= H*(£,) —=0
Luego, para ver que 7T11, no es isomorfismo, basta ver que H*(€,) # 0. Tenemos

_ker(3,: HX(L/fL) — H¥(L/fL)) _ H(L/fL)

H*(E,)

op(H'(L/fL)) op(H'(L/fL))

H*(L/fL) = Q4 = Q%) fQ% + df A Q.

Supongamos que H%(E,) = 0. El elemento w = dxdy € H*(L/fL) es no
nulo, ya que Q4 = R/fR + J # 0 en este ejemplo. Por tanto, como estamos
suponiendo que H?*(E,) = 0, debe existir un elemento n € QF tal que n € Z;
y 6,(n) = w. Consideremos 1 = ndx + nody. Entonces estas dos condiciones
se retnen en las siguientes ecuaciones.

0 0
a—im - 3—5771 =f-u
G2 _Omtpp=1
Substituyendo los valores de las derivadas parciales de f y haciendo varias

cuentas llegamos a que 1 € (x,y), lo que resulta imposible. Luego dzdy ¢
6p(H'(L/fL)). Por tanto f no tiene la propiedad X para ningun p.
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Nota 2.1.6 De ahora en adelante denotaremos J <1 R al ideal Jacobiano
de f. Por definicion,

J=Jac(f)=|J X(f)

XeDer(R)

Aqui Der(R) = homg(Q%, R) es el médulo de derivaciones k-lineales. En el

caso en que )}, sea libre con base de la forma {dx1,...,dzr,,}, se tiene que
df =3, fidz; y por lo tanto J = (fi,..., fm). Notar que en particular si
R = k[z1,...,x,] es el anillo de polinomios en m-variables entonces los f;

son las derivadas parciales de f respecto a los z; y J es el ideal Jacobiano
segun las definicién clésica (ver [Eis, Cor.16.20]).

Corolario 2.1.7 Sea uy = depthp (Jm, Am) la profundidad del ideal J lo-
calizado en el ideal maximal m de R en el Ry-modulo A,,. Supongamos que
Uym = u para todo m en el lugar singular de f. Entonces ! es inyectiva y f
tiene la propiedad X%* para todo q < wu.

Demostracion. Es suficiente probar que H q(f%) = 0 para g < u, pues el
resultado se sigue de esto y de la sucesién de la proposicién (2.1.2).

Como el médulo H q(f%) estd soportado en el lugar singular de f, es suficiente
demostrar que Hq(fTT:,) = (0 para todo ¢ < u y para todo m maximal en el
lugar singular de f.

Sea m uno de estos maximales, y sea xq,...,x,, € mR, un sistema regular
de pardmetros. Entonces df = > fidz;, Ju = (f1,..., fm) v €l complejo
Lw/fLw= K(f1,...,fmn;A) es el complejo de Koszul. El corolario es inme-
diato a partir de la definicién de profundidad (ver 17.2 de [Eis]). O

2.2. Elcaso f e J.

En esta seccion suponemos que el elemento f estd en su ideal Jacobiano y
fijamos una derivacién D € Der(R) tal que D(f) = f.

Ejemplo 2.2.1 Si R es Z-graduada y f es homogéneo de grado |f| =7 # 0,
entonces la derivacion definida sobre los elementos homogéneos como

satisface la condicion D(f) = f. Para no complicar la notacién supondremos
que r > 0. Esto no es una restriccién, ya que si r < 0 podemos considerar la
graduacién |a| := —|a|, y ya tenemos que |f|' = —r > 0.
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Nota 2.2.2 En el siguiente lema se consideran los operadores Lp : Q0 — Qf
etp: Uy — Q5! definidos en (1.5.1).

Lema 2.2.3 Sean w,n,n’ € Q}, y supongamos que df A\n = df Ay’ =0,
entonces se tienen las siguientes propiedades:
i) [tp,d] = Lp.

ii) 4 =0.

iii) tp(n) € Zy y diogf(tn(n)) = 1.

iv) diogf(tp(n)w) = nw.

v) ' =0y qepr = (=1) DDy .

vi) d(n) € Z;.
vii) Lp(n) € Zs.

Demostracion.

El apartado i) es (1.8). Veamos ii). Dado que ¢p tiene grado impar tenemos

que 2t2, = [1p, tp], como trabajamos sobre un cuerpo k de caracteristica cero

se tiene que % es una derivacién, por tanto sélo hay que ver que es cero sobre

los generadores da, y esto es claro. Para demostrar el apartado iii), basta ver
que

df N up(n) = f. (2.8)

Para probar (2.8) observamos primero que como por hipétesis df A n = 0,
resulta ¢p(df An) = 0. Luego se tiene

0 =tp(df Nn) =up(f) An—df Nep(n) = D(f)n—df Aup(n)
= fn—df Nup(n).

Esto prueba (2.8).

Para demostrar el apartado iv) basta ver que df A tp(n)w = fnw, pero esto
se deduce trivialmente de (2.8).

Para demostrar v) se observa que,

ol = (df A ep(m) = (=D)W=D1df Ao ep () = 0
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y por tanto nn’ = 0. La segunda parte es el resultado de desarrollar la igual-
dad ¢p(nn') = 0. La parte vi) es

df Ndn = —d(df An) = 0.

Finalmente para ver vii), notemos que, por i), Lp(n) = tpdn + dipn y que
por iii) y vi) ambos sumandos estan en Z;. O

En la siguiente Proposicion consideraremos el complejo

H* = (H"(L),d) (2.9)
Proposicién 2.2.4 La aplicacién de H*(L)® H*Y(L) — H*(L/fL) induci-
da por el morfismo
ker(df : Qf — Q) @ ker(df : Qf — Q) — Zy

(w,n) — w+tpn
es un isomorfismo. Bajo este isomorfismo la aplicacion de (2.7) queda como

5 . d p+ LD

P10 —d
Se sigue que &, es el cono del morfismo Lp +p: H —'H

Demostracion. Por un lado tenemos la sucesién exacta larga

n— dlo f n f n dlo f n
H" ') = H"(L) —— H"(L) — H"(7;) ="~ H""}(L)
Por el apartado iii) del Lema anterior se tiene que dj,,f es sobreyectiva y
que djogf o tp = id. Luego multiplicar por f en H*(L) es cero y tenemos
sucesiones exactas cortas de la forma

dogf

escindidas por tp. Por tanto tenemos que el morfismo

H™(L) & H™(L) — H"(%&)

(w, ) —w+tp(n)

es, en efecto, un isomorfismo. Para probar la segunda parte de la proposicion,
debemos ver que

op(w +tp(n)) = dw +pn + Lp(n) — tp(dn)
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pero de la definicién de d,, tenemos que

op(w +tp(n)) =d(w + tp(n)) + pdiog f(w + tp(n))
=d(w) + d(tp(n)) + pdiog f (W) + pdiog f(tpN)
=dw+ pn+ Lp(n) — tp(dn)

Corolario 2.2.5 Para cada p > 1 existe una sucesion exacta larga

Lp+p Lp+p
—

Hi(H) HY(H) — H(&,) — HI™ (H) —— HI(H) (2.10)

Demostracién. Se deduce del hecho de que &, sea el cono del morfismo
Lp+ p: H— H. O]

Corolario 2.2.6 Supongamos que R, D, f y r son como en el ejemplo
(2.2.1), es decir R graduada, f homogéneo de grado r entero positivo y D
una derivacién tal que D(f) = f. Entonces si para todo q € Z escribimos
H, como la parte homogénea de peso q de H con respecto a la graduacion
inducida por la de R, tenemos que

H(&,) = H'(H-p) ® HqH(H—pr)

Demostracién. Se deduce del hecho de que si w € H9(H_,,) entonces
Lp(w) = —pw y por tanto el morfismo p + Lp es cero sobre HY(H_,,).
O

Lema 2.2.7 En la situacion del Corolario 2.2.6, supongamos ademas que
H'>Y(R) = 0. Entonces la composicién

coker (n%) — H™ " (H_,,) ® H™(H_pr) — H™(H_,)

p

es sobreyectiva. En particular si H™(H_p.) # 0 entonces el morfismo 7"~
no es sobreyectivo. Si ademds tenemos que Hjp(R/fP*) = 0 entonces
tampoco es sobreyectivo.

Demostracién. Cada elemento de H™(H_,.) es la clase de una forma
homogénea w € Q2 de grado —pr. Se comprueba usando el isomorfismo de
la Proposicién 2.2.4 y la sucesién (2.6), que la composicién

H™(H_p) = H" H(Hopy) @ H™(Hop) = H™H(E,) — Hyp (R ),
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envia w — fPipw. Por otro lado también tenemos que

d(fPep(w)) =pfP~1df A p(w) + fPdip(w)
:pfpdlogf(LD(W)) + prDw
= fP(pw + Lp(w))
=0.

Como Hg};lR = 0, fPipw es un coborde en Q7' y como consecuencia
también es un coborde en Q’g&iﬂ. El morfismo del enunciado actia enviando

a un elemento p de HY; >(R/f?) al elemento dy,, f(dp/ fP) de H™(H_,.). Lo
que hemos demostrado es que para todo w € H™(H_,.) existe un g en
H7?(R/fP) tal que du = fPup(w), luego si le aplicamos el morfismo a este
4 tenemos que su imagen es

diog f(dpt/ f7) = diog f(tp(W)) = w.
Por tanto tenemos que el morfismo del enunciado es sobreyectivo. U

Ejemplo 2.2.8 Consideremos R = k[z,y, 2] v f = *+2?y32+y°2. Podemos
comprobar que si tomamos los grados de las variables de la forma |z| = |y| =
1y |z| = —1 entonces f es un polinomio homogéneo de grado 4 por lo tanto
existe una derivacién D = 1/4z2 + 1/4ya% — 1/4zZ tal que D(f) = f.
Por otro lado, dado que R es el anillo de polinomios, también sabemos que
HY.(R) = 0, para p > 0. En particular es cero para p = m — 1, como nos
pide la hipotesis del Lema, y para p = m de lo que se puede concluir que
HW(R/fPT1) = 0. Luego si H™(H_4,) # 0 estarfamos en las condiciones del
Lema anterior con lo que tendriamos un ejemplo para el cual ninguno de los
morfismos 77"~! y 77*~? son sobreyectivos.

Veamos que en efecto H™(H_4,) # 0. Para ello supondremos que es cero.
Entonces el morfismo

d: HQ(L—4p) - Hg(L—4p)

es sobreyectivo. Sea w = adxdydz € H?*(L_4,). Entonces como |w| = —4p,
tenemos que |a| = —4p—1. Tomemos por ejemplo a = 27!, Como d es sobre,
sabemos que existe un elemento 1 = nidrdy + nadrdz + nzdydz € H*(L_4p)
tal que [dn] = [w]. Luego n verifica las dos ecuaciones df An =0y dn=w
que se traducen en




42 Capitulo 2. Célculos para hipersuperficies.

8773 3772 3771 4 .
 — . =0, - Ly S 2.11
Nsfe —n2fy +mf or oy "o, T (2.11)
donde j € J. De la primera ecuacion de ( 1) se deduce que 73 = y°n} y
any —bny +cm = 0 con a = z(4x* + 2y32), b = 2(322 +5y3) y ¢ = y(2* + ).
Notar que esta ecuacién nos dice que 1y € ({a,b) : ¢). Usando el programa
de célculo Singular obtenemos que

(b)) _ (g g0)
(a,b) (a,b)

donde
g1 =yz(8yz—10), g1-c= 3wz a+ (3yPz— 2% —2%) - b,
g2 = xz(3yz — 10), gg-c:yz-a—l—(a:yQ,z—ny)-b.

En consecuencia obtenemos que 7y = A1 - g1 + A2 - g2 + hy - a + hy - b donde
A1, A2, b1 y he € R. Usando esto y la primera ecuacién de (2.11) llegamos a
que

(1 +m3) a4 (p2 —nm2) - b=0

para ciertos elementos p; y ps. Usando de nuevo el Singular comprobamos
que el par {a, b} forma una sucesion regular en R, por lo que existe un o € R
tal que 1y = o +a-ay ny = —py +b- . Sustituyendo el resultado obtenido
en la segunda ecuacién de (2.11) y realizando una serie de cuentas llegamos
a que

x Oy 0z
Pero, dado que el ideal J también estd contenido en (x,y), las ecuaciones
de (2.11) nos hacen concluir que 2** € (x,y) lo que es imposible. Como el
absurdo viene de suponer que H™(H_4,) # 0, se obtiene lo que queriamos
demostrar.

2.3. Producto en HH para f € J

En esta seccién damos formulas para el producto en homologia de Hochschild
utilizando el isomorfismo de 2.2.4. Introducimos para ello una indeterminada
u de grado 1 y consideraremos el espacio vectorial
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9 =P o @B H L) ® H (Lyu)t. (2.12)

p>0 p>1 ¢>0

Equipamos a £ con el producto *, siendo éste el tinico producto conmutativo
en el sentido graduado tal que

= D, 24t? con el producto usual es subalgebra,
= ¢l otro sumando de $) es un ideal,

= el producto de elementos de 2% por elementos de H*(L)t* es el inducido
por el producto de formas,

v si e O, n,we H*(L) entonces

wt? xmt1=0
wt? * nut? =w A tp(n)tP*a
&P put? = (—1) 1 (1 (€)n — Ernu)tr
wut? x nut? =w A tp(n)utPt

Sea A := P, Ut © D, D0 H(L)tP* que equipada con el producto
inducido por el producto de formas es una subalgebra de $) con el producto
*. Consideremos la derivacién A : ), — $.1 determinada por la condicién
de que Ay = d y por la condicién de que para n € H*(L)

A(nut®) = (pn + Lp(n))t” — d(n)ut”.

Proposicion 2.3.1 Existe un isomorfismo bihomogéneo natural de algebras

diferenciales graduadas (HH.(A), BI) = (9, A).

Demostracion. Se sigue por calculo directo, utilizando las propiedades
dadas en el Lema 2.2.3, y el isomorfismo explicito de 2.2. Il

2.4. Caso en que A es Z-(-graduada

En esta seccién supondremos que R = @, R, es un dlgebra Zs(-graduada,
que Ry = k, y que f es un elemento homogéneo de grado r > 0. Seguimos
denotando por D a la derivacién del ejemplo 2.2.1 y por A al dlgebra R/ f.
Notar que la graduacion de R se extiende al dlgebra de formas diferenciales
(2%, siendo determinado el grado de una forma homogénea w = apda; . .. da,
por
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n

w(w) = Z la;| € Z>o

1=0

donde los a; son elementos homogéneos de R. Entonces se tiene que el mor-
fismo Lp viene definido por la formula

Observacién 2.4.1 Como f es homogéneo, se tiene que para todo p > 1,
el dlgebra R/fPR es no negativamente graduada, siendo k su componente
homogénea de grado cero. Luego por (1.10) tenemos que Hz(R/fPR) =
Hjp(k). Por tanto HJ5(R/fPR) = 0, para todo n > 0.

Ejemplo 2.4.2 Consideremos el elemento f = 1%y —x € R = k[z,y] y sea
A = R/fR. Entonces J = R; en particular f € J y no tiene singularidades.
Sin embargo A no admite ninguna graduacién sin grados negativos. Para ver
esto basta verificar que H}n(A) = QY /dA # 0. Efectivamente, un calculo
muestra que la forma w = (zy — 1)dz + zdy € 2} no es exacta.

Teorema 2.4.3 Sean R, f y A como en el comienzo de esta seccion, entonces
tenemos que para 1 < g <n

HCH(A)+ = H* (L)
Demostracion. Dado que A es no negativamente graduada, con la grad-
uacion heredada de R se tiene que el morfismo S : HC(A)y — HC,_2(A)+
es nulo, por 1.5.4. Luego de la sucesiéon SBI se deduce que para 1 < q¢ <n
HCI(A), 2 B(HCI(A);) 2 BoI(HHI(A)).
Pero considerando los isomorfismos de la proposicion 2.2.4 tenemos que
BoI(HHY(A)) 26, H* ™(L)® H* " (L)).
Denotemos p = n — ¢ y consideremos el morfismo restriccién
5p|H2q—n+1(L) : HQq_n'H(L) — H2q_n+l<L) D H2q_n+2(L)
w  —  ((p+ Lp)(w), —dw)

Este morfismo es inyectivo, ya que si consideramos la descomposicion en

componentes homogéneas de w = ) w; tenemos que (p+Lp)(w) = 0 implica

que (p+ Lp)(ws) = 0 para todo s, es decir, que (p+ W)ws = 0 y dado que
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la graduacién es positiva llegamos a que ws = 0. Luego w = 0 y el morfismo
restriccion es efectivamente inyectivo.
Veamos que

Syrza-ninqey - HY (L) — S,(H* (L) @ H*N(L))  (213)

es sobreyectivo. Sea (n,w) € H?*T"*Y(L) @& H*T"+2(L). Sin = >, ns es la
descomposiciéon de n en componentes homogéneas, entonces

Z AsT]s-

Consideremos o = w + Y s-di, € qu "*1 Entonces

(p+ Lo)(m) = (

S

Opim2a-—n(ry(a) = ((p + Lp)(a), —da)
Pero
(b + Lp)(@) = (p+ Lp)(w) + Zld T+ Lo(> ~dn,)
D D))= \Pp D)W P )\ Ns D - )\s Ns
1
=(p+ Lp)(w +pZ—dns +d(Y_ - Lo(n.))
+ w(ns
~(p+ Lo)w) + d@% )
=(p+ Lp)(w) +dn
y —da = —dw. Luego el morfismo (2.13) es isomorfismo, con lo que queda
demostrado el enunciado. O

Observacion 2.4.4 Notar que lo que se precisa para la demostracion del
resultado anterior es que para p = n — ¢ el morfismo p + Lp tenga un
morfismo inverso, es decir, que p no sea un autovalor de Lp. Luego aunque
la graduacion de R admita grados negativos, si se verifica que el morfismo
S HCITL(A) — HCY(A) es sobreyectivo, que S : HCY(A) — HCIZ)(A)
es inyectivo y que m — ¢ no es un autovalor de Lp entonces se tiene que

HCY(A) = H*~"1(L).
Corolario 2.4.5 En las condiciones de la proposicion anterior se tiene que

n—1

® @ qu n+1(L)

q=[n/2]

HC,W(A) 22 HC, (k) @

dQn 1
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n—1
HH,(A)= Qe @ H* "(L)® H* (L),
q=[n/2]

donde [%] denota la parte entera del mimero real no negativo .

Observacion 2.4.6 Notemos que si R = k[x1,...,2,], el complejo L no
es mas que el complejo de Koszul sobre R asociado a {%, ce %}. Por

tanto en el caso de que estos elementos formen una sucesién regular de R,
L resulta exacto y como consecuencia se obtiene el resultado de Burghelea y

Vigué ([BV])

R/J n=2p
0 p<n#2p

Observacion 2.4.7 El teorema 2.4.3 facilita los cédlculos a la hora de hacer
cuentas en ejemplos concretos. Supongamos que tenemos f = f; + fo con
fi € Ry = klzy,...,x] vy fo € Ry = k[x,41,...,2,). Si denotamos L; =
(Q%,, df;) entonces

Hep) = {

L* = Ly ® Lo.

Por tanto, aplicando el teorema resulta que para f € J, HHP(A) es igual a

P HL)H(L)o @ H(L)eH (L)

i+j=2p—n i+j=2p—n-+1

Si ademas f es casi homogéneo se tiene que HCE(A) es igual a

B HL)eH(L)

i+j=2p—n-+1

Esta propiedad simplifica los cédlculos, ya que en la practica es mas sencillo
calcular la cohomologia de los complejos L; que directamente la del complejo
L.

Ejemplo 2.4.8 Sea [ = xy" — 2™ € R = k[z,y, 2], donde n es un entero
positivo. Consideramos f; = zy™ € Ry = klz,y| y fo = 2" € Ry = klz],
entonces definimos los complejos

.00 dh 1 _dh 2
Ll.QRl QRI QRl’

Ly: 0% ol .




2.5. Producto en HN para f casi homogéneo 47

Con célculos simples llegamos a que la cohomologia de estos complejos se
reduce a

kx[ynf]l7yn Y p = 2 % p = 1

p = z,Y = P = =

H (Ll) yn—1y> p= H (L2) O7 el resto
0 el resto

Luego utilizando la propiedad (2.4.7) y el teorema (2.4.3) llegamos a que,
para ¢ < p,

( k[z,y,2]

Ly P20 =2
HCJ(A)s = § iy, n=2¢-1
0, el resto

2.5. Producto en HN para f casi homogéneo

En virtud de (1.39) tenemos que HCP?(A); = HN?!I(A) paran > p > 0.
Luego usando el teorema 2.4.3 y la férmula (1.38) tenemos

HN.(A) =kt o P zraatr o P P a> (L) (2.14)

p>1 n>11<p<n
En esta seccién daremos féormulas para el producto en HN,(A) en términos
del isomorfismo (2.14). Dado que multiplicar por ¢! es aplicar el morfismo
S, es claro que el producto de cualquier elemento de ¢~ 'k[t~!] con cualquier
elemento de HN,,(A) con n > 0 es cero. Por otro lado para n > 0 el morfismo

HN,A — HH,A (2.15)

es inyectivo y compatible con el producto. Se sigue que el producto en la
subdlgebra Z€ es el producto de formas, y que @, H* "(L)t* es
un ideal en HN,(A). Resta determinar el producto entre dos elementos de
D1<pen H*"(L)? y entre elementos de P, ., H?~"(L)t* y elementos de
Z. Para ello utilizamos la descripcién explicita de la restriccion de (2.15)
a HHP(A) en términos del isomorfismo (2.14). Para 0 < p < n, la restriccién
de (2.15) a HH?(A) induce el isomorfismo

HNP(A) & H¥(L)ut? -2
AHZ=Y(L)tP @ H* " (Lyut?) = BI(HHP(A)). (2.16)
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Para ¢ > 1, sea
M, :=(Lp+q) "' : H*(L) — H*(L).
Por la demostracién de 2.4.3, la inversa de (2.16) envia
ATV = (Aygze-n(nyur) T AP+ wut?) (w4 Magp_pdn)t?. (2.17)

Ahora utilizamos estas formulas para describir el producto en HN,(A). Sean
£ e ZQ5 yn € H¥™(L). El producto de &t* € HNZ(A)t® con nt? €
HNP(A)P es
&t° e wt? =“A"1(64° A(wuth)

=“AT((=1)FIA(E * wut?))

=“A7VA((Swu — tp(§w)t™)

=(w — M1 pdip(&)w) P,
Seann >p > (n+1)/2,r >q> (r+1)/2, w e H* (L) = HNP(A) C
HHP(A)yne H* (L) = HN?(A) C HHI(A). Entonces

A(wt?) x A(nt®) = pt?**
donde, parai=n+1—p, j=r+1—gq,
p=—(i+Lp)(w)Atp(dn)+ (=) dw(j+Lp)(tpn)+dwAup(dn)u (2.18)

Ahora queremos calcular una preimagen de ut?™* a través de A. Para ello
reescribimos adecuadamente cada uno de los tres sumandos de p, utilizando
2.2.3 v) y las féormulas de la seccién 2.3. El primer término es

—(i+ Lp)(w) Aep(dn) = = (i + Lp)(w)Lpn + (i + Lp)(w)dipn
(t+ Lp)(w)dipn

Calculamos ahora el segundo término

(—1)“*'dw(j + Lp)(eon) =d(tp(w)(j + Lp)n) +w(j + Lp)dipn
=d(tp(w)(j + Lp)n) + jwdipn
+ Lp(wdipn) — Lp(w)dipn

Sumando el primer y segundo término se obtiene entonces

— (i + Lp)(w) A ep(dn) + (1) dw(j + Lp)(1pn) =
(i+j + Lp)(wdepn) + d(ep(w)(j + Lp)(n))
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Por otra parte observemos que el tercer término de (2.18) puede reescribirse
como sigue
dw A tp(dn)u = —dwdipn = —d(wdepn)

En resumen, nos queda
1t = 0prq(tn(w)(j + Lp)(n) + (wdepn)u).

Por tanto
wt? e nt® = wdipn + M j_1(tp(w)(j + Lp)(n)). (2.19)
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Capitulo 3

Hipersuperficies con
singularidades aisladas.

En este capitulo nos concentraremos en el caso de hipersuperficies con singu-
laridades aisladas. Sea R una k-algebra que es un dominio regular esencial-
mente de tipo finito de dimensién de Krull m y tal que el grado de trascen-
dencia de su cuerpo de fracciones sobre k es m. Sea f € R con singularidades
aisladas, es decir, tal que su lugar singular Singf = {my,...,m,} es finito, y
sea A = R/fR. Denotamos por R; al localizado Ry, , entonces en virtud de
la hipdtesis exigida a R, R;/m;R; es una extensién finita de k. A lo largo de
este capitulo consideraremos R, f y A tal y como los hemos definido aqui.

3.1. Calculos previos

Definicién 3.1.1 Un retracto por deformacién (en adelante también
RD ) es una upla (L, M, s,p,h), donde (L,d) y (M,0) son complejos, s,p
son morfismos de complejos

L—>M-—"~1L

y h es una homotopia sobre M tal que

pos=id;, y sop=idy+0doh+hoo.

Se dice que el RD (L, M, s, p, h) es filtrado si existen filtraciones sobre L y
M que son preservadas por s, py h.

Lema 3.1.2 (Lema de Perturbacién) Sea (L, M,s,p,h) un RD y d un
morfismo de grado —1 en M tal que (0 + d)* = 0. Entonces denotamos,

o1
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A, =p(dh)" tds,n>1 y Ng=90
S, =h(dh)" 'ds,n>1 y Sy=s
P, =p(dh)" *'dh,n>1 y Py=p
H, = h(dh)"'dh,n>1 y Hy=h

Si el RD es filtrado y d disminuye el indice de la filtracion, entonces podemos
tomar

A_i;An, S_iosn, P‘i;P"’ y H_i;m

verificando que ((L,A),(M,0 + d),S,P,H) es un RD filtrado. Para mds
detalles ver [Kas].

3.1.3 Aligual que en el capitulo 2 podemos considerar el modelo de cadena
' - Adonde I' = R® AV y V = k & ky. Recordemos que HH?A =
H,_,(QF,0). Sea T = R; @ I'. Dado que para p < n, el A-médulo HHE(A)
estd soportado en Singf, se tiene que el morfismo

o — Por, (3.1)

induce un isomorfismo en H,,_, paran > p. Se sigue de los calculos de Michler
(ver [Mic2]) que

b, g=0
Hy( Q) =S YO p>mg=p—m+1 (3.2)

0, otro caso
Aqui (J : f) representa el ideal de R anulador de f en R/J. En particular se
tiene que
Hoy(QM) =Qy = R/fR+ J.

En lo que sigue estudiaremos la sucesion espectral asociada a la filtracién
por columnas del complejo Q%m. Notemos que, dado que la aplicacién (3.1)
es un cuasi-isomorfismo para p > m, el morfismo de complejos

O = P ag” (3.3)

%
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es un cuasi-isomorfismo y, mas aun, induce un isomorfismo en cada nivel de
la sucesion espectral. Gracias a esta observacién, podremos restringirnos al
caso en que R es local toda vez que resulte conveniente.

Como k es un cuerpo entonces todos los k-mddulos son proyectivos y por
tanto podemos definir, para todo p > m morfismos de complejos

s (H«(€r),0) — (7, 9) y7 : (2, 0) — (H.(2r), 0)

tales que (H.(Q7), Q7 s, 7, h) es un retracto por deformacion.

Por otro lado sabemos que el complejo in tiene definido un morfismo de
grado —1, d, que baja en 1 el indice de la filtracién por columnas. Por tanto
podemos aplicar el Lema de Perturbacién. Consideremos los morfismos A; =
modo(hod)® tosparai>1y Ay =0. Entonces definimos el complejo de
dos términos

[[Z(J: )] , n=1-m
Cn: Hjio QX ) n=-—-m
0 , el resto

Cuyo borde es A = >~ 7 A;. Por el Lema de Perturbacién, los complejos C y
QF son homotépicamente equivalentes. Por otro lado, la filtracién que nos
da el Lema de Perturbacién en el complejo C es {pr}pS_m dada por

‘/TPC : Han—m ZL -~ Han—m—i—l(‘] : f)/J

y en el complejo Q%m viene dada por {Q%p }p>m. Puesto que el RD es fil-
trado se tiene por el lema 3.1.2 que los morfismos S, P y H preservan la
filtracién. Luego los complejos S(F,C) y Q%p también son homotdpicamente
equivalentes con lo cual se llega a que H.,(F,C) = H,(QZ"), que por (2.1) se
tiene que es isomorfo a H N}, , (A).

Consideremos la sucesion espectral asociada a la filtracion F
(J:f))J  p+tag=1-m
0 _ gl _ _
E,,=E,,=R/fR+J=Q%, p+q=—m (3.4)

0 , en otro caso
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La primera diferencial espectral es Ay : E; p E;_Ll_m_p. En general la
— F7

p—r,2—m—p—r

Jd1—m—

r-ésima diferencial espectral es una aplicaciéon A, : E7
inducida por A,, donde

s 1—=m—p

r—1
E;,l—m—p - kerZT—l E;,—m—p - (R/fR + J)/ Zzi(E;—H,i—p—m—l)'
=1

Esta sucesién espectral es regular, es decir, que para cada (p, ¢) existe un r,,
suficientemente grande tal que EJ = E> para todo n > ry,. Esto es cierto
ya que los E;jq son k-espacios vectoriales de dimension finita por tanto los
E; , son también espacios vectoriales de dimensién finita menor o igual que

la de E} ,, ya que o son cero, o estan contenidos en E} , (para ¢ = 1—m—p),

0 son cocientes de E; q (para ¢ = —m —p). Luego los morfismos A, son nulos
o bajan la dimension, en cualquier caso llega un momento en que £, , = E7%,

bien sea porque llega a cero o porque a partir de él todos los A, son nulos. Por
otro lado tenemos que la filtracion F es completa y exhaustiva. Completa ya
que lim C/F,C = C y exhaustiva porque --- C F,_1C C F,C C ... F,C =C
luego, UF,C = C. Por el Teorema 5.5.10 de [Wei] tenemos que la sucesién
espectral E converge débilmente a la homologia H,(C). Esto quiere decir que
para todo p y ¢ existen isomorfismos E>< = F,H), ,(C)/F, 1H,4(C) donde
F' es la filtracion inducida por F en la homologia de C.

3.2. Sucesién espectral genérica

Consideremos ahora el complejo doble Qr(t) donde

(Qr(t)pg = k1] @ (Qr)pg

y donde los morfismos de borde vienen dados por los morfismos de k[t]-
moédulos

I 1®d 0 5 — —1®df 0
(D)l 1ed AP f —ledf

De forma andaloga a lo que se hacia en el apartado anterior se obtiene que
(k[t] ® Ho(QF), QF(t), s¢, 7, he) es un retracto por deformacién, donde los
morfismos s;, m; v h; no son mas que los morfismos anteriores tensorizados a
izquierda por 1. También podemos considerar los morfismos para i > 0 (con
A0 (t) = 0)7




3.2. Sucesion espectral genérica HY)

Ajq(t)=modi;0(hodyy;10---ohodyyyohod)os. (3.5)

donde A;11(t) : k[tj®@ (J : f)/J — k[t] ® R/(fR + J). Tenemos que el

morfismo A, = Y7 A,(t) define un morfismo borde en el complejo C;

[[Zoklt]® (T f))] , n=1-m
Cin= [[Zokltl @ Q% , n=-m

0 , el resto

Por el Lema de Perturbacién, dicho complejo y el complejo total Q%m(t) =
TotQZ™(t) son homotdpicamente equivalentes. Aqui tomamos el complejo
total en cada término como el producto de las diagonales. También se tiene
que la equivalencia preserva la filtracién inducida por los F,C;, o sea que
F,C, es homotépicamente equivalente a Tot(Q7"1P(t)). Esta equivalencia
homotopica induce un morfismo entre las sucesiones espectrales asociadas

-t (]:pct)erq

E = B = (QmP (¢ 3.6
p,q («/Tpflct)p+q D,q ( T ())p+q ( )

que es isomorfismo para E'. Notar que para un elemento w = (w;);>o de
> (J: f)/J=Ci_,, tenemos que
HZ—O( q

(Aw); = Z Ajwj_; = ZAj(i -7+ 1)%’—]'- (3.7)
J=1 J=1

Consideremos ahora Ly (t) = k[t|@(J : f)/Jy Ci(t) = k[t]|@Q7%, y definamos
en general

Lyi1(t) = ker(A,(t)), Chii(t) = coker (A,(t+ 1)), (3.8)

donde A, (t) : L,(t) — C,(t) estd definida como en (3.5). Asi, la sucesién
espectral en el nivel 1, Ei* quedaria de la forma
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Ci(t+1) Ly(t+1)
A (t)
Ch(t) - Lq(t)
Ci(t—1)
La sucesion espectral de nivel 2, Ez* quedaria como
Co(t+1)
N
Ax(2)
Co(t —1) Ly(t)
Ci(t—1)

Finalmente para un indice genérico i la sucesion espectral de nivel ¢, E, ,
quedaria de la forma

Ci(t) Li(t+i+1) 0
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Notacién 3.2.1 Notar que a pesar de que los k[t]-médulos L, (t) y L.(t +1)
son esencialmente diferentes se tiene que son isomorfos. A partir de ahora
cuando no haya lugar a confusion, es decir, cuando consideremos uno sélo,
escribiremos L, por L,(t).

Observacion 3.2.2 Para cada 1 < i < u sean L,(t); y Cy(t); los términos
de la sucesion espectral genérica correspondiente a I'". El argumento de (3.3)
muestra que

3.3. Degeneracién de L,(t) e indice de Bri-
ancon-Skoda.

Para cada punto singular p; de f, el radical del ideal jacobiano localizado J;
es todo el maximal. Por tanto J; contiene una potencia de f. Se sigue que
el operador multiplicacién por f es un operador nilpotente en ;. R;/J;;
llamaremos indice de Briangon-Skoda a su indice de nilpotencia, y lo
denotaremos por bs(f) o simplemente bs. Tenemos

bs = max mfi >1:f"eJ
lrgizgimm{n_ freJ}

El teorema de Briancon-Skoda ([BS], ver también [LT]) establece que

bs < m. (3.11)
El teorema principal de esta seccion es el siguiente:

Teorema 3.3.1 Ly 1(t) =0.

Exhibiremos la demostracién al final de la seccion. Antes necesitamos algunos
resultados preliminares. Notemos que, en virtud de (3.9), basta probar el
teorema para R local. Por esa razon, en lo que sigue de la seccién, y hasta la
demostracion del teorema 3.3.1 supondremos que R es local.

Para cada k denotamos por §f a 2}, ® k[t]. Sobre este espacio podemos
definir el concepto de t-grado considerando que un elemento w ® p(t) € QF
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tiene como grado el grado del polinomio p(t). Luego el t-grado de un elemento
a=>Y " wp(t) € Qf se define como

degy(a) = max{deg pi(1)}.
Sea r € N y consideremos el complejo QP> =P*7(t). Dentro de este complejo
consideramos la filtracién G, (QP= =P*"(t)) tal que

(Gu8= =7 (1)) —(meranp = { € QP (2)y 2 degya < o+ i)
donde o = (a1, az) € & Q™ v deg,(a) se define como el méximo entre

deg, (o) y deg,(as). La columna —m — i de G,(Q2 ="7"(t)) es

n+1
gn(Q%né §m+r<t))7m7i7* _ @ Q?nJritj
§=0

Esta filtracion es exhaustiva, ya que la union de todos los elementos de la
filtracién da el espacio total, y Hausdorff dado que la interseccién es 0, puesto
que G_,_1 (Q2="=P*"(¢)) = 0. Consideremos la proyeccién m : Q'S ="+ (¢) —
QF(t). Se tiene que

T(Hiom(QFS =" (t)) = L (1),

Definimos sobre L, (t) la filtracién

G Lo (t) := m(Gu(Hi_m QS =71 ).

Vamos a definir un morfismo

(J . fr+1)

(J:fr)
Para ello necesitamos algunos preliminares y notacién. Fijamos zy,...,x,, €
R un sistema de pardmetros; notemos que ¥ := Q% es un R-médulo libre
con base {dx; A--- ANdwx;, 193 <--- <ip}. Sea v =dxy A--- ANdz, € Q" la
forma de volumen. Si

§Z5 : gnLr—l—l(t) -

5 = (((ZOV, wo), Ceey (aru, Wr)) c gnQ?@Jrrz >m

es un (1 —m)-ciclo, entonces

(1) fag — df Awy =0
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y para todo 0 < p < r — 1 se tiene

0= (-1)"fapr1v —df Nwpr1 + (—=1)"ay(t + p) + dw,.

Como & € G, Q= =™ miéx{deg,(w;),deg,(a;)} < n+i. Sean n; € Q™ 'y
b; € R de modo que

a; = (—1)"™b;t""" 4 términos de grado menor,

wi = (=1)™n;t""" + términos de grado menor.

Entonces tenemos que

fb[) = df VAN T ¥ bp = df N Tlp+1 — fprer, (7" —1 Z P 2 O) (312)

Se sigue que

T

Fe =Y (=1 fdf A€ . (3.13)

=0
Por tanto b, € (J : f™1).

Proposicién 3.3.2 Sea G.L, el dlgebra graduada asociada a la filtracion
G.L,(t). Para cada n > 0, la aplicacion Zl_mgnQ}”+TZ M (J o frY),
¢ +— b, definida arriba induce un monomorfismo

U

s GpLyq(t —|t 3.14

¢ +1()<—> (Jfr)[] ( )

Demostracién. Sea L; = L;(t). Por definicién, L, C Ly = H,(QF)[t] =
@[t] Observemos ademds que el isomorfismo H;(Qp) = @ es inducido

por (b,n) — b. Asi, para ver que { — b, da un morfismo bien definido

¢ GuLry — (J: f7)/(J+ )] (3.15)

basta verificar que si ag € J[t] entonces b, € (J : f). Pero si ag € J[t],
entonces by € J, y por (3.12) y (3.13), f*™'b, € fJ. Por tanto fb—1r € J,
es decir, f € (J : f"). Esto prueba que (3.15) es un morfismo bien definido.
Por otra parte es claro que ¢(G,,_1L,y1 — (J : f7)/(J : f7)[t]) = 0, y por
tanto (3.14) estd bien definido. Resta ver que (3.14) es inyectiva. Pero si en
(3.13) b, € (J : f7) entonces
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fbo=df Ao = F(f7b,+ S (=1 fidf A ) € £
=1

Luego by € J, y de ahi la imagen de & € L, estd en G,,_1L,. O

Demostracién. | del Teorema 3.3.1]

Como se observod arriba, podemos suponer que R es local. Por la proposicion
3.3.2, Gy Lpsr1 = 0. Como la filtracion G, L; es Hausdorff y exaustiva, se sigue
que Lysi1 = 0. O

3.4. Evaluacion de la sucesion espectral genéri-
ca.

Lema 3.4.1 Sean n > 1, L,(t) y C,(t) como en (3.8) y TC,(t) el k[t]-
submédulo de torsion de C,(t). Entonces L,(t) y C,(t) son k[t]-mdédulos
finitamente generados. Més atn, L,(t) es libre y existe un isomorfismo k|t]-
lineal

Cn(t)/TC,(t) = Ly(t).

Demostracién. Como observé Michler en [Mic2|, p := dim R/fR+ J =
dim(J : f)/J. Luego Li(t) y Ci(t) son k[t]-médulos libres de rango p. Como
L, C L es un k[t]-submddulo, se tiene que es libre y de rango finito y como
C,, es un cociente de (1, se tiene que es finitamente generado.

Supongamos por hipoétesis de induccion que rk L, = rk C),. Entonces pode-
mos elegir bases de k(t) @y Ly y de k(t) @y Cp, y considerar la matriz M (t)
de 1 ® A, (t) con respecto a las bases elegidas. Entonces,

rk L,11 = rk coker A,(t)
=1k C, — rk M(t)
=1k C,, — tk M(t+1)
=1k C, 14

Con esto hemos probado que L, es libre y que rk L, = rk C,, < oo para
todo n, de lo cual se sigue que C,,/TC,, = L,. O

Notacién 3.4.2 Si M es un k[t]-mddulo, denotamos por sp M al conjunto
de aquellos enteros positivos que estan en el espectro del operador m — tm,
es decir,
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sp M :={l€Zsg:ker(t—1: M — M) #0}. (3.16)
Lema 3.4.3 Sea

E[t]? % k[t — M — 0

una sucesion exacta de k[t]-moédulos, donde o € k[t]P*9. Denotamosr = rk «
y por x(t) al generador ménico del ideal generado por todos los r X r-menores
de . Entonces

sp M ={l € Z-y: x(I) =0}.

Demostracion. Por resultados de teoria elemental de médulos sobre do-
minios Euclideos, se pueden elegir bases de k[t]P y de k[t]?, de tal forma que
bajo estas nuevas bases el morfismo « se puede expresar con una matriz diag-
onal. Como x es invariante por estos cambios de base podemos asumir que «
es diagonal. Bajo esta suposicion es claro que x es el polinomio caracteristico
de multiplicar por t en el submoédulo de torsién T'M, de lo cual se sigue el
enunciado. O

Observaciéon 3.4.4 El ideal I(M) := (x(t)) del lema anterior es el ideal de
Fitting de M (ver [Eis, Sec.20]). La demostracién muestra que x(t) es el poli-
nomio caracteristico de la transformacion k-lineal “multiplicar por t”sobre el
submédulo de torsién 7M.

Lema 3.4.5 Sean n > 1, L,(T) y C,(t) como en (3.8), y E la sucesion
espectral de (3.6). Denotemos por Al (t) : L, — C,,/TC, a la composicién
de A, (t) y la proyeccion natural. Consideremos

1+méx|J' sp coker Ai(t), si JI' sp coker Al(t) # 0
Cn =
1 , otro caso.

(3.17)
Entonces

dim E", ;= dim E" = rk L,(t), (VI > ¢). (3.18)

m—l—n,l+n

Demostracién. Para | € 7, definimos k; := k[t]/(t — [)k[t]. Por el Lema
3.4.1 es suficiente probar que para [ > ¢,, multiplicar por t — [ es un isomor-
fismo en T'C),, y que existen isomorfismos
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B 141 = ki ®gpy L, B i niin = ki Ch. (3.19)

Probaremos esto por induccion sobre n. Para n = 1 tenemos TC; =0, ¢; = 1
y (3.19) es cierto por (3.7). Supongamos, como hipétesis de induccién, que
multiplicar por ¢ — [ es un isomorfismo sobre T'C,, y que (3.19) se verifica
para n. Entonces para [ > ¢, tenemos

EMi g =ker(1 @ A(L) : ki gy L — ki ®ppyy Cn), (3.20)
Eﬁjnl—l—n—l,l-&-n-‘rl = coker (1@ A(t+1) : b Qg Ln — ki Qppg Cn). (3.21)

Denotemos C, 11 (t—1) := coker A, (t), Qni1(t—1) := coker A/ (t), entonces
tenemos un diagrama conmutativo con filas exactas

0 0 (3:22)
TC, K 0
0—— Im A,(¢) Ch Crta(t—1)—0
i
0—= Im AL(t) —= C,/TC,, — Quia(t — 1) —0
i
0 0 0

Aqui K esté definido por la exactitud de la columna de la derecha. Notar
que los tres morfismos verticales que salen de la fila del medio dan lugar a
isomorfismos cuando tensorizamos con el cuerpo k(t). Se sigue, por tanto, la
exactitud de la siguiente sucesion,

0> K—->TC(t—1) > TQui1(t—1)—0 (3.23)

Por hipétesis de induccion y dado que ¢,11 > ¢, se tiene que para [ > ¢,
multiplicar por t — [ es un isomorfismo en TC,. Luego t — [ : K — K
es sobreyectiva y en consecuencia un isomorfismo ya que K tiene longitud
finita. Por otro lado, de la definicién de ¢, 1 y el hecho de que I > ¢4, se
tiene que multiplicar por ¢ — [ es un isomorfismo en 7'Q,(t — 1). Por tanto
multiplicar por ¢ —[ es un isomorfismo en T'C,, 11 (t — 1) por la sucesién (3.23).
De todos estos resultados y de la resolucién libre
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0— k[t] Z5 k[t] = & — 0

obtenemos que

Tor'™(ky, Cr (t — 1)) = Tor™™ (k;, C,, (1)) = Tort( Im A, (1), k) = 0.

(3.24)
Luego la siguiente sucesion permanece exacta al tensorizar con k;
An(t)
Por (3.20), esto prueba que
Eﬁjv_llfl,l+l = ki @k Lt (3.26)

Sea @1 = coker A (t+1). El mismo argumento anterior prueba que

Eﬁjnl—l—n—l,1+l+n = ki @xpy Cnya (3.27)

para cualquier [ > ¢, siendo multiplicaciéon por ¢t — [ en ()17 un monomor-
fismo. Pero por 3.4.3, sp Qni1 = sSp Qne1(t — 1) — 1. Luego si l > ¢,41, se
tiene que (3.27) se verifica para [ > ¢, 1. O

Observacién 3.4.6 Notar que usando el Teorema 3.3.1 y el Lema 3.4.5,
tenemos que si r es tal que L, = 0 (e.g. r = bs + 1) entonces paran > 1y
> ¢,

n _mn
Efmfl,lfl =F

—m—Il—n,l+n

= 0.

Por un lado observamos que EZ, = Ef , y por otro lado que para cada n se
tiene que existe un entero M = —m — ¢, — r tal que la diferencial espectral
E,— E, .1, 6€sceroparap+qg=mnyp—r < M. Por tanto E es
acotada por arriba. Luego por el Teorema 5.5.10 de [Wei] tenemos que la

sucesion espectral E converge a la homologia del complejo C.

Teorema 3.4.7 Consideremos los sistemas inversos (V,;, S) y (W, S), donde
Vie=HNp.i0.Ay W, = HN,, 12.11A. Entonces existen enteros positivos kg y
r tales que r < bs y para todo k > K se satisfacen las siguientes condiciones.

i) W, =0.
i) S"(Viy,) = 0.
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iii) Sil; := dimy ker(S® : Vi — Vi) (i > 1), entonces

l; = dimg ker(S* : Viys — Vi),

Demostracién. En primer lugar notar que por (2.1) tenemos que la ho-
mologia ciclica negativa se puede calcular como HNF(A) = H,_9,(F,C),
luego

HNH(A) = H Hnﬂp(}-pc)-

p>n

Pero para p > m la homologia de F,C consta sélo de dos términos no nulos,
por lo que para n > m tendriamos

Hi_(FLn=2p—m+1
HN,(4) =
H ., (FC) n=2p—m

Entonces poniendo p = m + k podemos considerar los sistemas inversos
(V. S) v (W, S), donde V., = HNyy0.(A), W = HNypior41(A) y el mor-
fismo S es el dado en la sucesién (1.14). Consideramos r 4+ 1 como la menor
cota que verifica L,,1(t) = 0. Por el teorema 3.3.1 nos bastarfa tomar r = bs.
Para v’ > r, Ly 11(t) = 0, por lo que A,/(t) es inyectiva. De la propiedad (3.7)
y por el Lema 3.4.5 tenemos que Ef;l_LHl = 0 para todo [ > ¢4 1 y para
r" > r, es decir ES;LMH = E%, 114 = 0 para todo I > ¢,11. De esto se
deduce que Hy_,,(F,C) = 0 para p > m+c,4; y por tanto W,, = 0 para todo
K > ¢p41 entero positivo con lo que queda demostrado i) tomando kg = ¢41.

Veamos ahora el apartado ii). Observar que el morfismo S™ : V,, — V,.,,, es el
inducido por la proyeccién entre los complejos F,C — F,+,C. Consideramos
la filtracién de H Nyp_,,(A) siguiente

gi = Im (SZ : HNQ(p+i),m(A) — Hng_m(A)),

donde tomamos S° como la identidad. Por un lado tenemos que para r’ > r,
L.i1(t) = 0 y por otro lado del Lema 3.4.5 tenemos que para p > ¢4

se verifica que dim E™] . = rk Li;1(t). Luego para todo ' > ry
p > Cpyq, dim Ei;ip,r,’pﬁ, = tk L41(t) = 0. De ahi G, = 0, parap > ¢,41,

puesto que el morfismo inducido por la proyeccién en el nivel r-ésimo de la
sucesion espectral envia cada ciclo en el cero, ya que para r y para p > ¢,41
dicha sucesiéon es cero. De esto se deduce que para este entero r y para
Ko 2 Cry1, tenemos que
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gr = ST(HNZ(p+r)7m) = ST(‘/p—Hﬂ) =0
para todo p > kg, demostrando asi ii).

Denotemos por /; a Zgzl rk L;. Para ver iii) notar que G;/G; .1 = Eitifpfi,eri?
luego dado que G, = 0 tenemos

r—1 T
dim(H Ny A) = > dimGi/Giyy = Y 1k L; =1,.
=0

=1

Sean p > ¢;41 y ¢ > 1. Entonces el morfismo S : V., — V,, tiene nicleo
y contcleo de igual dimension, ya que de la igualdad anterior se deduce que
Votq ¥ 'V, tienen la misma dimensién. Por un lado tenemos que H Ny, (A) =
Do Gi/Gir1 y por otro lado ITm S? = G, = @;_, Gi/Gir1. Luego queda que
el conticleo de S? es @3;01 Gi/Giv1. Por tanto

dimker(S?: V4, — V,) =dim coker (S?:V,1, — V)

qg—1
= Z dim G;/Gi 1
i=0

=1

= lq
Ahora tomando kg = ¢,y1 tenemos que para todo kK > kg

dimker(S" : Vi s — Vi) = dimker(S*: Viyy — Vi) = 1y,
con lo que queda demostrado el apartado iii). O

Nota 3.4.8 Observar que en la demostracion del teorema anterior, aunque
las cotas r y kg se pueden ajustar mas dependiendo del caso, nos vale tomar
r="bsYy Ko = Cpst1-

Corolario 3.4.9 Sea bs como en la seccion 3.3. Entonces existe un entero
no = bs + ko tal que si n > ng entonces S**(HN,A) = 0.
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3.5. El sistema inverso (HC; A, S)

En esta seccion consideraremos el morfismo periodicidad sobre la homologia
ciclica S : HC,A — HC,_»A tal y como aparece en la sucesion (1.13). Bajo
la descomposicién de Hodge el morfismo S queda definido entre HC?A y
H Cf:% A. Luego para p > 0 tenemos el sistema inverso

HCY3 A — HCPHIA — HCP ) A — HCPA = QF /dOF!. (3.28)
Para un algebra cualquiera A tenemos que (ver [Lod])
S(HCPI,A) = HY L A.

En [BACH] se prob6 que para el caso particular en que f € R es un polinomio
(no necesariamente con singularidades aisladas), entonces

S(HCY 5, (R/f)) = Hyp(R/f7). (3.29)

Ademas bajo esta identificacion se tiene que el morfismo S se corresponde
con la proyeccién natural R/ f*™ — R/ f*.

Por otro lado de 1.33 sabemos que la homologia del complejo ﬁr‘ da la coho-
mologia infinitesimal de A y que para cada elemento de la filtracion Q%p +
la homologia del complejo cociente Q%p da la homologia ciclica de A.

El siguiente lema es bien conocido.

Lema 3.5.1 Sean C' un complejo, C'--- D F, D F,_1 D ... una filtracion de-
scendente por subcomplejos, € la sucesion espectral asociada y 7 : C'/F,_1 —
C/F, la proyeccion. Entonces para cada | > 1 hay una sucesion exacta larga

=& o T T Hy f(CfFyny) = 7 Hyy o (C/Fy1t) = E i — - -
Demostracién. Sean U' = @, U, ,, Uy, = Hypy(Fy) vy €' = D, &,

Por [Wei, 5.9.4], la sucesién espectral {€'};>; es la asociada a la pareja deriva-
da

U U (3.30)

NS

51
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donde los morfismos son los obtenidos de la sucesién exacta larga de ho-
mologia asociada a

OH@pr_1H®pFP*>@pr/Fp_1 — 0

Sea D = @, Dpg, Dpg = Hpq11(C/Fp-1). De la sucesién exacta larga
asociada a

0_>@pr/prlH@pcp/Fp&;)@pCp/prl —0

se obtiene la pareja exacta

D

D (3.31)

NS

gl

El morfismo de conexion de la sucesion exacta larga de homologia asociada
a

OH@FPH@C’H@C/FPHO
P P P

da un morfismo bihomogéneo D — U que, junto con el morfismo identidad
de &', forma un morfismo de parejas exactas bigraduadas (3.31)—(3.30). Se
sigue que {€'}; es la sucesion espectral asociada a (3.31), y por tanto se tiene
la sucesion exacta del lema (ver [Wei, pp 155]). O

Teorema 3.5.2 Sean r y kg como en el Teorema 3.4.7 y p > 0. Entonces,

i) Si p < m — 3 entonces

HCY13,A = Hig(R/f%) = Hb ((A) = HigA  (p<m—3, ¢>1).

HC 3 3,A= Hi "R/ [ (¢>1)
= Hj*A (¢ > méx{r + 1,50+ 1}).




68 Capitulo 3. Hipersuperficies con singularidades aisladas.

iii) Tenemos que

STHC 10t A =Tm (Hp 'R/ 77" — HEZ'R/ ™) (¢ > 1)

:H;ZJYIA (g >méx{r+1+ro—p,r+1}—1).

iv) Parap=myq>q =71+ 1+ Ko

HC 5, A= Hip(R/f1) = Hip(A).

Y parap =m con R = k[zy,...,2,] op > m con R en general y ¢ > 0,
HCPE (A)=0.

Demostracion. Aplicando el lema a la filtracién por columnas del complejo
Qr se obtiene, para cada [ > 0, una sucesion exacta larga

1 1 +1
- — E;:;,q — 9 (HCp

p+q+2lA> - SZ<HCPH A) — E) Lgtl—1 7 -+

p+q+2(1-1) p—
(3.32)

De (3.2) se sigue que Eg’q =0paraqg>0yp>1—m, que Ego = H,F(A)
para todo p y que si ademds p > —m+3 0 p = —m entonces E°5 = Hgz(A).
En el caso particular en que R = k[xy, ..., x,,], tenemos que HJ,(R/f?) = 0,
pues es un cociente de Hjy(k[x1,...,z,]) = 0. Notemos por otra parte que,
en el caso general, sil > 1y p < —m, qu es un cociente de la sucesion Efw
considerada en las secciones precedentes. Por tanto, de 3.4.6 tenemos que si
r = bs + 1 entonces paran >ryl > c,

m _ m —
Efmfl,lfl - Hem—Il-n,l+n — 0.

En particular E’ es regular, luego converge a H*(Qp) = HZ.:;A. La de-
mostracion es directa a partir de estas observaciones. O]

3.6. Algoritmo, observaciones y ejemplos

Las demostraciones del Lema 3.4.5 y del Teorema 3.4.7 proporcionan una
forma inductiva de calcular las dimensiones de los diferentes elementos que
aparecen en la sucesion espectral. Usando esto surge una algoritmo que nos
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permite hallar los enteros positivos kg, 7 v [; con i € {1,...,r + 1} satisfa-
ciendo las hipdtesis del Teorema 3.4.7. Expliquemos entonces en que consiste
el algoritmo. El algoritmo recibe como datos de entrada el elemento f y la
dimensiéon m de R y da como resultados de salida,

= 7 + 1 que ya sabemos que va a ser menor o igual que m + 1 por el
Teorema 3.3.1,

» 1k L,;(t) para todo i € {1,...,r + 1},

» la familia de polinomios y;(t), cuyas raices determinan el submédulo
de torsién de los Ci(t),

» los médulos L;(t) definidos con una lista de elementos que son un sis-
tema generador del médulo.

En un paso previo el algoritmo calcula L (t) = {p1,...,p, } y también calcu-
la los elementos ¢; ; tales que fp; = Z;nzl ¢;;0f/0x;. Para ello sea J el ideal
jacobiano de fy (R/J)p el anillo R/.J localizado en un punto singular. Como
las singularidades son aisladas sabemos que este anillo como k-espacio vec-
torial tiene dimensién finita asi que podemos considerar el endomorfismo de
espacios vectoriales multiplicar por f que vendra definido por una matriz A.
Lo que el algoritmo hace en este paso previo es calcular el nticleo de A, pues
los elementos del nicleo de este endomorfismo definen L, () como R[t]-mdédu-
lo. Por otro lado también utiliza el algoritmo de division implementado en
Singular para determinar los elementos ¢; ;. Finalmente toma los elementos
pi v los ¢; j y los divide por una base de Groebner GF' del ideal fR+J, con lo
cual nos quedan como vectores en funcién de una k-base KF' de R/fR + J,
y los coloca como columnas de una matriz H = [p;, ¢i1, ..., Cim)-

En el primer paso calcula A;(t) de la siguiente forma

Aq(t) : Li(t) — C1(t)
pi = A(t)(pi) = tHyy + S A

]2 8fE]l

Divide la imagen de cada p; por la base de Groebner GF de fR + J ya
calculada, por tanto queda de la forma

m

Ay (t)(ps) = resi(t) + fb(t) Z

895]

Descompone cada res;(t) como vector en funcién de la base KF. Luego
coloca estos vectores como columnas de una matriz 4; cuadrada de orden 7.
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Almacena el resultado en una lista de matrices M. Después calcula el niicleo
de A;. Notar que los elementos del niicleo se pueden ver como vectores en
funcién de los generadores de L (t) o como polinomios. Considerdndolos como
polinomios obtendremos una lista que denotaremos Ly = {p3, ..., p2, }. Luego
diagonaliza la matriz A; obteniendo A; = Py D11, donde

1

Hay

=
I

0

Define x1(t) = {pu,. .- fa, }. Al igual que antes toma los b; y los ¢;; como
restos de dividir por la base de Groebner GF con lo que quedarian como
vectores en funcion de la base K F' y los coloca como columnas de la matriz
U. También toma la matriz L2 que resulta de considerar los elementos del
nucleo de A; como vectores en funcién de los generadores de Ly (t) y colocarlos
en columnas. Con estas dos matrices el algoritmo define la matriz H = L2'-U,
donde L2’ denota la matriz traspuesta de L2.

En el segundo paso el algoritmo calcula Ay(t),

Ao(t) 1 La(t) — Co(t) = Ci(t + 1) /Ay (t + 1)(La(t + 1))

1 0(H,
pg |—>tHzl+Z§n—; 9z, 1)

Divide la imagen de cada p? por la base de Groebner GF, quedando de la
forma

Ag(t)(p?) = res;(t) + fb2 + Z ’]8

Pone los res;(t) como vectores en funcién de la base KF y los coloca como
columnas de una matriz A, de orden r; X ry. Esta matriz As es la imagen
Ay (t)(La(t)). Ahora bien, lo que nos interesa es el nicleo de Ay cociente
Ay(t+1)(L1(t + 1)). Para ello el algoritmo recupera la matriz A, calculada
en el paso anterior que es A (t)(L1), sustituye ¢ por t + 1 y la concatena a la
matriz Ay obteniendo de esta forma una matriz B de orden ry X (11 + 739).

|
B=|Ay|Ai(t+1)
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Notar que los elementos del niicleo de esta matriz vendrian definidos de la
forma

{(u,v) J Ay~ u+ A1 (t+1)-v=0} (3.33)

Ahora bien, si de estos elementos nos quedamos con los u no nulos obten-
driamos el nicleo de Ay(t) : Ly — C5. Esto es lo que hace el algoritmo:
primero almacena en una matriz C' las columnas de los ry primeros digitos
de cada elemento de la base del nicleo de B, que vienen a ser los elementos «
de (3.33), y luego la comprime eliminando las columnas nulas, es decir los u
que son cero, y lo almacena en la matriz C'C. Poniendo cada vector columna
en funcién de los elementos de L; obtenemos la lista de polinomios que for-
man una base del nicleo de A,(t) que almacenamos en Ly = {p},...,p2,}.
También, al igual que en el paso anterior toma los b7 y los cﬁj como restos
de dividir por GF y los pone como vectores en funcién de la base K F' para
colocarlos como columnas de una matriz U. Por otro lado también construye
la matriz L3 cuyas columnas son los elementos de L3 vistos como vectores en
funcién de los generadores Ly y define H = L3' - U, donde L3' representa la
matriz traspuesta de L3. Por otro lado considera la matriz Dy resultado de
diagonalizar la matriz B y define x3(¢) como una lista de los elementos de la
diagonal de D, que son distintos de cero y uno.

Los siguientes pasos son analogos a éste. El algoritmo acaba cuando llega un
momento en el que r; = 0, condiciéon de parada que se alcanza por el Teorema
3.3.1. Supongamos que el 4 = 0, entonces la matriz D3 no tendria ceros en
la diagonal y serfa un isomorfismo de k[t|-mddulos. El algoritmo darfa como
salida lo siguiente

r+ 1 =14, pues Ly(t) =0,

los enteros 71,r2 y 73 que son los rangos respectivos de Lj(t), La(t) y
L3(t)7

la familia de polinomios x () formada por la unién de las familias x;(t),
es decir

X(t) = {p’lu'-'7:“0417V17"'7V0427ﬁ17'"5013}7

los médulos Lq(t),La(t) v Ls(t).

Luego lo que hacemos es calcular las raices de los polinomios de la familia
X(t) y denotamos por ¢, a la mayor raiz entera positiva. En caso de no tener
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raices enteras positivas pondriamos ¢4 = 1. Este es el ¢, del Lema 3.4.5.
Usando las formulas del Teorema 3.4.7 nos queda

r=3, ko =cy, l1 = tk Li(t), lo = rk L1(t) + rk Lo(t),
ls = 1k Ly(t) + vk Lo(t) + vk L3(t) y l; = I3 para i > 3.

Hemos implementado este algoritmo en el paquete de calculo simbdlico Singu-
lar y utilizamos el programa Maple para calcular las raices de los polinomios
de x(t). Posteriormente, lo ejecutamos sobre algunos ejemplos de la lista
de Arnol’d (ver [AGLV]). Los resultados obtenidos aparecen en la tabla del
anexo I que esta al final del trabajo.

Observacion 3.6.1 La primera observacion a tener en cuenta es que todos
los ejemplos que aparecen en la tabla verifican que su [, coincide con la
multiplicidad excepto en el Eig v el Zi3. Pero en estos dos casos se tiene
que los polinomios tienen 2 singularidades aisladas mientras que el resto sélo
tiene una. El Eg tiene singularidad en el (0,0) y en el p; := (—1/81,—-1/3),
mientras que Zjg tiene sus singularidades en (0,0) y en py := (1/27,—1/3).
Haciendo un cambio de coordenadas, en Ejq9 para llevar el punto p; al origen
nos queda.

1 1 130 170 11 55 . 35
E el N\ o~ 7 - 4 3 i 10 Y 9 vy 4
wetepytg) ey - ey iaeesY T3V T n T
LT T Ao 1, T 7,
—zy’ — —xy’ — ——Y° — —r" + —ry — —x
3 T3 T ese1Y T o7t T 0™ T g1
35 3 3 65 7 11 59 5 49 6 12
TR AR A e v

Comprobamos con Singular que el nimero de Milnor de este polinomio es 1,
es decir que la multiplicidad de Ejg9 en p; es 1,mientras que en (0,0) es 19.
Notar que la suma de las multiplicidades da el nimero [, de tabla. Lo mismo
sucede con Zig, ya que su multiplicidad en el punto py es 1.

Observacién 3.6.2 La segunda observacion es que en todos los casos la
familia de polinomios x(t) solo tiene raices enteras no positivas o no enteras,
con lo cual tenemos que ¢, = 1.

Ejemplo 3.6.3 A parte de los ejemplos de Arnold también hemos probado
el algoritmo en otros ejemplos como el dado por Malgrange que estudia el
caso en que R = k[zy,...,xm| v f = (21 2m)? + 27" 4+ -0 4 22mH2,
Obtenemos los resultados reflejados en la siguiente tabla
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m ll lg l3 l4 | Ko
20112 | 13 | 13 | 13
3 1179|214 | 215 | 215 | 3

(]

Como principal observacion podemos ver que este ejemplo, al menos en los
casos estudiados, verifica que el nivel de estacionamiento del sistema coincide
con el nimero de variables y a su vez también coincide con el indice de
Briancén-Skoda. Otra observacion al respecto es que tanto en este ejemplo
como en los de Arnold, el sistema se estaciona en el niumero de Milnor.

3.7. Caso bs =1

Por la definicién dada en la seccién 3.3, que el indice de Briancon-Skoda sea
1 quiere decir que

’ , > . n : — 1
mix min{n >1: f" € J;}

Esto implica que f € J; para todo i, es decir f pertenece a su ideal jaco-
biano localizado en cada uno de los maximales correspondientes a los puntos
singulares de f.

Lema 3.7.1 Sean R y f como al principio del capitulo. Supongamos ademas
que bs(f) = 1. Entonces f tiene la propiedad X**.

Demostracion. Por el corolario 2.1.4 basta probar que para todo p > 0

H*(&,) =0. (3.34)
Se sigue de la discursion anterior al lema y de (3.1) y (3.2) que
L U R n=m —
-y - D._ Ri/Jin=m—1m
fL 0 resto
Por tanto probar (3.34) equivale a probar que para todo p > 0 y para todo
7, la aplicacion

es un isomorfismo. Podemos suponer que R es local. Como f € J existe
una derivacién D : R — R, tal que D(f) = f. Por 2.2.5, basta probar que
Lp + p es isomorfismo para todo p > 0. Como R/J es de dimensién finita
esto equivale a probar que Lp no tiene autovalores negativos en R/.J.
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Sea S = R la completacién con respecto al maximal. Entonces R/J=2S/JS.
Como por hipdtesis R es local y regular S es un anillo de series y f puede
verse como una serie que pertenece a su ideal jacobiano. Por [Sai] tenemos
que existe un cambio de coordenadas en S que envia f en un polinomio casi-
homogéneo g con pesos positivos y a la derivacién D en la correspondiente
derivacion de Euler. Dado que la definicién de ideal Jacobiano que hemos
dado en 2.1.6 no depende de los cambios de coordenadas, se deduce que
S/JS = S/Jac(g)S y Lp = Lg. Como consecuencia tenemos que Lp no
tiene autovalores negativos, por tanto ¢, es isomorfismo para todo p > 0.

OJ

Observacién 3.7.2 Notar que el ejemplo 2.1.5 verifica que f es un elemento
de R = k[z,y] con singularidades aisladas y no satisface la propiedad X'?
para ningun p. Esto implica por Lema anterior y por (3.11) que bs(f) = 2.

Teorema 3.7.3 Sean R y f como en el enunciado del Lema 3.7.1. Entonces

( Q7
—on—1 p=n
s

"o H N (A) 2p—n=m—1
HCp(A) =
HPMA)  2p—nef0,...,m—2}

0 el resto

\

Demostracién. Dado que f tiene singularidades aisladas, por (3.2) sabe-
mos cuanto vale su homologia de Hochschild y por el Lema 3.7.1 sabemos
que HYp(A) = Hip(R/ f?) para todo p > 0y ¢ > 1. Usando estos resultados
y la propiedad (3.29) en la sucesién SBI obtenemos que la homologia ciclica
de A se reduce a lo que figura en el enunciado. 0




Capitulo 4

K-teoria

En este capitulo se exponen algunos conceptos béasicos de K-teoria y su
relacion con la homologia ciclica. Se muestra cémo en algunos casos con-
cretos los grupos de K-teoria de variedades singulares se pueden expresar en
términos de grupos de su homologia ciclica y de la K-teoria de variedades
suaves.

A lo largo de este capitulo, salvo que se indique lo contrario, R serd un anillo
con unidad, todos los morfismos de anillos preservaran la unidad y cuando
hablemos de mdédulos nos referiremos a médulos a izquierda.

4.1. K,

Denotamos por Proj (R) al conjunto de todas las clases de isomorfia de
modulos proyectivos finitamente generados sobre R.

Proj (R) ={[M] : M € R—mod, M fin. gen. y proy.}

Recordemos que un modulo finitamente generado M es proyectivo si, y sélo
si, existen un modulo N y un entero n tales que M & N = R". Notar tam-
bién que la suma directa estda bien definida mddulo clases de isomorfia, y
define una operacién asociativa y conmutativa en Proj (R). En otras pal-
abras (Proj (R),®) es un monoide abeliano. La propiedad que le falta para
ser un grupo es la de tener inversa.

Teorema 4.1.1 Sea M un monoide abeliano, entonces existe un grupo abeliano
G junto con un homomorfismo de monoides ¢ : M — G, tal que para todo
grupo H y homomorfismo ¢ : M — H existe un tinico homomorfismo de
grupos § : G — H con ¢ = 0o .

75
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Idea de la demostracion. Se toma

®m€M Zem

A (PR ——y

La propiedad universal del teorema se sigue de la del grupo abeliano libre
DB, Zem. O

El grupo abeliano G del teorema anterior se llama grupo de Grothendieck
del monoide M. Si R es un anillo, ponemos

Ky(R) := grupo de Grothendieck de Proj (R)

Observacién 4.1.2 Notar que Ky es un funtor. En efecto, si ¢ : R — R’
es un homomorfismo de R-mddulos entonces la extension de escalares, P +—
R' ®r P, induce un homomorfismo Proj R — Proj R, que a su vez, induce
uno de grupos ¢, : Ko(R) — Ko(R'), y se verifican las propiedades funtoriales

ide =id y (90 P)s = i 0 P

Existe una forma equivalente de definir K a partir de matrices idempotentes.
Sea [P] € Proj (R). Entonces existen n € N y @ un R-médulo tales que
¢: P®Q = R" Ahora sea F el endomorfismo de R-médulos de P @ @) que
sobre P actia como la identidad y sobre () como el morfismo nulo. Entonces
podemos considerar p como la matriz de poEo¢p~! en la base candnica , la cual
va a ser una matriz idempotente puesto que el morfismo F es idempotente.
Notar que la correspondencia que a cada modulo proyectivo P lo envia a la
matriz p depende de las elecciones hechas. Por ejemplo se puede anadir un
sumando R a ) y la matriz p que obtendriamos seria como la anterior pero
completada con una fila y una columna de ceros. Sin cambiar el n también
podriamos considerar otro isomorfismo ¢ : P & () — R" entonces la matriz
resultante sera la conjugada de la anterior mediante la matriz inversible que
representa ¢ o ¢~! en la base candnica. Por tanto para definir K, mediante
matrices idempotentes habria que dividir por una relacién de equivalencia
que tuviera en cuenta estas relaciones.

Notacién 4.1.3 Denotamos por M, (R) al conjunto de matrices de orden n
sobre Ry por GL,(R) al grupo de matrices inversibles de orden n sobre R.
Podemos sumergir M,,(R) — M, 1(R) mediante el morfismo (de anillos sin

unidad)
o — (g 8) (4.1)

y GL,(R) — GLy1(R) mediante el morfismo de grupos
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g—s (g?) (12)

Denotamos M(R) = J,~; M, (R) y por GL(R) = |,~; GLn(R). Entonces
M (R) es un anillo sin unidad y GL(R) es un grupo. Si denotamos por I(R) al
conjunto de las matrices idempotentes de M (R) se tiene que el grupo GL(R)
actia sobre I(R) mediante la conjugacion.

El lema de abajo y el teorema que le sigue son elementales; omitimos su
demostracién, que puede verse en [Ros, 1.2.3].

Lema 4.1.4 Sean P y () dos matrices idempotentes sobre R, es decir P, () €
I(R). Entonces los R-médulos proyectivos asociados a estas matrices son
isomorfos si y sélo si existe una matriz G € GL(R) tal que P =G -Q - G™!.

Teorema 4.1.5 Sobre I(R) definimos la relacion de equivalencia ~ dada
por

P~Q < 3GE€GLR) : P=G-Q-G!

Las clases de equivalencia asociadas a esta relacion se denominan clases de
conjugacion. EI monoide Proj (R) se identifica con I(R)/ ~ donde la op-
eracion @ de Proj (R) pasa a identificarse con el morfismo

. (40)

Por tanto, Ky(R) es el grupo de Grothendieck del semigrupo I(R)/ ~.
Ejemplos 4.1.6

1. Si R es un dominio de ideales principales entonces todo médulo finita-
mente generado sin torsién es libre ([Lang]). En particular, todo médulo
proyectivo finitamente generado es libre. Como ademas dos médulos li-
bres finitamente generados son isomorfos si, y sélo si, tienen el mismo
rango, concluimos que Proj (R) = Ny y por tanto Ky(R) = Z. En
particular, Ky(Z) = Z.

2. Si R es cualquier anillo, el morfismo canénico Z — R induce un mor-
fismo de grupos Z = Ky(Z) — Ko(R), que envia n € Ny a R™.

3. Un anillo R se dice que es local si el conjunto m de los elementos no
inversibles de R constituye un ideal a izquierda de R. Se comprueba que
si R es local, entonces m es el tinico ideal maximal, y ademaés es bilatero
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([Ros, 1.3.4]). Se prueba en [Ros, 1.3.11] que si R es local entonces todo
R-médulo proyectivo finitamente generado es libre, Proj (R) = Ny
y Ko(R) = Z. En particular si R es un anillo de divisién, entonces
Ky(R) =Z.

Si R posee un ideal maximal a izquierda o a derecha m que es ademaés
bildtero (por ejemplo si R es conmutativo), entonces F' = R/m es
un anillo de divisién, y la proyeccién al cociente induce un morfismo
Ko(R) — Z. Se comprueba que la composicién de este morfismo con
el que va en sentido opuesto definido arriba es la identidad de Z. Por
tanto para Ko(R) = coker (Z — Ky(R)) se tiene

Ko(R) = Z ® Ko(R).

Esta descomposicién no es canénica dado que el morfismo Ky(R) —
Z depende, en principio, de la eleccion de m. En el caso en que R
es conmutativo, esta eleccién depende sélo de la componente conexa
de Spec R en la que se encuentra m. Explicamos esto a continuacion.
Sea P un R-mdédulo proyectivo finitamente generado. Si p es un ideal
primo, entonces R, es local, y por tanto P, es libre. Se comprueba que
la funcién rk (P) : SpecR — Ny, p — rk (5,) es continua. Asi, si
asumimos que SpecR es conexo, es decir, que los Unicos idempotentes
de Rson 1y 0, rk (P) resulta constante y puede por tanto identificarse
con un entero n € Ny. En particular en este caso el morfismo Ky(R) —
7 definido arriba no depende de la eleccion de m, ya que coincide con
el inducido por el morfismo de monoides rk : Proj (R) — No.

Si R es conmutativo, el conjunto de clases de isomorfismo de mdédulos
proyectivos finitamente generados de rango 1 forma un grupo, Pic R,
bajo el producto tensorial, que se denomina grupo de Picard de R. Se
prueba en [Wei2, 2.6.3] que si R es noetheriano de dimensién 1 con
Spec R conexo, entonces

Ko(R) = Pic R (4.3)

Si R es un anillo, respectivamente anillo conmutativo, e /<R es un ideal
nilpotente, entonces la aplicacién natural Ko(R) — Ko(R/I), respecti-
vamente Pic(R) — Pic(R/I), es un isomorfismo ([Wei2, 1.3.9, 2.2.2]).
Por otra parte si n > 1 entonces la inclusion R = M;(R) C M,(R)
de (4.1) induce un isomorfismo de monoides I(R) = I(M,(R)) y por
tanto uno de grupos Ko(R) = Ko(M,(R)). Andlogamente Ky(R x S) =
Ky (R)®Ky(S). Como aplicacién de estas propiedades podemos calcular
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el Ky de élgebras de dimensién finita sobre un cuerpo k. Si R es una tal
algebra, entonces el radical de Jacobson JR es nilpotente, y por tanto
Ko(R) = Ko(R/JR). Por el teorema de Wedderburn ([Lang]), R/JR =
[T—, M,,(D;), un producto de anillos de matrices sobre dlgebras de
divisién. Se sigue que Ko(R) =Z".

4.1.1. Regularidad

Definicién 4.1.7 Sea E un funtor de la categoria de anillos en la categoria
de grupos abelianos. Decimos que un anillo R es E-regular si para todo n la in-

clusién R — R[zy, . .., x,] induce un isomorfismo E(R) — E(Rlz1,...,2,)).

Recordemos que un anillo noetheriano R se dice regular si todo mddulo
tiene dimension proyectiva finita. Serre demostré que todo anillo regular es
Ko-regular (ver [Ros, 3.2.13]). En particular si D es un anillo de divisién,
Ko(Dlty,...,t,]) = Z. Si R es un dominio de Dedekind (es decir es un do-
minio conmutativo regular de dimension 1) entonces por 4.3,

Pic R = Pic R[zy, ..., x,] (4.4)

Recordemos que si R es conmutativo entonces el conjunto de todos los ele-
mentos nilpotentes de R es un ideal, llamado nilradical o radical nilpotente
de Ry que denotaremos por N(R). Escribimos

Rred = R/N<R>

Un teorema de Traverso (ver [Wei2, 1.3.11]) establece que para R conmu-
tativo noetheriano, (4.4) equivale a que R,.; sea seminormal, es decir que
si 7,9 € R son elementos tales que 2 = 3? entonces existe t € R tal que
t? = x y 3 = y. Por ejemplo si k es un cuerpo A, = k[z,y]/(z® — y*) es un
anillo noetheriano de dimension 1 sin elementos nilpotentes que no es semi-
normal, y por tanto tampoco es Kj-regular. Se sigue que para cada n > 2,
Alta, ..., t,] es un anillo noetheriano de dimensién n que no es Ky-regular.

4.2. K,

4.2.1 Sean R un anillo, a € R y n € N. Se define la matriz elemental
e;j(a) como la matriz que tiene unos en la diagonal, a en el lugar (i,j) y
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ceros en el resto, con 1 < 4,5 <n, i +# j.

1 0

0 1
Denotamos por E,(R) al subgrupo de GL,(R) generado por este tipo de
matrices. Considerando la inmersién (4.2) tenemos que F,(R) se sumerge
en E,;1(R); denotamos E(R) = {5, En(R) y lo denominamos grupo de

matrices elementales. Notar que F(R) es un subgrupo de GL(R). En la
proposicién 21.4 de [Ros] se demuestra que

[E(R), E(R)] = [GL(R), GL(R)] = E(R)

Aqui [M, M] denota el subgrupo generado por los conmutadores, es decir los
elementos de la forma m -m’ - m™=' - m/~', con m,m’ € M. En particular
E(R) es normal en GL(R) y el cociente GL(R)/E(R) es la abelianizacién de

GL(R). Ponemos

_ GL(R)

Ki(R) : E(R)

= GLu(R)

Notar que K; define un funtor de la categoria de anillos a la categoria de
grupos abelianos, ya que un morfismo de anillos R — S induce un morfismo
de grupos GL(R) — GL(S) y por lo tanto también uno de grupos abelianos
GLw(R) — GLg(95).

4.2.2 Sean R un anillo conmutativo y R* su grupo de elementos inversibles.
Para cada n € N se tiene un diagrama conmutativo

GL,(R) det

l det

GLn—H (R)

Aqui det es el morfismo determinante. De esta manera tenemos un mor-
fismo det : GL(R) — R*. Este morfismo es una retraccién; una inversa a
derecha viene dada por la inclusién R* = GL,(R) C GL(R). Asi, si llamamos
SL(R) = kerdet y SK1(R) = SL(R)/E(R), se tiene una descomposicién en

suma directa

K\(R) = R* ® SKi(R)
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Ejemplos 4.2.3

Si R es local, o euclideo, o el anillo de enteros de una extension finita de
Q, entonces SK;(R) = 0 (ver [Ros, 2.3]). En el caso en que R es local no
conmutativo, se tiene un isomorfismo K;(R) = R,, que es inducido por
una variante no conmutativa del determinante ([Ros, 2.2.6]). El anillo A =

R[z,y]/(x* + y* — 1) tiene SK;(A) # 0 ([Ros, Ex 2.3.11])

Todo anillo regular es Kj-regular [Ros, 3.2.17]). Si R es conmutativo local y
posee un elemento nilpotente no nulo (e.g. R = Q[t]/t?), entonces R no es
Ki-regular. En efecto, si a € R es nilpotente no nulo, entonces 1 4 at es un
elemento inversible de R[t] que no estd en la imagen de R*. Por tanto

Ki(R) = R* — R[t]" ® SK1(R[t]) = Ki(R[t])

no es sobreyectiva. Todo anillo que es Kj-regular es también Ky-regular ([Vor,
2.1]); por tanto segun lo visto en la seccién anterior, si R es conmutativo
noetheriano y Ki-regular, entonces R,.; es seminormal.

Notemos que los grupos GL(M, R) y G L(R) son isomorfos; por tanto K (R) =
K, (M,(R)). Por otra parte, a diferencia de lo que ocurre con Ky, K; no
se mantiene invariante al dividir por ideales nilpotentes. Por ejemplo si
R = Qt]/t* entonces R,.q = Q y 1+t € R* = K;(R) es un elemento
no trivial del nicleo de K1(R) — Ki(Ryeq) = Q*.

4.3. K<O

Sean R un anillo, R[t,t!] el anillo de polinomios de Laurent con coeficientes
en R. El anillo R[t,t™!] contiene dos subanillos isomorfos al anillo de poli-
nomios sobre R; R[t| y R[t™!]. El teorema fundamental para K; ([Wei2, 3.6])
establece lo siguiente.

Teorema 4.3.1 Para todo anillo R hay una retraccién natural 9 : Ky (R][t,t™])
— Ky(R) de modo que la siguiente sucesion es exacta escindida

0— K1(R) 2 Ki(R[t]) ® K1 (R[t™"]) = K1 (R[t,t7]) 2 Ko(R) — 0.

Aqui A es el morfismo diagonal, y + es la diferencia de los morfismos in-
ducidos por las dos inclusiones.

Corolario 4.3.2 Si R es Kj-regular, entonces Ki(R[t,t7!]) = Ko(R) &
Ki(R).

El teorema anterior motiva a dar la siguiente definicién.
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Definicién 4.3.3 Sea n < 0. Definimos recursivamente
K_,R:= coker (K_,(R[t]) & Kl_n(R[t_l]) % Kl_n(R[t,t_l])

Se tiene ([Wei2, 4.1.2]).

Teorema 4.3.4 Para todo anillo R y todon > 0 hay una retracciéon natural
d: K_,(R[t,t7']) = K_,_1(R) de modo que la siguiente sucesién es exacta
escindida

0— K_(R) S K_,(R[)®K_»(R[t™]) 5 K_,(R[t,t""]) > K_,_1(R) — 0.

(4.5)

Propiedades 4.3.5 Vimos anteriormente que Ky(R) = Ko(M,(R)); da-
do que M,(R[t]) = M,(R)[t] y M,(R[t,t™]) = M,(R)[t,t"] se sigue que
K_,(R) = K_,(M,(R)) para todo p > 0. Andlogamente se prueba que si
I <R es nilpotente entonces K_,(R) — K_,(R/I) es un isomorfismo. Si R es
regular, entonces K_, R = 0 para todo n > 0. L. Reid mostré en [Reid] que
para cada cuerpo k y cada d > 1 existe una k-algebra de tipo finito A sobre
k y dimension de Krull d con un tinico punto singular, tal que K_4A # 0. C.
Weibel conjeturé [Wei3] que si R es conmutativo noetheriano de dimension
d entonces R es K_g-regular y K_,A = 0 para n > d. Esta conjetura fue
probada en caracteristica arbitraria para el caso de dimensién 1 y 2 ([Weid)),
v para R esencialmente de tipo finito sobre un cuerpo de caracteristica cero
v d arbitraria en [CHSW].

4.4. K>0

En la seccién correspondiente definimos K;(R) = GL(R),. Recordemos que
si G es un grupo, entonces

G = Hi(G) == H\(G,7)

el primer grupo de homologia de G. En general si Z[G] es el anillo de grupo
y M un Z|G]-médulo, se define

H,(G, M) = TorZ%(z, M)

La homologia de G puede verse como la homologia de un C'W-complejo. En
efecto si BG es el espacio clasificante de GG entonces M define un sistema
local sobre BG y se tiene

H.(G, M) = H,(BG, M).
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D. Quillen demostré ([Lod, 11.2.3]) que si P es un subgrupo normal de GG
tal que P = [P, P] entonces existen un CW-complejo BG™, y una aplicacién
continua ¢ : BG — BGT, tnicos salvo equivalencia homotdpica, de modo
que m (BGT) = G/P y que para todo sistema local L sobre BG™

H.(BG,.* L) — H,(BG", L)

es un isomorfismo. Si R es un anillo, aplicamos esta construccién para G =

GL(R) y P = E(R), y ponemos
K.(R) := m,(BGL(R)") (n>1)

Notemos que si n = 1 esta definiciéon coincide con la dada anteriormente.

Como GL(M,R) =2 GL(R), se sigue que K,(M,(R)) = K.(R).

Teorema 4.4.1 Para todo anillo R y todon > 2 hay una retraccion natural
d: Ku(R[t,t7']) — K,_1(R) de modo que la siguiente sucesién es exacta
escindida

0 — K,(R) 2 K,(R[t]) ® Kn(R[t™"]) = K, (R[t,t™"]) 2 K,_,(R) — 0.

Teorema 4.4.2 [Vor, 2.1] Sean n € Z y R un anillo. Si R es K,-regular,
entonces es K,,-regular para todo m < n.

4.4.3 Estructura de Producto. Si R y S son anillos, P € Proj (R),
Q) € Proj (S) entonces P ®z () € Proj (R ®z S). Se comprueba que esta
aplicacion es bilineal en el sentido evidente. Se obtiene asi un producto

Ko(R) @z Ko(S) = Ko(R ®z 5) (4.6)
definido por la formula

([P = [P2]) - ([@1] = [Q2)) = [Pr @z Q1]+ [P @z Q2] — ([Pr ®z Q2] + [P ®z.Q1])

En el caso particular en que R sea conmutativo, la multiplicacion p: R®z R
— R, r®s — rs resulta ser morfismo de anillos. Por tanto puede componerse
(4.6) con el morfismo de grupos Ko(R ®z R) — Ko(R) inducido por p, y se
obtiene de esta forma un producto interno en Ky(R), que le da una estructura
de anillo conmutativo.
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Similarmente hay productos
Ko(R) ®z K1(S) — K1(R®zS), Ki(R)®z Ko(S) = K1(R®zS) (4.7)

de los cuales se obtiene, para R conmutativo, una estructura de Ko(R)-
bimédulo en K;(R), que es simétrica, es decir, pg = gp V p € Ky(R),
g € K1(R). Explicamos sucintamente cémo se define la primera de las aplica-
ciones de (4.7). Si P € Proj (R) y g € GL,(S), se toma () con P& () = R™,
de modo que P ®7 S" ® Q ®z S™ = (R ®z S)™". Se define

lp®zyg 0
P|-lg] =
Pllgl= TR
Se comprueba que esto da un producto bien definido Ky(R) ®z Ki(S) —
K;(R®z S). En general, se puede ver, utilizando la construccién plus ([Ros,
5.3.1]) y el teorema fundamental (4.3.1, 4.3.4, 4.4.1) que el producto tensorial
de matrices induce un producto

K,(R) ®z K (S) = Kpq(R®z S) p.q € Z.

En el caso en que R es conmutativo, K,(R) resulta un anillo graduado,
conmutativo en el sentido graduado.

4.5. Escision

A continuacién introduciremos la definicién de los cuadrados de Milnor los
cuales se pueden ver como una version algebraica de la suma amalgamada de
dos espacios topologicos sobre un subespacio cerrado de uno de ellos. Para
motivar la definicién empezaremos por recordar la construccion de la suma
amalgamada.

Sea X un espacio topoldgico e Y C X un cerrado. Sea Z otro espacio topoldgi-
coy f:Y — Z una aplicacion continua. Entonces se puede definir la suma
amalgamada de X y Z sobre Y, es

_ ZIIX
ZLy[X._f(Y)—NY

Tenemos un diagrama conmutativo

Z1l, X

X
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Como es sabido, dar una funcién continua de Z [ [,- X en un espacio topoldgi-
co W equivale a dar funciones continuas Z — W y X — W que coincidan
al componerlas con f y con 7. Asi, si denotamos por A al espacio de las
funciones continuas de Z [[,- X en C, tenemos

A=CZ]lyX)={h:Z]]y X — C / h continua }
={h=(a,b)/a:Z—-C,b:X—-C,boi=aof}
={(a,b) : a € C(2), be C(X), i.(b) = fu(a)}.

Aqui i C(X) = CY), fo : C(Z) = C(Y) envian b — boiy ar ao f.
De este modo, si llamamos B := C(X), C = C(Z), D := C(Y) a los
respectivos anillos de funciones continuas con valores en C, tenemos que
A = B xp C, el producto fibrado de B y C sobre D. Tenemos entonces un
diagrama conmutativo

C i D

Recordemos que, por el teorema de Tietze, una funciéon continua en un cer-
rado se extiende a todo el espacio. Se sigue que i, y 7’ son sobreyectivas.

Definicién 4.5.1 Sea

al

az b

C <~ D.

un diagrama de anillos y homomorfismos. Se dice que (4.9) es un cuadrado
cartesiano si para todo anillo A" y homomorfismos ¢; : A — B, gs : A — C
tales que boq; = cogqy existe un tinico morfismo ¢ : A — A tal que ¢ = a0

Y g2 = a2 0.
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C—=D.

Nota 4.5.2 Si (4.9) es cartesiano entonces A = B xp C'y el isomorfismo
envia a; y ag en las proyecciones canénicas B xp C' — By B xp C — C.

Definicién 4.5.3 Un cuadrado cartesiano de anillos de la forma

a—71 . p (4.10)
c—7'—~p

se dice que es un cuadrado de Milnor si 7 y 7’ son sobreyectivas.

Proposiciéon 4.5.4 Sea

A—71 .p (4.11)
c—L —~p

un cuadrado conmutativo de anillos con flechas verticales sobreyectivas. En-
tonces (4.11) es un cuadrado de Milnor si, y sélo si, f : kern’ — kerm es
biyectiva.

Demostracién. Si (4.11) es de Milnor, podemos indentificar A = B xp C
y f con la proyeccién. Una vez hechas estas identificaciones es claro que
f : kerm’ — ker 7 es biyectiva. Reciprocamente, supongamos que f : ker 7/ —
ker m es biyectiva, entonces por la propiedad universal del producto carte-
siano, tenemos un morfismo

(pIA—> BXDO
a — (f(a),7'(c))-
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Veamos que ¢ es isomorfismo. Tenemos
ker ¢ = ker f Nker 7" = ker(fixerr) = 0.

Luego en efecto ¢ es inyectiva. Sea (b, ¢) € B xp C. Como 7’ es sobre, existe
un elemento a € A tal que 7'(a) = ¢. Luego

Por tanto b— f(a) € ker m. Como por hipétesis f : ker 7’ — ker 7 es biyectiva,
existe a’ € ker 7’ tal que f(a’) = b— f(a). Se sigue que

pla+ad)=(fla+d) ' (a+ad))
=(f(a) + f(d'),'(a) + 7'(a"))
=(b,c).
Por tanto ¢ es también sobreyectiva. O

Notacién 4.5.5 En la situacién del lema anterior, abusaremos de la no-
tacién y denotaremos con la misma letra (e.g. I) a los ideales ker 7’ y kerm.
Por tanto (4.11) queda de la forma

A B (4.12)

A/l B/I

Ejemplos 4.5.6

1. Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica distinta de
2y 3,y f=y?—a?—2 € k[z,y]. Denotemos por A? al plano afin con
cuerpo base k y sea X = {(z,y) € A2 : f(x,y) = 0}, la curva definida
por f. Consideremos los anillos

™

[z, ]

A := { funciones polinomiales sobre X} = e

B := { funciones polinomiales sobre A;} = k[t].

Consideremos la parametrizacién de X dada por z = t?—1, y = t(¢*—1).
Esta parametrizacién es sobreyectiva, por lo tanto induce un morfismo
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inyectivo ¢ : A — B; su imagen es k[t? — 1,¢(t* — 1)]. Sea [ = (T,7)
ideal de A generado por las clases de las variables z e y. Mediante el
morfismo ¢ la imagen del ideal I es el ideal p(I) = (t* — 1) de B. Por
tanto tenemos el siguiente cuadrado de Milnor.

k[z,y]
()

l k[t]

kﬁm k’@k’t

5
S+

[P —

La traduccién geométrica de este cuadrado nos dice que identificando
dos puntos distintos, el 1 y el —1 de la recta afin, obtenemos una curva
de la forma siguiente

//'_\\
//

2. Sea S un anillo conmutativo y R C S un subanillo, entonces el ideal

I =Anng(S/R):={reR : r-SCR}

es a la vez un ideal de R y de S. Por tanto el diagrama

R

S (4.13)

R/I

S/I

es un cuadrado de Milnor. En general I puede ser cero. Sin embargo,
si R es un dominio con cuerpo de fracciones F'y R C S C F es una
subextensién finitamente generada como R-mddulo, entonces I # 0. En
efecto, si S = Rsy + - -+ + Rs, con s; = z;/y; para x;,y; € R entonces
Y = Y1 Y es un elemento no nulo de I. Un teorema clésico (ver [ZS,
Vol 1, Ch V, Thm 9]), dice que si k es un cuerpo y R un dominio que es
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esencialmente de tipo finito sobre k, entonces la clausura integra S de R
en F es finita como R-médulo. En particular (4.13) es un cuadrado de
Milnor. Notar que el ejemplo 1 es un caso particular de esta situacion.

3. Sea un anillo A y dos ideales [ y J, entonces tenemos el cuadrado
conmutativo

A— A/l (4.14)

.

A
A/ ——= 155
Notar que en este cuadrado todos los morfismos son sobreyectivos. El
morfismo inducido entre los ntcleos de los morfismos verticales es el
epimorfismo natural J — I + J/I, que tiene por nicleo a I N J. Asi,
(4.14) es un cuadrado de Milnor si, y sélo si, I N J = 0.

Si {H,}nez es una teoria de homologia de anillos y (4.12) es un cuadrado
de Milnor, entonces se tiene un diagrama conmutativo con filas y columnas
exactas

H,(A,B;I) H,(A:1) H,(B:I)——H,_ (A, B;I)
Hn(@) Hn(A) z Hn(B) anl(Qp)
H,(7) H,(A/I) —F— H,(B/I) H,_1(%)

Hn_l(A,B,])H 71_1(143])*> n_l(BII)H n_Q(A,B,])

(4.15)

Definicién 4.5.7 Sean C una subcategoria plena de la categoria de anillos y
H, una teoria de homologia definida en C. Decimos que H, satisface escision
(resp. satisface escisién en dimensién < n) si H,,(A, B : I) = 0 para todo
m € Z (resp. param < n). Decimos que H, satisface Meyer-Vietoris (resp.
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satisface Meyer-Vietoris hasta dimensién n) si para todo m (resp. para
todom < n)y todo cuadrado de Milnor (4.12) en C existe una transformacion
natural O, : H,,(B/I) — H,,_1(A) de modo que la sucesién

Hm(A)HHm(A/])@Hm(B)LHm(B/I)L m—1(A)  (4.16)
es exacta para todo m € Z (resp. para m < n). La sucesién (4.16) es la
sucesién de Meyer-Vietoris asociada a H y a (4.12).

Proposiciéon 4.5.8 Sean C una subcategoria plena de la categoria de anil-
los y H, una teoria de homologia definida en C. Si H, satisface escision en
dimension < n entonces satisface Meyer-Vietoris hasta dimensién n + 1.

Demostracién. Sea ol : H,,(A:I)— H,(B:I) el isomorfismo inducido
por ¢. Param < n se define 0,, : H,,(B/I) — H,,—1(A) como la composicién

(ph)t

Om : Hyn(B/I) — Hp (B 1) ™5 Hy 1(A: 1) — Hp1(A)
Un seguimiento del diagrama prueba que la sucesiéon de Meyer-Vietoris re-

sultante es exacta hasta dimensién n + 1. O

Ejemplo 4.5.9 Cuntz y Quillen probaron [CQ] que la homologia ciclica
periddica, considerada como teoria de homologia de algebras sobre un cuer-
po de caracteristica cero, satisface escision. Otro ejemplo viene dado por el
siguiente.

Teorema 4.5.10 (Bass, ver [Ros, 3.3.4]) La K-teoria, considerada como
teoria de homologia sobre la categoria de anillos, satisface escision en di-
mension < 0.

Nota 4.5.11 Swan mostré que la escision falla en dimensién 1 (ver [Ros, Ex
2.5.20]).

4.6. Caracter de Chern y K-teoria
infinitesimal

El caracter de Chern es un morfismo de grupos
ch, : K,(A) — HN,(A) (n€Z) (4.17)

que conecta los grupos de K-teoria y de homologia ciclica negativa de un
anillo A. Si bien este morfismo estd definido para todos los anillos A, sus
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propiedades mas importantes son vélidas s6lo para Q-algebras, de modo que
de aqui en adelante todos los anillos serdn Q-algebras. En (4.17),
la homologia ciclica se toma sobre Z, es decir que en los ® que aparecen en
el complejo CN que define HN se toman sobre Z; para algebras sobre Q
(que, como se dijo, son los unicos anillos que consideraremos) es lo mismo
que tomarlos sobre Q. A continuacién repasamos sucintamente la construc-
cién del caracter (4.17); para mas detalles puede consultarse [Lod, Ch.8].
Comenzamos por el caso n = 0. Dado que HNy(A) es un grupo abeliano y
que Ky(A) es el grupo de Grothendieck de las clases de idempotentes, basta
definir un morfismo de monoides I(A)/~— HNy(A). Una matriz idempo-
tente e € M,, A determina un morfismo

é: Q[z]/(x* — 2) — M,A

Como Q[z]/(z* — x) es separable, se calcula facilmente que

HNy(Q[z]/2* — x) = Q.

Asi la imagen de 1 € Q determina un elemento é(1) € HNy(M,(A)). Por
otro lado se comprueba que la aplicacion

tr: Oy (My(A)) — Cy(A) (4.18)
tr(My®---@M,) = Z Méo’il Q ]\4;171’2 R+ M;p,io

10,eenslp

define un morfismo de complejos mixtos, y por tanto también un morfismo
de grupos HN,(M,A) — HN,(A). El caracter de Chern se define como

cho(e) = tr(é(1)).

Se comprueba que chy da un morfismo de monoides bien definido y por tanto
uno de grupos Ko(A) — HNy(A). El caracter ch; puede definirse en forma
similar, notando que dar un elemento g € GL,(A) es lo mismo que dar un
morfismo § : Q[t,¢7'] — M,(A). Se calcula HN(Q[t,t7']) = Qg 1y ¥ se
define

chi(g) = tr(g(dt/t)).

En general para definir ch,, para n > 1 se procede como sigue. Se prueba
que si G es un grupo cualquiera entonces H,(G) es un sumando directo de
HN,(Q|[G]). Aplicando esto a G = GL,(A) y componiendo con el morfismo
natural Q(GL,(A)] — M,Ay con tr : HN,(M,A) — HN,(A) obtenemos un
morfismo

L« Ho(GL,(A)) — HN,(A).
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Por definiciéon, GL(A) = Up>1GL,(A) = colim ,GL,(A). Luego obtenemos
un morfismo

l:H,(GL(A)) = colim ,H,(GL,(A)) — HN,(A).

Componiendo este morfismo con el de Hurewicz se obtiene el caracter de
Chern

chy K, (A) = m,(BGL(A)T) T8
H,(BGL(A)") = H,(GL(A)) —— HN,(A)

Para n = 1 se obtiene el caracter de arriba. Para definir ch,, con n < 0 se
utiliza el andlogo de la sucesién 4.5 para HN. En efecto, se sigue de [Lod,
4.4.9, E5.1.4] que para todo n € Z se tiene una sucesién exacta

0 — HN,(A) > HN,(A}t]) ® HN,(A}t™]) >

HN,(Alt,t7Y]) 2 HN,_1(A) — 0.

Esto da una forma inductiva de definir ch,,_1 a partir de ch,; en particular
partiendo de chg se define ch_,, para todo n > 0.

Como vimos en 4.4.3, la K-teoria tiene una estructura de producto externo
K.(R) ®z K.(S) — K.(R®z S), que en el caso en que R es conmutativo,
induce un producto interno K,(R) ®z K.(R) — K.(R), que da una estruc-
tura de anillo graduado conmutativo en K,(R). Por otra parte HN tiene
una estructura de producto externo similar [Lod, §5.1], que en el caso con-
mutativo induce el producto interno discutido en el Capitulo 1. McCarthy
probé en [Mac| que el caracter de Chern es compatible con estas estructuras.
En particular, si R es conmutativo, el caracter de Chern es un morfismo de
anillos: para x € K,(R), y € K,(R) se tiene

chy() - chy(y) = chpiya - ). (4.19)

La K-teoria infinitesimal se define de modo de obtener una sucesién exacta
larga (n € Z)

HN,1 A — K™ A — K,(A) 23 HN,(A). (4.20)

Teorema 4.6.1 [Lod, 11.3.1] Sean A una Q-dlgebra, e I < A un ideal nilpo-
tente. Entonces el morfismo K"/ (A) — K™/ (A/I) es un isomorfismo.

Teorema 4.6.2 [Cord] K™/ considerada como teoria de homologia de Q-
algebras, satisface escision.
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4.7. Cambio de cuerpo base

Mostraremos en la seccién siguiente las propiedades 4.6.1 y 4.6.2 de K™/
nos permiten calcularla en algunos ejemplos; el plan es combinar ésto con las
técnicas de calculo de HN desarrolladas en los capitulos anteriores, y con
la sucesion (4.20), para calcular los grupos K. Un problema que se presenta
es que la homologia ciclica en (4.20) se toma sobre Q, y que para poder
aplicar nuestras técnicas de célculo de H N necesitamos que nuestras algebras
sean esencialmente de tipo finito sobre el cuerpo de base k, que no tiene por
qué ser Q. Asi, por ejemplo, si A = Clxy, ..., 2Z,]/f, los métodos que tenemos
nos permiten calcular la homologia de A como C-édlgebra, pero no como Q-
algebra. En general, dada una extensién de cuerpos k& D Q, el problema
de obtener la homologia de una k-dlgebra A como Q-algebra conociendo la
que tiene como k-algebra es dificil. Hay, sin embargo, dos casos en que tiene
solucién sencilla. Uno, que no consideraremos aqui, es cuando A esta definida
sobre Q, es decir A = A’ ®qg k con A’ esencialmente de tipo finito sobre Q.
Por ejemplo si f € Qlzy,...,2n|, A = k[z1,...,2,]/f es de esa forma. En
este caso pueden utilizarse férmulas para la homologia ciclica de un producto
tensorial de dlgebras (ver [Lod, E5.1.3], [GRW]). Otro caso sencillo es aquél
en el que k es algebraico sobre QQ; veremos abajo que en este caso la homologia
es la misma si se toma sobre Q o sobre k.

En la proposicién siguiente, denotamos por H H la homologfa de Hochschild
tomada sobre k. Recordemos que si A es una k-dlgebra y M un A-bimédulo,
la homologia de Hochschild de A con coeficientes en M es

HHF(A, M) = Tor®=4™ (A, M).

Proposicion 4.7.1 Sean k C { cuerpos, A una (-algebra, y M un A ®; A°P-
modulo. Hay una sucesion espectral de primer cuadrante

2 _ 4 k k
E?, = HH(A HHM(,M)) = HH

p+q

(A, M).

Demostracién. Los grupos HHF(A, ) son los funtores derivados de M +
HHE(A, M) = A/[A, M]. Este funtor se factoriza del siguiente modo

HHE(A, )

A ®ir A—mod A — mod
m 4)
A®; A—mod

La sucesion espectral de la proposicion es la asociada a esta composicion de
funtores [Wei, 5.8.4]. O
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Corolario 4.7.2 Sean k — { una extension algebraica de cuerpos de carac-
teristica cero, A una (-algebra, C*(A) y C*(A) los complejos de Hochschild
de A considerada respectivamente como k- y como (-algebra. Entonces la
aplicacién candnica de complejos mixtos (C*(A),b, B) — (C*(A),b, B) in-
duce un isomorfismo en homologia de Hochschild, ciclica, ciclica periodica, y
ciclica negativa.

Demostracion. En virtud de las sucesiones SB1I y de la sucesién de Milnor
[Wei, 3.5.8], basta probar que

HH*(A) — HH!(A) (4.21)

es un isomorfismo. Como HH conmuta con colimites filtrantes y como to-
da extension algebraica es colimite filtrante de extensiones finitas, podemos
suponer que k — £ es finita, y por tanto, dado que estamos en caracteristica
cero, separable. Pero en este caso ¢ es proyectivo como ¢ ®j, (~-médulo ([Wei,
9.2.8]); por tanto la sucesién espectral de 4.7.1 estd concentrada en el eje z,
y se obtene que (4.21) es un isomorfismo. O

En adelante nos restringiremos al caso en que el cuerpo de base es algebraico
sobre Q, y, dado que por el corolario anterior la homologia no depende del
cuerpo de base, omitiremos el superindice k.

Ejemplo 4.7.3 Si k es una extensién algebraica de Q, entonces HN,, (k) =0
paran > 0y paran < 0 impar, mientras que HN_o,(k) = k si n > 0. Como
por otra parte el caracter de Chern chy : Z = Ko(k) — k = HNy(k) es la
inclusién candnica, se tiene

K, (k), n>1
; 0 n=2p<0
inf . 3 =
G (k) = k/Z, n=-1
kE, n=2p+1<—1
Ejemplo 4.7.4 Sean k como en el ejemplo anterior, m > 1y P,(k) =
k[zy,..., 2. Como k es un anillo regular, K, (k) = K.(Py,(k)). Sea

77 (1) — ker(d: QU k= Q}@ﬁk)/k), n>0

Se tiene HN,,(P,,)/HN, (k) = Z. Utilizando (4.20) y el ejemplo anterior,
se obtiene
KM (P(k)) = KM (k) ® ZH (k). (4.22)
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4.8. Aplicaciones.

En esta seccién aplicaremos las propiedades de K™/ para calcular los grupos
K de ciertos esquemas afines singulares en términos de la K-teoria de esque-
mas no singulares y de grupos de homologia ciclica. En primer lugar daremos
un resultado general sobre curvas. Luego daremos un ejemplo concreto del
anillo A de una superficie singular, cuya K-teoria expresaremos en funcion
de la de su cuerpo de base y de la homologia ciclica de A, la que calcularemos
utilizando los métodos del Capitulo 2.

4.8.1. Curvas

Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero y A una
k-algebra conmutativa, esencialmente de tipo finito sobre k, de dimension de
Krull 1; Sea X = Spec A. Supondremos ademas que A es un dominio y que

Vm € X maximal, A/m =k (4.23)

Asi A serd (una localizacién de) el anillo de coordenadas de una curva afin
sobre k. Sea B la clausura integra de A en su cuerpo de fracciones, ¢ : A — B
la inclusién, e I = anny(B/A). Entonces

singX = V(I) C Spec A

es el conjunto de puntos singulares de X, es decir el conjunto de maximales
m tales que Ay, no es regular. Este conjunto es finito; ponemos

s 1= #singX

La aplicacién ¢, es un isomorfismo si, y sélo si, m ¢ singX. Si m € singX,
llamamos indice de ramificacion de X en M al numero b, de maximales
n € Spec B tales que nN A = m. El indice de ramificacién total es

b:me

mesing X

En el teorema siguiente especializamos lo anterior al caso en que k = Q, la
clausura algebraica de Q.

Teorema 4.8.1 Sea A un dominio de integridad, esencialmente de tipo finito
sobre Q, de dimensién de Krull 1. Supongamos ademds que se satisface (4.23)
para k = Q. Con las notaciones de arriba, se tiene
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i)Sin< -2 K_,6=0.

ii) Hay una sucesion exacta
0 — Ko(¢) = HNi(¢) — (Q/Z)'" — K_1¢ — HN_1¢ — 0.
iii) Paran > 1 se tiene

Kn(9) = (Kn+1<@)>b_s S HN, ().
Si ademas n > 2, entonces HN,,(¢) = HN,(A).

Demostraciéon. La parte i) se sigue de que K_,, 1A = K_,B = 0 para
n > 1 (ver 4.3.5). Sean k = Qy ¢ : A/I — B/I el morfismo inducido. En
virtud de 4.6.1 y 4.6.2, K" (¢) = K" (¢peq). Sean my, ..., m, los puntos
singulares de X = Spec A, b; = by, b= >_.b; y A; : k — kb el morfismo
diagonal. Tenemos

¢red:éAi:ks_>ékbi :kb
=1 =1

En particular ¢,.q es una seccion. Se sigue que la sucesion

0 — K (k) — K (k) — K () — 0

n+1 n+1

es exacta escindida. Luego
KM (9) = Ky (k) (4.24)
Un razonamiento analogo muestra que

Ko(rea) = Kny1 (k)" (4.25)

La parte ii) y la primera asercion de iii) se siguen de (4.24), (4.25) y 4.7.3. La
segunda asercién de iii) se sigue de que como B es suave sobre k de dimensién
1, HN,(B) = 0 para n > 2 (ver Seccién 1.4). O

Corolario 4.8.2 Sib=s yn > 2 entonces K,(A) = HN,(A) & K,,(B).

Nota 4.8.3 Los resultados del Capitulo 3 para la homologia ciclica de hiper-
superficies con singularidades aisladas se aplican en particular para curvas
planas. En virtud del corolario anterior, calculan un sumando directo de
K, (A). Notemos ademds que, en virtud de 4.19, el producto en este suman-
do es el de HN,(A), que fue exhaustivamente analizado en el Capitulo 2.
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4.9. Otro ejemplo

Aqui mostraremos un ejemplo de una superficie singular cuyo lugar singular
es una recta, a la cual nuestros métodos permiten calcular su K-teoria. Sean k
una extension algebraica de Q, f = xy" — 2",y A = k[z,y, 2|/ f. La superficie
S = {f = 0} se parametriza por

g A, — S, Bty ="y, ty).

El morfismo inducido por ¢ da una inmersion A — k[t,y|; identificaremos
A con su imagen k[t",y,ty]. Dado que t = z/y y t" € A, tenemos k[t,y] =
E;L:_g At? | y por tanto

Ti=y" U klty =y TA+ Yy A4+ 2 A = (yA 4 2A)!

es a la vez un ideal de A y de klt,y]. Dividiendo por I y reduciendo, el
morfismo inducido por ¢ resulta

(A/Dyrea = kfa] =5 klt] = (k[t, 4]/ Dreat
Aplicando 4.6.1 y 4.6.2, nos queda una sucesién exacta
0 — K™ (¢) — k[t"|d(t") — k[t)dt — K™ ¢ — 0.
Identificando Z] = k[t]dt = d(tk[t]) obtenemos

KM (A) = {k[t]/ok[t”]z ; j

Se sigue de (4.7.3), (4.22) y la definicién de K,(¢) que hay una sucesién
exacta

0— Kg(A) — Zy — k[t]/k[t") — K" (A) = k/Z — 0
donde el morfismo
Zy = d(k[t,y]) — d(k[t])/d(k[t"]) = k[t]/k[t"] (4.26)
es el inducido por
klt,y] — k[t], t—t, y~—0.
Un célculo muestra que (4.26) es sobreyectiva, y que su ntcleo es isomorfo a

Vo= t"k[t] + yklt, y].
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Tenemos entonces

( K,(k), p>2
; V, p=20
inf L )
K (A) := k/Z, p=—1
k, p=2¢+1< -1
0, en otro caso.

Pasamos ahora a calcular K,(A) con la ayuda de la sucesién (4.20) y de los
calculos del Capitulo 2 y en particular del ejemplo 2.1.3. Comencemos por
observar que como k — A — A/A, = k es la identidad, para

K. (A) = K.(A: A}) = ker(K,(A) — K,(k))
se tiene
K.(A) = K.(k) ® K.(A)

Utilizando el cdlculo de K™/ dado arriba, de (4.20), se obtiene inmediata-
mente que

- _ [HN,(A)p>2
R e

Del ejemplo 2.4.8 y de 2.4.3, y teniendo en cuenta que

ZBQ — QB ~ ) I — A
AT (P b S ) (a2

obtenemos, para p > 2,

A — % p=22=24
@ T =

yn—lyyn7zn—1> p

HN,

p

Para determinar f(p(A) para p = 0, 1,2, resta estudiar la sucesién exacta

0—> Ky(A) — 220, —— 72 —= [, (A)

0 Ko(A)<—V <~——27'Qy

Identificando Z'Q4 = d(AL) = k[t", ty,y]s, el morfismo Z'Q4 — V es la
inclusién canénica k[t", ty, y]+ C t"k[t] + yk[t, y]. Se sigue que

L=0. (4.27)
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Consideremos

T :=torsién de QY
=ker(Q}, — Q,lg[tyy])

Aplicando el lema de la serpiente a

0 T QY ¢(Q}4[t,y}) —0

|

0——=kerj —— ZZQA B ¢(ZQQA) —(
se obtiene
kerj =1 (4.28)
Resulta entonces

Ky(A) = { HOW([t,y]) /$(HC1(A)) p =
T p =
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Anexo I: Tablas de Ejemplos.

A continuacion exponemos los resultados en una tabla cuya primera y tercera
columna son el nombre y la modalidad segin aparecen en [AGLV]. Dado que
en todos los ejemplos r < 2 se tiene que la dimension estable del sistema
(Vie, ) s ls.

Nombre f mod |m | Iy | Iy | r]| Ko
Dy 2%y + o3 0 21414 1|4
Fq 2?4+ yt 0 [2]6]6][1]4
E; 23 + xy? 0 [ 2771/ 4
Fy 3+ 0 |28 [8|1]|4
X ot + yt + ax?y? 1 [ 2[9]9]1|4
J1o 3 + 4% + ax?y’ 1 [2]10/10[1] 4
F1s 3+ 1y’ + ary’ 1 [2]11]12]2] 4
Ei3 3+ xy + ay® 1 2 11211312 4
Ei, 3 + 9% + axy® 1 |2 ]13]14]2] 4
AR 23y +1° + axy? 1 211011 |2] 4
AP 23y + zy* + ax’y? 1 2 (111122 4
Z13 23y + 4% + axy® 1 | 2[12]13]2]| 4
Wia ot + 0 + ax?y? 1 [2]11]12]2] 4
Wis 2 + 2yt + ay® 1 [2]12]13|2] 4
Q1o 23+ oyt + y2? + axy? 1 [3]9]10/2]5
Q11 3+ + 22’ + a2’ 1 311011 (2|5
Q12 3+ 0 + y2® + axy’ 1 | 3]11]12]12]5
S11 o +y?z 4+ 22 4+ axdz 1 311011 ]2] 5
S1a y+ylztad+a’ | 1 [ 3111225
Ut 3+ % + 2 + azy2? 1 [ 31112125
J30 P+b?yP+y +ay” | 2 | 2]15]16]2] 4
Js1 B4y +A+y)y | 2 | 215172 4
Z1o 23y + 22y + 2y’ + o7 2 2114115 12| 4
Z11 vy+iye+ 1 +y)y® | 2 2 1141162 4
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f mod | m | Iy | lo | 7| ko
Wi "+ (1 +y)ay* +4° 2 | 214|152 4
Wi, (> +y°)? + (1 +y)ay® 2 | 2]14]16[2] 4
Wi, (z +y°)* + (1 + y)a*y’ 2 [2]15][17]2] 4
Eng 2+ 4" + (1 +y)ay’ 2 | 216|182 4
L 2’ +ay" + (1 +y)y" 2 [2[18]20[2] 4
Es 23+ yt + (1 + y)ay® 2 2 181202 4
AL, 23y +y° + (1 +y)zy” 2 2 151712 4
VAT w3y +2y® + (1 + 1)y’ 2 2 1171192 4
Z19 2y + 47 + (L4 y)ay” 2 | 217192 4
Wiy et +ay’ + (1 +y)y’ 2 |2 [15[17 2] 4
Wis e +y 4+ (1 +y)2’y* 2 |2 [16|18 2] 4
(2,0 23+ y22 + (1 + y)z*y? + oyt 2 311311412] 5
Q2,1 4y + 2%+ (L +y)y 5 (3113115121 5
S0 22 +y22 + 90+ (1 +y)zy® 5 (3131141215
Sia r?z+yz’ + 2%yt + (1 +y)y° 2 3113115125
531 222 +y2? + 2y + (1 +y)a?yt | 2 31161812 5
Sty |22 +yl?+2P+(Q+ya®y®| 2 |3 |14]16]2]5
Uip 3+ z22 +ayd + (1 +y)y’z 2 31131121215
Ui 3+ 222 + 2y + (1 + y)y?2? 2 31131151215
Uiz w4+ x22 +ay + (1 +y)ytz 2 13l14l16121 5
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Anexo II: Algoritmo.

En este anexo nuestra intencion es explicar la forma en la que implementamos
el algoritmo que obtuvimos en el capitulo 3. También explicamos la forma en
que el lector puede utilizar este programa para calcular sus propios ejemplos.
La implementacion y los cdlculos que se exponen en esta memoria han sido
obtenidos usando la versién 2.0.3 del Singular (ver [GPS]). En primer lugar se
necesita el paquete de calculo simbélico Singular. Este programa se distribuye
bajo la licencia GNU, con lo cual es software libre y puede descargarse de la
red desde

http:www.singular.uni-kl.de

o cualquiera de sus espejos. Para aprender sobre las posibilidades que ofrece
se puede consultar el libro de Greuel y Pfister [GP] y para obtener una
informacion mas actualizada asi como para descargar el programa consultar
la pagina web mencionada anteriormente.

En segundo lugar habria que grabar los dos archivos que aparecen en el disco
que esta adjunto a este trabajo y copiarlas en el directorio

./Singular/home/Singular/

Finalmente abrimos una terminal de singular y seguimos las instrucciones
del apartado que viene a continuacion.

Biblioteca "ejemploHN.1ib”.

Estas funciones retinen los procedimientos definidos anteriormente para cal-
cular el resultado final de una vez. Para calcular un ejemplo concreto sélo
tendremos que cargar la biblioteca "ejemploHN.1ib”. Para ello basta con
escribir

> LIB "ejemploHN.1ib”;
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Después ejecutamos el procedimiento dimension introduciendo la dimen-
sién del espacio ambiente donde se encuentra la hipersuperficie, es decir del
numero de variables que tiene el ejemplo que queremos calcular.

> dimension(2);

Luego definimos el polinomio sobre el cual queremos realizar nuestros calculos
poniendo en primer lugar la palabra poly seguido de una palabra que defina
nuestro polinomio el signo igual y el polinomio teniendo en cuenta que las
variables z; se representan como (i) de la siguiente forma

> poly f=x(1)"3+x(2) " 7+x(1)*x(2)"5;
Finalmente llamamos al procedimiento HN con el polinomio que hemos definido
y obtenemos asi los siguientes datos:

= El primer r a partir del cual L; = 0 para todo 7 > r.
» Las k[t]-bases y las dimensiones de los L; para 1 < i <.

= Los polinomios .

> HN(f);

Ejemplo 4.9.1 Para calcular la homologia ciclica negativa de R/f, donde
R =k[xy, 73] y f = 2} + 25 + 2125 introduciriamos los siguientes comandos:

> LIB "ejemploHN.1lib”;

> dimension(2); //2 es el niumero de variables de R
> poly f=x(1)"3+x(2)"7+x(1)*x(2)"5;
> HN(f);

La salida que proporciona la rutina HN es la siguiente:

"Este_es_el _entero_k para el cual Lk es_cero”

3
"Estas_son_las_bases_de_los_Li”
[1]:
[1]:
125%x (1) *x(2) ~3-1029*x(2) "4
[2]:
3125*x (1) *x(2) "3+151263*x(2) "3
[3]:
125xx (1) *x(2) "2-1029%x(2) ~3
[4]:
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3126xx (1) *x(2) "2+151263*x(2) "2
[5]:
1220703125*x (1) "3%x(2)-23544029528901*x(2) "2
[6]:
3125%x (1) "3*x(2)+151263*x (1) ~2*x(2)
[7]:
3125*x (1) "2*x(2)+151263*x (1) *x(2)
[8]:
3125xx (1) *x(2)+151263*x(2)
[9]:
1220703125%x (1) ~3-23544029528901*x(2)
[10]:
3125%x (1) "3+151263*x(1) "2
[11]:
3125%x (1) "2+151263*x (1)
[2]:
[1]:
30517578125*%x (1) "3xx(2)+179443359375*x(1) "3
[3]:
[1]:
0
"Estas_son_las_dimensiones_de_los_Li”
[1]:
11
[2]:
1
[3]:
0
"Estos_son_los_polinomios_chi”
[1]:
(t~10+10%t"9+19735/441*%t~8+52040/441xt~7+39486283/194481*t "6+
15437990/64827+t~5+16536843665/85766121*t "4+
9125104460/85766121%t"3+1448125167116/37822859361*%t "2+
306828062320/37822859361*t+12816154208000/16679880978201)

Este resultado se interpreta de la siguiente manera. En primer lugar nos dice
que el entero x para el cual L, = 0 para todo r > k es 3 y luego nos da los
elementos generadores de L;(t) y Lo(t) como k[t]-médulos y las dimensiones
de Ly, Ly y Ls. Por tanto la primera conclusién es que Ly (¢) Zgp—moo k[t] !
¥ La(t) Zki—moo k[t]. En tltimo lugar el procedimiento nos muestra los poli-
nomios y; que en este ejemplo es s6lo uno y cuyas raices, dependiendo de si
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son enteras positivas, determinan el elemento kg del Teorema 3.4.7.

A continuacion escribimos el cédigo de estos procedimientos:
e Ll cédigo del procedimiento dimension que recibe como entrada un entero
m y se encarga de definir el anillo de polinomios de m-variables.

proc dimension(int p)

{
int m=p; ring R=(0,t), (x(1..m)),dp;
export (m) ;
keepring(R) ;

e El codigo del procedimiento HN en primer lugar carga nuestra libreria
homoHN.1ib, que es donde tenemos implementado el algoritmo y los pro-
cedimientos necesarios para su calculo. Una vez cargada la libreria calcula
algunos elementos esenciales como J, el ideal jacobiano de f, las bases de
Groebner GJ y GF asociadas a los ideales J y a f + J respectivamente
asi como las bases KJ y KF de R/J y R/f + J como k-espacios vecto-
riales. Después calcula una base de L;, usando para ello el procedimiento
MORFISMOf. Este procedimiento considera una base como k-espacio vectorial
de (R/J)s,, €l anillo localizado en un punto singular z,. Luego construye
la matriz asociada al endomorfismo multiplicar por f. Seguidamente usa el
procedimiento ker para calcula el nicleo de la matriz dada por MORFISMOS.
Notar que los elementos de este nicleo vienen a ser los generadores de Lj.
Después se llama al procedimiento PRIMERPASO que se encarga de calcular el
primer paso del algoritmo Final pero que debemos realizar antes para garan-
tizar la recursividad. Finalmente llama al procedimiento Final para calcular
los L;.

proc HN(poly f)

{
LIB "homoHN.1lib";
ideal J=jacob(f);
ideal F= f, J; ideal GJ=std(J); ideal GF=std(F);
ideal KJ=kbase(GJ); ideal KF=kbase(GF);
matrix A=MORFISMOf (GJ,f,KJ);
list Li=ker(A,KJ); matrix H=PRIMERPASO(L1,f,J);
list homology=Final(m,L1,H,F,KF);
print (’Este_es_el_entero_k para el _cual Lk es_cero’);
print (homology[4]);
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print (’Estas_son_las bases de los Li’);

print (homology[11);

print (’Estas_son las dimensiones de los Li’);
print (homology[2]) ;

print (’Estos_son_los_polinomios_chi’);

print (homology[3]);

Antes de seguir expliquemos brevemente en que consiste el procedimiento
PRIMERPASO. Primero notemos que el morfismo A; : L; — C; viene definido
de la siguiente forma: a cada elemento p de Ly = (J : f)/J para el cual se
verifica que f -p = 2;“:1 pj 887];, le asigna p + Z;”Zl %. Dada una base
{b1,...b, } como k espacio vectorial de L; el procedimiento PRIMERPASO
considera los elementos a; ; siguientes

m
of
fohi=2 i gy
7=1
A continuacién devuelve la matriz H cuya primera columna son los elementos
b; y la columna j-ésima es la formada por los elementos a; j, quedando de la

siguiente forma

by ail - Qim
by Q21+ Q2m
bn a'rl,l e am,m

Con esta matriz es mas sencillo evaluar el morfismo A; pues por ser lineal
basta con multiplicar H por el vector (1,eq,...,¢e,), donde p-e; = d(p)/0z;,
para obtener las imagenes de los b;.

Biblioteca "homoHN.1ib".

En la biblioteca "homoHN.1ib" se encuentra implementado, en una funcion
llamada Final el algoritmo que obtuvimos en el capitulo 3. Antes de llegar a
este procedimiento hay definidas varias funciones que son ttiles, para llevar
a cabo la implementacion. Dentro de la libreria se explica para qué sirve
cada procedimiento. El algoritmo 1 recoge, en pseudocddigo, el algoritmo
implementado en la funciéon Final.
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Algorithm 1 Calcula la homologia ciclica negativa de una hipersuperficie
con singularidades aisladas

Requiere: m, b, h, F', base

Devuelve: rg, rk (L;(t)),los generadores de L;(t), x;(t)

1: Inicializacion:

2: enteros: k = 1, fin = 0, intaux,

3: matrices:A, B, D,C,CC, Aux

4: listas: M, p, Kaux, listaux,bb = b,q = h, L = [b], 1 = [|0]]
5. Algoritmo:
6:
7
8
9

while kK <m AND fin =0 do
A = A(bb, q, F,base)[1]
M = M «— A //Introduce A en la lista M
B = A(bb, q, F, base) 2]
10: fori=1to k do

11: if i = k then

12: D = Diag(A)

13: p=A{D;; : j=1,...,nrows(D) D;; # 0,1}

14: Kaux = Ker(A)

15: if Kaux # 0 then

16: C' = matriz cuyas filas son las [,_i-primeras filas de Kaux
17: CC = matriz C eliminando las columnas nulas

18: intaux = ncols(CC)

19: listaux =elementos columnas de C'C' puestos en funcion de bb
20: qgq=CC"-B

21: bb = listaux

22: else

23: fin=1

24: ntauxr = 0

25: listaur = ()

26: end if

27: L = L « listaux //Introduce listauz en la lista L

28: [ =1 < intaux //Introduce intauz en la lista

29: else

30: Aux =SUBST(M[i], k — 1)

31: A =CONCAT(A, Aux) //Concatena las matrices A y Aux
32: end if

33:  end for

34: k=kKk+1
35: end while

36: return(L,(,p)
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La funcién Final requiere como datos de entrada los siguientes:

= un entero m, que es la dimensiéon de Krull del anillo R,

= una lista de elementos b, que va a ser una base de L; como k-espacio
vectorial,

= una matriz h, calculada en un paso previo que es un dato necesario
para evaluar Aq,

= un ideal F', que va a ser el ideal f + J, y

= un ideal "base”, que es una base de R/F como k-espacio vectorial.

Y los datos de salida que devuelve son los siguientes:

en primer lugar, la lista de las bases los L, como k-espacios vectoriales,

luego, la lista de las dimensiones de los Ly,

después la lista de los polinomios x(t),

finalmente, el entero en el que se ha parado la iteracién, es decir, el
primer entero r para el cual L, = 0.

El procedimiento empieza declarando el tipo de las variables que se usaran.
Después inicia un bucle en k, con inicio 1 y paso 1, en el que calculard los A,
y los L, en cada iteracion, parando cuando L, = 0. Este bucle tiene como
nimero maximo de iteraciones el nimero de variables, pues ya sabiamos de
Teorema 3.3.1 que el nimero de variables de R es una cota. A continuacién
calcula A, llamando a la funcién Delta definida anteriormente. La funcién
Delta toma como datos de entrada una lista de elementos b que dependiendo
de la iteracion en la que nos encontremos sera una base de L,; una matriz h
que en la primera iteracién es la salida del procedimiento PRIMERPASQO; una
base de Groebner F' del ideal fR + J y una base K de R/(fR + J). Como
salida nos da dos matrices la primera es la que sirve para evaluar el morfismo
A,(t) v la segunda es la necesaria para calcular A, q(t), es decir serd la
matriz h en la siguiente iteracion. El pseudocddigo de la funcién Delta se
recoge en el algoritmo 4.9.

Lo primero que hace la funcién Delta es evaluar A,(t) en cada elemento b;
de b. Para ello utiliza la matriz h que ya viene preparada del procedimiento
PRIMERPASO si es la primera iteracion, o en el caso de las iteraciones sigu-
ientes, va a ser la matriz () de la iteracion anterior. A continuacién divide el
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Algorithm 2 Calcula la matriz que define el A, ()

Requiere: b, h, F, K
Devuelve: P matriz de A(t), QQ matriz necesaria para la préxima iteracién
Inicializacion:
enteros: df = dim(K), d = dim(b)
Algoritmo:
for i =1 to d do )
DELTAtbi =t - hyy + 37, Lt

]:1 sz

resi + qin - [+ 20 Qi - ng := DELT Atbi

df —
Yo resi Ky i=res;
end for
j=1.m+1

matrix Q = (g; ;)

. _ Cyi=l.d
matrix P = (TBSg,z)j:L.df

return(P, Q)

resultado A, (t)(b;) entre el ideal F' obteniendo de esta forma un resto y unos
cocientes. Los cocientes formaran parte de la matriz ) con la que podremos
calcular la proxima iteracién y los restos se descomponen segin la base K
para formar la matriz P que define A, ().

Una vez que se ha expuesto como funciona la funcién Delta, continuemos
con la funciéon Final. En esta funcion, una vez llamada la funcion Delta,
se almacena como matrices A y B las matrices P y ) que devuelve Delta.
También se almacena la matriz P en una lista de matrices M, de manera que
se puedan recuperar los A; para ¢ menor que k. Luego entra en otro bucle
en el que recorre los enteros desde ¢ = 1 hasta k. El objeto de este bucle es
que no sé6lo basta con tener Ag(t) sino que también necesitamos los A; para
saber sobre quien hay que cocientar. Esto e debido a que

C1(t)
A(t+k—1)(Li(t+k—1) 4+ -+ Ap 1 (t+ 1) (L1 (t+ 1))

Cr =

Por tanto lo que hace el algoritmo es concatenar las matrices de los A;
anteriores hasta ¢ = k, obteniéndose una matriz A de la forma

| |
A= | MA@ | At + k= 1) ] .. [ Ayt +1)

|
| |
Una vez llegados a este punto, primero se encarga de diagonalizar la matriz
Ay alos elementos de la diagonal los va almacenando en la lista p. Estos van

110



a ser los polinomios (). Finalmente calcula el nticleo del morfismo definido
por la matriz A, que se expresa como una matriz cuyas columnas son los
elementos de la base del nicleo. Este nicleo va a ser de la forma

k-1

{(u,vl,...,vk_l)/Ak(t)-quZAi(tJrk—i)-vi:O}

Los elementos que interesan son los u. Por tanto, lo que hace el algoritmo
es quedarse con las r;_; primeras filas de la matriz nicleo (donde ry_; es
la dimensién de Lj_;) y las almacena en C, luego comprime esta matriz
eliminando las columnas nulas y el resultado lo almacena en C'C'. Esta matriz
tiene por columnas a los elementos de la base de Lj. Finalmente calcula los
elementos de L; como polinomios y los almacena en la lista L. También
almacena en [ la dimension de L y define ¢ y bb como los elementos que
necesitamos para calcular el siguiente paso.

Traza de un ejemplo

A continuacién trazamos un ejemplo que nos ayude a ver mejor el fun-
cionamiento del algoritmo. Consideremos la hipersuperficie definida por f =
23+ y" 4+ -y°. En este caso los datos de entrada de la funcién Final serian
m=2,b=1L,,h=H, F=fR+J, KF. Para este ejemplo ya sabemos por
4.9.1 cual es el resultado que esperamos del algoritmo pero ahora veremos
cual es el mecanismo de calculo. Observemos el algoritmo 1 y sigamos la
traza linea a linea.

1-9 Primero se encarga de inicializar las variables necesarias para luego
entrar en el bucle while con k = 1. En las siguientes lineas almacena
en las matrices A y B las correspondientes al morfismo A;(¢) y la
necesaria para calcular Ay(t). También inicializa una lista de matrices
M en la que introduce la matriz A; M = [A(t)].

10,14 Luego entra en el bucle for. En este caso i = k = 1 y por tanto entra
dentro del primer if

= en la linea 12 diagonaliza la matriz A y la almacena en D,

= en la 13 almacena la lista p los elementos de la diagonal de D que
son distintos de 0 y 1,

= en la 14 calcula el nucleo de A y lo almacena Kaux.
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15-21

23-28

34,35

6-9

10-31

En este ejemplo la matriz A es cuadrada de orden 11 y su niticleo nos
da un unico vector no nulo por lo tanto entra en el siguiente if ya que
Kaux # 0.

» en la linea 16 almacena en C' la matriz cuya tnica columna es el
vector de Kaux,

= en la 17 considera la matriz C'C' que en este caso coincide con C.
Notar que las columnas de esta matriz definen los vectores de Lo,

= en la 18 almacenamos en intaux el nimero de columnas de C'C,
que en este caso es 1,

= en la 19 almacenamos en listaux las columnas de C'C puestas
como vectores en funcién de Ly,

= en la 20 consideramos la matriz ¢ = CC* - B

s en la 21 consideramos bb como listaux

Estas dos tultimas lineas son necesarias para la préxima iteracién ya
que bb = listaux es Lo y q es la matriz necesaria para calcular Ay(t).

Una vez fuera ya del if almacena los datos obtenidos en las listas L y
[, en este ejemplo nos quedaria L = {L;, Lo} y [ = {11,1}.

Dado que no tenemos que entrar en ningin else puesto que ya en-
tramos en todos los if llegamos a la linea 34 donde sumamos un entero
a k 'y volvemos al principio de bucle while en la linea 6.

» en la linea 7 consideramos ahora A = Ay(t),
= en la 8 almacenamos A en la lista M que queda M = {A;(t), Aa(t)},
= en la 9 almacenamos en B la matriz necesaria para calcular el

A3(t).

Entramos en el bucle for, esta vez con k = 2, y empezamos con ¢ = 1.
Por tanto saltamos el primer if y nos vamos directamente al else de
la linea 29.

= en la linea 30 lo que hacemos es almacenar en la matriz Aux
la matriz de A;(t + 1), para ello considera la matriz de A;(t)
almacenada en M y sustituir ¢ por ¢t + 1,

= en la 31 redefine la matriz A pero concatenandole a su derecha la
matriz Aux, de manera que A = [Aq(t), Ay (t + 1)].
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32,33 Llegamos al fin del if y al fin del for y volvemos al principio del bucle
en la linea 10.

10-14 Pero esta vez ¢ = 2 por que entramos en el if de la linea 11.

= en la linea 12 diagonaliza la matriz A y la almacena en D, a pesar
de que en este caso no sea una matriz cuadrada

= en la 13 almacena la lista p los elementos de la diagonal de D que
son distintos de 0 o 1,

= en la 14 calcula el nicleo de A y lo almacena Kaux.
15-25 En este caso Kaux = 0 por tanto pasa al else de la linea 22.

= en la linea 23 pone la variable de control fin igual a 1 puesto que
el llegar a este punto significa que el Ay(t) es ya un isomorfismo
puesto que su nicleo es cero.

= en las 24 y 25 pone intaur = 0 y listauz igual a vacio ya que
como As(t) es isomorfismo Lsz(t) = 0.

26-28 una vez fuera del if almacena los datos obtenidos en las listas L y [,
en este ejemplo nos quedaria L = {Lq, Ly, L3 =0} y { = {11,1,0}.

34,35 Finalmente sale del bucle for, suma un entero a x y sale definitivamente
del bucle while ya que la variable de control fin es 1 pero también
porque Kk =3 > 2 =m.

36 Esta ultima linea es la que se encarga de devolver el resultado.
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= HP,(A), 11, homologia ciclica periédica de A.

= CN(A), 11, complejo doble negativo de A.

= HN,(A), 12, homologia ciclica negativa de A.
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