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Resumen.

En este trabajo se presenta un algoritmo que calcula eficientemente soluciones de elementos finitos
para problemas de vibraciones en sistemas fluido-estructura que tienen una matriz de masas@on n
de gran dimenséin y que tiene intersedmn con el rticleo de la matriz de masas no nulo.

En este trabajo, hemos disedo un algoritmo adecuado y eficiente para problemas con esta dificul-
tad. Tambén se ha implementado la vésip de elementos finitos para este problema y sedvalih
problemas de solugn anaitica y resultados obtenidos por otrogtmdos existentes en la bibliogiaf

Luego de introducir un estimadarposterioridel error se desarrdllun algoritmo hp-adaptivo ade-
cuado para soluciones con singularidades (Rono, se obtuvieron resultados en un problema deéster
en elarea de la ingeni@ nuclear.



1. INTRODUCCION

En el campo del modelado por ebtodo de elementos finitos ya hace mucho tiempo que se
conoce la importancia de desarroll&digos adaptivos. Para ello es imprescindible desarrollar
estimadores posteriordel error. En la biblograh hay numerosos estimadores para distintos
tipos de problemas (ver por efifsworth y Oden200Q R. Verfurth, 1996 1989). En este
trabajo se presenta un algoritmo que calcula eficientemente soluciones de elementos finitos
para problemas de vibraciones en sistemas fluido-estructura. Consideramos las vibraciones de
un conjunto de tubos asticamente montados e inmersos en un fluido perfecto incompresible,
contenidos dentro de una estructtitggda. En el modelo utilizado, suponemos que los tubos son
rigidos y solo son admisibles pedizes oscilaciones del fluido alrededor del estado de equilibrio.
Adenas, el fluido se supone irrotacional, de donde se sigue que el campo de velocidades deriva
de una fundin potencial. Este potencial es solutide un problema de autovalores de tipo
Steklov, llamado usualmenteodelo de Laplace

En la secdn 2 se describi el modelo continuo; y en la sebai3 introduciremos la dis-
cretizacon por elementos finitos. Como el objetivo es desarrollar adaptividad hp, se presenta
la versbn p del MEF para el problema modelo. Al discretizar estas ecuaciones por elementos
finitos se obtiene un problema matricial de autovalores generalizado donde la matriz de rigidez
y la de masas tieneninleos no nulos y con intersedai no nula. Mis ain, el rango de la la
matriz de masas es el doble de los tubos inmersos en los fluidos, en general, mucho menor que
la dimensbn de la matriz. En esta sebai se taml@n se presentarun algoritmo adecuado y
eficiente para problemas con esta dificultad.

En la secdn 4 se introduce un estimadarposterioridel error y se presenta un algoritmo
adaptivo adecuado para soluciones con singularidades. Finalmente, enda 38s& comien-
za validando el c’odigo con problemas de sobucanaitica. Portltimo, se presentan resultados
en problemas de intes para la ingenie.

2. EL PROBLEMA CONTINUO

El modelo que agu se presenta puede verse @ofica y Planchard y Vanninathah995.
Consideramos las vibraciones de un conjunto de tuldstsiehmente montados e inmersos en un
fluido perfecto incompresible, contenidos dentro de una estrudtiidar Suponemos que los
tubos sonigidos y solo son admisibles pediss oscilaciones del fluido alrededor del estado
de equilibrio. Adenas, el fluido se supone irrotacional, de donde se sigue que el campo de
velocidades deriva de una funéin potenciabp.

2.1. Ecuaciones en el fluido

Por tratarse de un fluido incompresible se tiene
Ap=divv =0 enf (1)

Si introducimos la hiptesis de pequ@s deformaciones en la ecuatide equilibrio, la
misma queda reducida a

ov .
pg—dIVU—O

y en virtud de la hiptesis de fuido ideal tenemos que

o=—pl



En consecuencia, obtenemos

0p B
\Y (,OE —|—p) =0
de donde se sigue
—e(t) - 22 @)
p =c pat

2.2. Ecuaciones en losididos

Ahora pasamos a considerar el movimiento de fl&les. Supondremos que sodlidos
rigidos y ebsticamente montados de manera que pueden moverse transversalmente. Entonces,
suponiendo que son osciladores anicos, su ecuatcn de movimiento es

d’R;

y reemplazando la exprési de p obtenida er2] obtenemos

’R; dé

2.3. Ecuaciones en las fronteras

Suponemos que en las fronteras se verifican las siguientes condiciones de acople:

enly v-n=0 = @:0 (4)
on
4 iR 96 dR
enl’; vn o n = o o n (5)
2.4. Movimiento armonico
Suponemos que ‘
o(z,t) = p(x)e™”
| (6)
Ri (t) = ,r,iezwt
Reemplazando estas expresiones en la eocndg) resulta
T, = —i/ endl’ (7)
]{Zi — min T,

Supondremos tambin quek; = £y m; = m para toda.
Ahora reemplazand®) y (7) en las ecuacioneg) (4), (5) se obtiene que el potencial debe
ser soludbn del siguiente problema:

(( Ap =0 enf)
Oy
— =0 enl’
on 0

8_(,0_)\</ gpndF)n enl’;, Vj=1,...,J
371 I



pow?

dondel', es la frontera exterior ¥/, j =1,...,.J son las fronteras interioresy= 5
W

conk la rigidez por unidad de longitudy masa por unidad de longituclyes la frecuencia de
resonancia (in@gnita) del sistema acoplado. Este modelo es conocido comdelo de Laplace
La formulacbn cebil de este problema es:

Hallar (o, \) € H'(Q) — {0} x IR tal que V¢ € H'()

/Q VVidr = Azjj ( /F | gpndF) ( /F | z/mdr) ©

J

3. DISCRETIZACI ON

Dada una triangulaén 7 del dominiof2 definimos el espacio Vde elementos finitos con-
formes
Vi={ue H(Q): ulr e P,(T) VT €T}

p+2) _(+D)p+2)
p 2

dondeP, := span{z’y’ : i + j < p}. Observemos quéim P, = (

Con estos espacios, resulta que la aproxiorapor elementos dg verifica

Hallar (¢, A\n) € V — {0} x IR talque V¢ € V

[r)(f)

J J

J

/ VrVibds = Ay Y
Q

J=1

Este problema se puede escribir matricialmente como un problema de autovalores general-
izado de la forma
KX =MMX

, donde la matriz de rigideX y la de masad\/ tienen rucleos no nulos y con interseoai
no nula. Mas ain, el rango de la la matriz de masas2gs en general, mucho menor que la
dimensén de la matriz.

Como K y M tienen la intersecon del nicleo de dimensin positiva, podemos realizar las
proyecciones ortogonales a la interséogio por lo que hemos optado, fijamos un nodo de
Dirichlet nulo. Esto convierte en inversible a la matriz de rigidéz

Las matrices por bloques se escriben

K Ky 0 O X,
K= , M = X =
() (b)) v (%)
donde los nodos con subindices 22 estan asociados a la frontera de interfaz. Observemos que la
matriz M ain sigue siendo no inversible de rar@yb Operando por bloques podemos escribir:

(Koo — K1, K ' K12) Xo = A\ Mo X



Utilizamos la descomposian LU de la matrizk;; en formato ralo para calcula((flle.
Resolvemos el sistema tantas veces como nodos en la frontera de interfaz. Observemos que la
matriz K», — K, K;,' K1- es llena, pero chica. LLamando

A:KZQ_KEQK;llKIQ y B:MQQ

escribimos el sistema:
AXQ - )\hBXQ

con Ay B matrices llenas de orderumero de nodos de frontera interfaz Bysemidefinida
positiva de rangQ.J.
La matrizB puede diagonalizarse por medio de una matriz ortogQrd¢ manera que

Q'BQ = diag(0,...,bl,b5,...,b] b)) =D con b/ #0
LLamandoY,; = Q! X, tenemos
AY; = (Q'AQ)Ya = A(Q'BQ)Yz = ADY,

Nuevamente realizamos una descompésien bloques

bt Ay A 0 0 Zy
A - y D = Y =
Sy (05) v %=(2)
siendoBsy, = diag (b1, b, ..., b{,bJ) € IR?*’*?/. Queda el sitema d&J x 2.J:
<A22 — At12A1_11A12)ZQ = )\BQQZQ

Una vez obtenido l08.J pares de autovalores y autovectores podemaos recuperar el autovector
del sistema original de la siguiente manera: Sgea= —A;' A1, Z,. De aqui se puede obtener
Z
%= (2)
Ahora podemos calculak, = QY5 y por Gltimo X; = —Kl‘llKngg. Recordando que

X = ( X1 obtenemos el autovector buscado.
2

Observemos que haple 2.J autovalores positivos del problema.

El método matricial expuesto, puede sintetizarse de la siguiente manera: En un primer paso
trabajando con matrices ralas, reducimos el problema a otro de matrices llenas ddiardem n
de nodos de la frontera interna. Ratien el segundo paso proyectamos sobre la imagen de la
matriz de masas, trabajando con matrices llenas pero pague

4. ESTIMADOR A POSTERIORI

En esta sec6n introducimos en primer lugar un indicador del error definido para cada ele-
mento y luego, un estimador del error global. Los indicadores del error nos pamatiienar
los elementos en orden para saber cuales de ellos tienen concentrado el error, y a partir de esa
distribucibn del error obtener una nueva malla refinando los elementos asrenor. El refi-
namiento se harcon los algoritmos usuales que no permitan que se deteriore la calidad de la
malla.



Seaf el conjunto de lados de la mallady se@ el subconjunto de los lados interiores. Para
¢ € &€ definimos

)
H%ﬂ sitcé
on |,
Jo = %e sit el
on
) . .
—g—/\h gphndI‘ Ty SIEEFZ', Z—l,...,J

y para cadd’ € 7 definimos el siguiente indicador del error

1/2
1
nr = {hZTHAQOhH%%T) Ty Z hf”'JfH%Q(Z)}

Lcor

Definimos el siguiente estimador del error global

n= {277%}1/2

TeT

El estimador verifica la siguiente acotaeiglobal por arriba del error,
Vo — V|2 < Cin + h.ot.

dondeh.o.t. indica €rminos de mayor orden. Esta estintecimuestra que si el estimador,
asintoticamente tiende a cero, entonces el error tamloi had. Tambén puede demostrarse
una acotadn local por abajo del error,

nr < CQHVQO — vgthLz(T*) + h.o.t.

donteT™ es el conjunto de los elementos @ieque tienen un értice en coriin conT'. Esta
estimacbn muestra que donde sean grande los indicadores, mayoelsaror de la autofun-
cion, y dicho eleemento debarefinarse. Las demostraciones de estas desigualdades siguen las
ideas desarrolladas eb\ran y Gastaldi y C. Padrgal999 Duran y Padra y Rodiguez, 2003
y son una variaén del trabajo Armentano y Padra2008 Son conocidos algoritmos que no
deterioran la calidad de la malla a medida que se ralizan los refinamiento8%)Jer (

En la secdn que sigue se presentan varios ejemplos, en los cuales se ha utilizado el criterio
de selecdn de elementos a ser refinados aquellos elemé@ntpge verifiquen

nr Z 07577ma3:

donden,a, := méx{ny : T € T}.



5 EJEMPLOS NUMERICOS

5.1 Tubos circulares concéntricos.

En primer lugar presentamos un ejemplo con solucién analitica, utilizado para
validar el codigo de calculo. Se trata de dos tubos circulares concéntricos de radios r, y

r,, tal como se muestra en la Figura 1.

{1/

Figura 1. Tubos circulares concéntricos

Resolviendo la ecuacion de Laplace por separacion de variables en coordenadas
polares, e imponiendo las condiciones de borde en la frontera del dominio anular, puede
demostrarse que el problema tiene un Gnico autovalor doble

1 reZ_riZ
h=A=

i riz(re2 +ri2)

El subespacio asociado esta generado por las siguientes autofunciones ortogonales

r

2
gol(r,e):(rﬁe—jcosa

2
goz(r,e):[r +rL}sin0

r

Empleando el codigo desarrollado, calculamos la solucion para el caso particular
r.=1, r, =3, utilizando una malla uniforme de 25796 nodos y 50838 elementos. Para el

caso p=2 (elementos cuadraticos), con un numero total de 102429 incognitas, el valor
obtenido para los dos autovalores fue 4, = A, =0.25465, mientras que el valor exacto es
Aexacto = 0-25475..

exacto

En la Figura 2 se muestran los mapas de zonas de nivel de la funcién potencial de los
campos de velocidades correspondientes a los dos modos normales calculados. Un
esquema vectorial de dichos campos se presenta la Figura 3 y en la Figura 4, en las que
r es el vector que indica la parte espacial del desplazamiento transversal del tubo
interior, calculado como se indica en la ecuacion (7). Finalmente, la Figura 5 ofrece un
grafico tridimensional de la funcion potencial de ambos modos normales, debiendo



tenerse en cuenta que se ha utilizado una perspectiva diferente a la orientacion de los
graficos anteriores, para facilitar su visualizacion.

Figura 2. Zonas de nivel de las autofunciones 1y 2.

Figura 3. Campo de velocidades del modo normal 1.



Figura 4. Campo de velocidades del modo normal 2.

Figura 5. Gréfico tridimensional de las autofunciones.

5.2 Cavidad rectangular con dos tubos cuadrados.

Como ejemplo de problema con singularidades, presentamos el caso de una cavidad
rectangular con dos tubos cuadrados de las dimensiones que se muestran en laFigura 6.
Este problema fue resuelto con una malla uniforme y luego haciendo adaptividad h con
p constante en todos los elementos.

5.2.1 Resolucion con una malla uniforme

La Tabla 1 muestra los autovalores calculados utilizando p=3 con una malla
uniforme de 16799 nodos y 32768 elementos, lo que produce un sistema con un total de
148702 incAgnitas.



12
Figura 6. Cavidad rectangular con dos tubos cuadrados.

Modo | Autovalor
1 0.1647278
2 0.1647278
3 0.1669340
4 0.1868538

Tabla 1. Autovalores del sistema.

Las zonas de nivel de las correspondientes autofunciones se presentan en la Figura 7
y en la Figura 8, y los campos de velocidades desde la Figura 9 hasta la Figura 12.

Figura 8. Zonas de nivel para las autofunciones 3y 4.



Figura 9. Campo de velocidades del modo normal 1.

Figura 10 Campo de velocidades del modo normal 2.

Figura 11 Campo de velocidades del modo normal 3.



Figura 12 Campo de velocidades del modo normal 4.

5.2.2 Adaptividad h con p constante.

Como ejemplo de adaptividad, se calcularon el primer autovalor y autofuncion del
mismo problema, partiendo de una malla uniforme con pocos elementos y refinando en
cada paso los triangulos con un error superior al 50% del error maximo. El valor de p se
fijé igual a 2 para todos los elementos.

La Tabla 2 muestra la convergencia del primer autovalor en funcién del nimero de
elementos e incAgnitas, para cada paso de adaptividad. La Figura 13 ilustra el
refinamiento sucesivo de la malla cerca de las esquinas de los tubos interiores. Puede
observarse una densificacion mayor en la proximidad los vértices ubicado a 90° de la
direccion de desplazamiento transversal de los tubos.

Paso Autovalor 1 ]| N° de elementos | N° de incognitas
0 0.175693 128 306
1 0.168995 240 538
2 0.166567 352 770
3 0.165625 464 1002
4 0.165078 632 1346
5 0.164865 824 1746
6 0.164808 936 1978
7 0.164768 1142 2406
8 0.164693 1568 3284
9 0.164668 1576 3674
10 0.164654 3162 4494

Tabla 2. Convergencia de 4; en funcién del refinamiento de la malla

De la comparacién con la Tabla 1 surge que con tan sélo 3284 grados de libertad se
mejora la estimacion del autovalor obtenida con 148702 incégnitas, utilizando una
malla uniforme.



Paso 0 Paso 4

Paso 7 Paso 10

Figura 13. Refinamientos sucesivos de la malla.

5.2.3 Orden de convergencia.

Finalmente, repetimos el calculo del primer autovalor con p=1, partiendo de la
misma malla. El objetivo era ver si el proceso adaptivo recupera el orden h de
convergencia que la teoria predice para mallas uniformes en el caso de problemas
regulares.

Paso _Error o N°_de
Estimado (e) | incégnitas (n)

0 7.634e-1 88
1 5.317e-1 124
2 4.033e-1 204
3 3.368e-1 308
4 2.805e-1 436
5 2.530e-1 566
6 1.907e-1 982
7 1.718e-1 1230
8 1.421e-1 1815
9 1.211e-1 2489
10 9.664e-2 3860

Tabla 3. Error vs. N° de incognitas



En la Tabla 3 se muestra el error calculado con el estimador a posteriori en cada paso
de refinamiento en funcion del numero de incognitas del sistema. En la Figura 14
graficamos estos datos en escala logaritmica, y realizamos una ajuste lineal de los
puntos obtenidos. La pendiente de la recta resulta de -0.51533, lo que indica un orden
aproximado h de convergencia.

-0.6

log(e)

18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38
log(n)

Figura 14. Convergencia del error en funcion del nimero de incognitas.

6 CONCLUSIONES

Se desarrollé un cddigo de calculo para resolver en forma adaptiva problemas de
interaccion fluido-estructura en 2D utilizando el método de elementos finitos, version p.
Se implemento la version h de adaptividad, con p arbitrario, pero constante en todos los
elementos.

El cédigo incorpora un algoritmo que permite atacar eficientemente las dificultades
que surgen en la resolucion de sistemas generalizados de autovalores con matrices de
masa con nudcleo de dimension muy grande, e interseccion no nula con el ndcleo de la
matriz de rigidez, situacion caracteristica en este tipo de problemas fisicos.

El cdédigo se validé con un problema regular con solucion analitica. El algoritmo
adaptivo mostré ser muy eficiente cuando se aplica a problemas singulares utilizando
p>1. Por otro lado, en el caso p=1, se constaté numéricamente que se recupera el orden
h de convergencia que la teoria predice para problemas regulares con mallas uniformes.
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