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Algebra II

PRIMER CUATRIMESTRE 2005
PrRACTICA 3

Propiedad universal del grupo asociado a un semigrupo conmutativo.

Sea (N,+) un semigrupo conmutativo, sea G(N) el grupo asociado a N y sea
j: N — G(N) (ver ejercicio 1 de la practica 2). Probar que si G es un grupo
y f: N — G es un morfismo de semigrupos, entonces existe un tinico morfismo
f:G(N)— Gtalque f= foj.

Propiedad universal del cuerpo de fracciones de un dominio.

Sea A un dominio y K (A) el cuerpo de fracciones de A (ver ejercicio 2 de la practica
2).Sea j : A — K(A) definida por j(a) = clase de (a,1). Probar que j es un
morfismo de anillos y que si K es un cuerpoy f : A — K es un morfismo de anillos,
entonces existe un tinico morfismo de cuerpos f : K(A) — K tal que f = f o j.

Observacion.

En el ejercicio 7 de la practica 2 se definién el algebra del semigrupo S con coefi-
cientes en un anillo A como un subanillo del anillo A[[S]].

Observar que para definir el algebra de semigrupo no es necesario pedir que para
todo s € S el conjunto {(u,v) € S x S : wu*xv = s} sea finito, ya que al ser los
elementos de A[S] funciones o : S — A de soporte finito, dadas «a, 5 € A[S] el
conjunto

{(u,v) € SxS: uxv=s,au) #0,5(v)#0}
es finito.
Por ejemplo, el semigrupo (Z,+) (que es un grupo) no verifica esa propiedad.

Probar que si A es un anillo conmutativo, entonces A[Z] es isomorfo a A[x, y]/(zy—1)
(polinomios de Laurent con coeficientes en A).

Propiedad universal del dalgebra de semigrupo.

Sea A un anillo (S, %) un semigrupo y A[S] el dlgebra del semigrupo S con coefi-
cientes en A (ver ejercicio 7 de la practica 2 y ejercicio 3 de esta préctica). Sea B
un anillo. Es equivalente dar:

1) Un morfismo de anillos f : A[S] — B
11) Un morfismo de anillos f4 : A — By un morfismo de semigrupos fs: S — B

(donde B es un semigrupo con la operacién de multiplicacién del anillo).

Explicitar el caso en que S = N" y deducir la propiedad universal del dlgebra de
polinomios en r variables con coeficientes en A (ejercicio 4 de esta practica).

a) Propiedad universal del dlgebra de polinomios.

Sea A un anillo conmutativo y A — B una A-algebra conmutativa. Verificar
que dar un morfismo de A-algebras A[z] — B es equivalente a dar un elemento
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b € B (el morfismo correspondiente a b € B se denomina especializacién en b).
Generalizacion al caso de morfismos Alxy,...,z,| — B: existe una biyeccién
canénica Homy_a.(Alz1, ..., 2], B) = B™.

b) Para f € Alx], verificar que dar un morfismo de A-algebras Alz]/ < f >— B es
equivalente a dar una solucién b € B de la ecuacién f(x) = 0. Generalizar al caso
de varias ecuaciones en varias variables fi,..., f. € Alxy,...,2z,). Reflexionar
sobre los ejemplos B = A, B = At], B = A[[t]], A=R C B =C, etc.

Mdédulos sobre A[S].

Sea A un anillo, S un semigrupo, (M, +) un grupo abeliano. Es equivalente dar:

a) Una estructura de A[S]-mddulo en M.

b) Una estructura de A-médulo en M, mas un morfismo de semigrupos de S en
End4 (M) (endomorfismos del A-médulo M, visto como semigrupo con operacion
de composicion).

Sea A un anillo conmutativo y a € M(n x m, A) una matriz n x m con coeficientes
en A. Verificar que la aplicacién a : A™ — A™ definida por a(z) = a.z (producto de
matrices, identificando A™ con M(m x 1, A)) es un morfismo de A-mddulos. Dar un
sistema finito de generadores de im(a). Probar que el conjunto S = {x € A™/a.x =
0} de soluciones del sistema de ecuaciones lineales homogéneas definido por «;, es
un A-submédulo de A™. jEs todo submoddulo de A™ de esta forma?

Sea, A un anillo conmutativo y M un A-moddulo. Para los siguientes morfismos de

A-médulos, calcular nicleo e imagen y determinar cuales morfismos son monomor-

fismo, epimorfismo, seccion, retraccion, isomorfismo.

a) f:M"— M?, f(z)= (x1+z,,7,)

b) f:M"— M", f(x)= (Zl<i<j Ti)1<j<n

c)sin<m, f: M"— M"™, f(x)=(z1,...,2,,0,...,0)

d) sin<m, f: M™— M", f(z)=(21,...,%)

e) size€ M", f: A" = M, f(x) =32 i, Ti-2i

f) size A" f: M" — M, f(x) =) 1 icp, 2i-Ti

g) paraa € A, e, : Alz] — A, e, a;.2") =Y, ai.a
) d

h Alz] — Alz], d(X; ai.a') = Y, aiiz®™'. El morfismo d tiene las propiedades
adlclonales d(p.q) = d(p).q + p.d(q) y d(a.z®) =0

i) tr: M(nxn,A) — A, tr(a) =, ;c, aj; (morfismo traza)
j) dg: M(n xn,A) — A", dg(a) = (a11,a22, - .., Q)

k) A:A— A7 Ala); = a,Vj € J. (morfismo diagonal)
)siJCI,p: M — M7, p(a) = al;.

Verificar que las siguientes aplicaciones son morfismos de Z-moédulos. Calcular nticleo
e imagen.
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) [ (R, 4) = (C—H{0},.), f(z) = e
b) f:(C={0},) = (Rso,.), f(
c) (n€N), fu: (C—={0},.) = (

a
) = ||

C—A{0},), fulz) = 2"

9) a) Si f y g son endomorfismos de la estructura aditiva de Q, son equivalentes las
siguientes condiciones:

b) a) f(1) = g(1)
b) flz =glz
c) f=g
Deducir que un endomorfismo de la estructura aditiva de Q satisface f(1) =1
siy solo si f = idg.

c) Si V' y W son Q-espacios vectoriales, una aplicaciéon f : V' — W es morfismo de
Q-espacios vectoriales si y solo si es morfismo de grupos.

10) a) Sea A un anilloy f: M — N un morfismo de A-médulos.
b) a) Si M es simple entonces f =0 o f es un monomorfismo.
(Def.: un A-médulo M es simple si sus tnicos submdédulos son {0} y M)
b) Si N es simple entonces f =0 o f es un epimorfismo.
¢) Si M y N son simples entonces f =0 o f es un isomorfismo.
d) Probar que para un A-médulo M, el grupo aditivo End (M) = Homy (M, M)
con la operacion de composicién constituye un anillo. Si M es simple entonces

End4 (M) es un anillo de division.

c¢) Si I y J son conjuntos coordinables (existe una biyeccién I — J) entonces M’
y M7 son isomorfos, para todo A-mdédulo M.

d) Una involucién de un A-médulo M es un morfismo f : M — M tal que f? = idyy,.
Toda involucién es un automorfismo. Exhibir ejemplos de involucion.

e) Un proyector de un A-médulo M es un morfismo f : M — M tal que f? = f.
Probar que M = ker(f) @ im(f). Probar que, reciprocamente, si A y B son
submodulos de M tales que M = A @ B entonces existe un tnico proyector
f:M — M tal que A =ker(f)y B =im(f).

11) a) El morfismo tr: M(n x n, A) — A, tr(a) = >, ,, a;; satisface

a) tr(e) =n,l (e denota la matriz identidad)
b) tr(a.b) = tr(b.a) (A conmutativo)

b) Si A es un anillo conmutativo tal que m.a = 0 implica a = 0o m =0 (a €
A, m € Z) entonces tr es el inico morfismo M (n x n, A) — A que satisface i) y

i).
c) Sea A como en b) y n > 1. Probar que no existe ningun epimorfismo f : M(n X
n, A) — A tal que f(a.b) = f(a).f(b),Va,b.

12) Sea A un anillo conmutativo.

a) Para cada A-médulo M definir un isomorfismo de A-médulos Hom 4 (A, M) = M.
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b) Homy(Z,Q) = Q, Homs(Q, Z) = 0, Homy(Q, Q) = Q.

¢) Dado un A-médulo M, se llama dual de M al A-médulo M* = Homu (M, A). La
aplicacion ¢y : M — M™** definida por ¢y (m)(f) = f(m) (param € M, f € M*)
es un morfismo de A-médulos y ker(car) = (¢ ker(f).

13) Sea A un dominio de integridad. Demostrar que si A™ = A™ entonces m = n.

14) Sea A un dominio de integridad y a € M(nxn, A). Denotemos v; = (a;;)1<i<n € A™
la j-esima columna de a. Demostrar:

a) vy,..., v, son linealmente independientes si y solo si det(a) # 0.
b) v1,...,v, generan A" siy solo si det(a) es una unidad de A.
c¢) dar criterios de independencia lineal y generacién para vy, ..., v, € A"

(Definicion: para a € M(n x n, A), det(a) = Y s sg(0) [Ti_; Gio))

15) Sea M un A-médulo. Si H y K son submédulos de M, denotamos
H+K ={h+k,h € H k € K}. Verificar que el conjunto de submédulos de M con
la operacién + es un semigrupo conmutativo. El tinico elemento inversible es {0}.
16) Si X e Y son conjuntos y f: X — Y es una funcién, el conjunto

I(f) = {(z, f(x)),xr € X} C X xY se llama el grafo de f. Supongamos que X
e Y son A-moddulos. Demostrar que f es un morfismo de A-moddulos si y solo si
I'(f) € X xY es un submdédulo.

17) a) Determinar los subgrupos de Z.

b) Determinar los ideales de Kz|, donde K es un cuerpo.

18) Sea M un A-mddulo. Se llama anulador del subconjunto S C M a

An(S) ={a € A/a.s =0,Vs € S}. Six € M, An({z}) serd indicado -por abuso de
notacién- An(zx).

M se dice un A-mdédulo fiel si An(M) = 0.

n(S) es un ideal a izquierda de A.

n(S) = Asii S C {0}.

0(Ujes S5) = Nyes An(S)).

1(S) = e An(s).

i S C T entonces An(T) C An(S).

i S C M es A-estable entonces An(.S) es un ideal bilatero de A.

n w

M(n x n, A) es un A-médulo fiel. Exhibir otros ejemplos de médulo fiel.

h) An(M7) = An(M)) = An(M) si J # 0.

19) Sea M un A-médulo. Si S C M es un subconjunto y N C M es un submodulo, se
llama transportador de S'en N a (N :S5) ={a € A/a.s € N,Vs € S}.

Six e M, (N :{x}) serd indicado -por abuso de notacién- (N : z).
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20)

21)

22)

a

b

) (N :S) es un ideal a izquierda de A.
) (0:5) = An(S).
) (V:S)=Asii S CN.
) (V' U]EJS) ﬂjeJ(N3Sj)-
e) Si.S C T entonces (N:T)C (N :58S).
f) (N/: M7)=(NU : M) = (N:M)siJ#0.
)
)
1)
)
)

C

d

g) Si S C M es A-estable entonces (N : S) es un ideal bilatero de A.

h) (Mjes N+ 8) = MNjes (N = 5).
i) si N C P entonces (N :S) C (P:5).

j) (N:2z)x=NnNAx.

k) Si A es conmutativo y I , J son ideales de A, existe un isomorfismo natural de

A-médulos (I : J)/I = HomA(A/J, A/l).

Sea M un A-médulo. Caracterizar el médulo cociente N/S en cada uno de los
siguientes casos:

a) N=M"neN,S={zxeN/>" z; =0}

b) N=M"n>2 S={re N/x,=x,,1y=0}.
c) N=Alz], S={z € N/z(c) =0}(c € A).

d) N=M(n xn,A),S={xe N/dg(z) = 0}.
e) N=M(nxn,A),S={xe N/tr(z) =0}.
f)y N=M’ S={zxeN/z;=0 VieI}ICJ).

a) Establecer los siguientes isomorfismos de grupos:
1) R/Z =S

) C*/S' = R.,.

ur) C*/G, = C*.

v) T" = (SH™ donde T™ = R"/Z".
b) n.Z C m.Z sii m/n. En tal caso, n.Z/m.Z = Ly jm,.
c) G, C Gy, sii n/m. En tal caso, Gy,/Gp, = G-
Sea M un A-moédulo. Se dice que un submoédulo N C M tiene indice finito si el

modulo cociente M /N es finito. Probar que si N; y Nj tienen indice finito en M
entonces N; N Ny también tiene indice finito.



