I COMPETENCIA MATEMATICA ERNESTO PAENZA |
28 DE AGOSTO DE 1987

SOLUCIONES

Las soluciones que se encuentran a continuacién fueron elegidas por el Comité Or-
ganizador entre las respuestas de los participantes. Son aquellas que mds nos gustaron,
ademas de ser correctas.

Los vectores luego del niimero del problema indican:

* la primera coordenada: el nimero de participantes que obtuvieron 8, 9 6 10 puntos
en el problema (problema esencialmente resuelto).

* la sequnda coordenada: el nimero de participantes que obtuvieron 5, 6 6 7 puntos
(esencialmente “la mitad o un poco mas” del problema).

* la tercera coordenada: el nimero de participantes que obtuvieron 1, 2, 3 6 4 puntos
(casos particulares, o algo conducente a una posible solucién).

Problema 1. (6,0,6)
Solucion de Eduardo Murmis, Facultad de Ingenieria - Universidad de Buenos Aires

Puede verificarse que:

ri(n —1) = {7”]' (n) —1 para todo j tal que r;(n) #

0
j—1=j+rn)—1 para todo j tal que rj(n) =0

Entonces:
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Pero como r,(n) = 0,
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Luego, r(n) =r(n—1)siysélosin —1= Z k.
kln

J—1
Lo que se verifica para todas las potencias de 2, pues 2/ — 1 = Z 21,
i=1

Problema 2. (3,1,5)
Solucion de Eduardo Murmis, Facultad de Ingenieria - Universidad de Buenos Aires

Sean ABC' los tres puntos extremos de la “V”. Consideremos el paralelogramo
2cv 2cv

a0y aB,oy delos

determinado por los pares de rectas que estan a distancia

segmentos AC'y BC respectivamente.



Sea D un punto de E situado fuera del paralelogramo. D forma con AC o con BC'
un triangulo propio de area mayor que «. Acercando el vértice C' a A o a B, segun
corresponda, se obtiene (teorema del valor medio) un tridngulo de area .

Problema 3. (1,0,6)

Solucion de José Lorenzano, Instituto Balseiro, Bariloche

Supongamos que existe una tal numeracién. Podemos suponer que la numeracion
de un octégono es 1,2,3,4,5,6,7,8 y sea ny, no, n3, ng, N5, Ng, N7, Ng la numeracion del
otro. Desarrollando los octégonos, tenemos:

1 2 3 4 5 6 7 8
° ° ° ° ° P P °
g n, Mg Ny Ng Mg n; ng
® —o —eo —e °

Hay ocho posiciones posibles de colocar los poligonos, que corresponden a mover
la tira nq, no, ng, ng, ns, ng, N7, ng. Por ejemplo, moviéndose a la derecha un sitio, el n;
queda debajo de 2, el ny del 3, etc., y el ng debajo del 1.

Diremos que ny realiza la coincidencia si k = ny.
Un mismo ng no puede realizar la coincidencia en dos (o varias) posiciones distintas,
lo que implica que en cada posiciéon hay a lo sumo una coincidencia. De esto se sigue
que los nimeros (ng — k) son todos distintos. Ademas se tiene —7 < np — k < 7.

Veamos ahora que los niumeros (n; — k) son también todos distintos médulo 8.
Tomemos dos, (ny — k) y (n; — ). Si ambos son del mismo signo estd claro que son
distintos. Sison de signo contrario e iguales médulo 8, se tendria que ny—k = 8—(n;—1),
lo que significa que n; y n; realizan lo coincidencia en la misma posiciéon. Absurdo.

Los ocho nimeros (n; — k) son entonces todos distintos médulo 8, lo que muestra

que Z(nk — k) = 4 médulo 8. Por otro lado, estd claro que Z(nk — k) = 0. Absurdo.
I !

Luego, no existe una tal numeracion.

Problema 4. (0,2,5)
Solucion del Comité Organizador

x; )
Como —— > 1, se tiene que:
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Luego, puede suponerse que g x; converge (en caso contrario el resultado es cierto),
i=0
en particular, que x; — 0. Ademads, estd claro que puede suponerse que la sucesion
(o]

es estrictamente decreciente. Pongamos entonces: o; = x; — x; 1. Se tiene E a; =1
i=0
Z;
y — > 1. Luego,

%

> xz/al
z; :13,/&Z -1 ()

Sea f:Ryy — R, f(z) = T Se nota que f tiene un minimo estricto en 2, con

x p—
f(2)=4. O sea, f(r) >4 paratodor > 1y f(z)=0siz=2.
Luego, de (1) se obtiene:

f: i :Zaif (ﬂ) 24%0@ = 4
1=0 Lit1 =0 i =0

. 1
valiendo la igualdad cuando z; = 2. Es decir, x; = 2(x; — x441) , Tip1 = % )T = o
(recordar que zo = 1).

Luego, como la suma de la serie es > 4, sumando suficientes términos se supera el

valor 3,9999. En el caso en que z; = 20 la serie suma 4; luego, sus sumas parciales

son siempre estrictamente menores que 4.

Problema 5. (3,2,6)
Solucion de Esteban Gregorio Tabak, Facultad de Ingenieria - Universidad de Buenos
Aires

Los cuatro primeros valores quedan determinados asi:
f(0) =0, sino, f(n) = f(n+ f(0)) > f(n).
F(1) =0, si no, 3333 = £(9999) > 9999 (1) > 3333
£(2) =0, si no, 3333 = £(9999) > 4999 f(2) + f(1) > 3333
£(3) =1, pues 3333f(3) < £(9999) < 3333f(3) + 3332,

de la primera desigualdad resulta f(3) < 1, de la segunda f(3) > 1
Lema: Para n < 3333, f(3n) =nf(3) =

En efecto, por induccién sobre n, para n = 0, f(3n) = f(0) = 0. Si es valido para
n < h:

fBMh+1) = fBh)+ f(3)=h+1



£(9999)

(3(h +1) +9999 — 3(h + 1))

f3
> f(3(h+ 1)) + £(9999 — 3(h + 1))

> f(3(h+1))+ (3333 — (h+1)f(3)
3

f(3(h+1))+3333—(h+1)

osea, f(3h+ 1) < h+1, con lo que queda probado el lema.
Como 1986 = 3 x 662 y 1989 = 3 x 663, se tiene:
662 = £(1986) < f(1988) < £(1989) = 663
Tiene que ser f(1988) = 662, ya que, en caso contrario:

9999 =5 x 1988 + 3 x 19 + 2

se tendria:
£(9999) > 5 x 663 + 19 = 3334

Absurdo.

Problema 6. (2,1,9)
Solucion de Esteban Gregorio Tabak, Facultad de Ingenieria - Universidad de Buenos
Aires

Sea v(t) la velocidad, a(t) la aceleracion, v la velocidad media y denotemos vy(t) =

v(t) —v(0)y b= @.

Nl

Se tiene:

v = f/oTv(t) dt:v(O)—l—%/OTvo(t) dt

/O Colt) dt = /0 o) di + /T lvo(t) dt

T/2 T
= / bt — (bt — vo(t))] dt + / [bt 4 (vo(t) — bt)] di

T/2

— Tbt dt + T(vg(t)—bt) dt — m(bt—vo(t)) dt
fyoa ] /

T/2

Pero:

T 2
b
Pero bt dt = - = vo($)T, por lo que para ver que v > v() = v(0) + vo(3),

0
basta probar que:

T T/2
/ (volt) — bt) dt > / (bt — vo(t)) dt 1)

T/2



Demostraremos:

T T/2
/ (vo(t) — bt) dt > /0 (a(Z) — byt dt @)

T/2

T/2 T/2
| e weyar< [t - v a (3)

con lo que la desigualdad (1) quedard demostrada.

2).

t
Para t > £ se tiene vo(t) = vo(%) +/ a(t) dt y como a(t) > a(5),
T/2

NIl

\\/

vo(t) = wo(3) +a(3)(t - 3)

Entonces,

| o -w > [ @+ ane-5-wa

T/2 T/2

y como vp(%) = bZ, el miembro derecho queda:

T T/2
| =ne=%d= [ @h-vra

T/2

lo que termina la demostracién de (2).

(3)-

Para t < % se tiene vo(% = )+ fT/2 ) dt y como a(t) < a(%),

)(3 —1)

0[N

) < wo(t) + af
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Entonces,
! T/2 T/2
A wrww»w<l (bt — vo(Z) + a(T)(L — 1)) dt

y como vg(%) = bZ, el miembro derecho queda:

T/2 T/2
|- ane - d= [ - e

lo que termina la demostracion de (3).

Problema 7. (2,2/4)
Solucion de Enzo Dari, Instituto Balseiro, Bariloche

Del hecho que la media geométrica es menor (o igual si todos los factores son iguales)
que la media aritmética se sigue que el maximo valor posible se da cuando las sumas



de los ntimeros de cada conjunto son todas iguales. Siempre es posible agrupar n?

nimeros de esta manera. En ese caso, el maximo valor posible estd dado por:

pox

i=1

" % [n2(n22+ 1)}” - [n(n22+ 1)}"

La forma de obtener los n conjuntos es la siguiente: se ubican los n? ntimeros en forma

creciente en un cuadrado de n X n y luego se toman las diagonales. Ilustramos:

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

Las diagonles son: {1,6,11,16} , {5,10,15,4} , {9,14,3,8} y {13,2,7,12}. Otra
manera es tomando las otras diagonales, {13,10,7,4} , {9,6,3,16} , {5,2,15,12} y
{1,14,11,8}. Todas las sumas dan 34.

Problema 8. (7,5,1)
Solucion de Gerardo Garbulsky, F.C.E. y N. - Universidad de Buenos Aires

Cada vez que se agrega una nueva recta, ésta corta a las anteriores en puntos
diferentes, quedando delimitada una regiéon mas por cada par de puntos contiguos de
corte. Si a, (n > 3) denota el nimero de regiones delimitadas por n rectas, se sigue
entonces que a, = a,_1 + (n — 2).

n—2
Como a3z =1, se tiene ay = 1+ 2, a5 = 1 + 2+ 3 y, en general, a,, = Zz O sea,
i=0

(n—-2)(n—-1)
2

Ay =
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