ANALISIS REAL.

Segundo Cuatrimestre de 2002.

PRACTICA 7 : MEDIDA EN ESPACIOS ABSTRACTOS.

Un espacio (X, 3, ) se dice de medida completa si dado Z € 3 tal que u(Z) = 0,
para cada Y C Z resulta Y € ¥ y u(Y) = 0. En este caso, probar que:

a) SiZy€X, Z1AZy € ¥y u(Z1AZ;) = 0, entonces Zs € 3.
b) Si f es medible y f = g a.e., entonces g es medible.

Sean X un conjunto y Ay, ..., Ay subconjuntos disjuntos de X tal que U, A; = X.
Sea Y la o—’algebra generada por {Ay,..., Ay}. Probar:

a) B € X siysolosiexisten iy,...,1; tales que B = U;?:lAij.

b) Si f es X—medible, entonces f es constante sobre cada A;.

Teorema de Egorov: Sea (X, X, ;) un espacio de medida y E un conjunto medible
tal que p(E) < co. Sea (fx)r>1 una sucesi’on de funciones medibles sobre E tal que
fr es finita a.e. en E'y (fi)r>1 converge a.e. en E a un I'imite finito. Entonces dado

e > 0, existe un conjunto medible A C E con u(E\A) < € tal que (fx)r>1 converge
uniformemente en A.

Si (X,3, ) es un espacio de medida y si f y f son medibles y finitas a.e. en un
conjunto medible F, entonces (fi)r>1 converge en medida sobre E a f (fi>f) si
para cada € > 0,

lin p({o € B (@) = fu@)] > ) = 0
Probar:

a) Sifi — f ae sobre Ey u(E) < oo, entonces fy2f sobre E.

b) Si frf sobre E, existe una subsucesi’on (fr;)j=1 tal que fi; —; f ae en E.

Sea (X, X, p) espacio de medida finita. Sean (f,,),>1 v f funciones medibles y fini-
tas a.e.. Probar que (f,)n,>1 converge casi uniformemente a f si y s’olo si (f,)n>1
converge a f a.e..

Sean (X, X, 1) un espacio de medida y p y v dos medidas sobre ¥ tales que
u(A) <wv(A), para todo A € ¥. Probar que

fell(X,v) = feLll(X,p).
Sean (X, X, u) un espacio de medida y (f,),>1 una sucesi’on de funciones medibles.
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a) Sify ‘f%l_l djt —p—.s0 0, probar que f,-50.

|fnl
|fnl+1

b) Sipu(X) < ooy fr,20, probar que [y i —p oo 0.

8. Sean X = N, ¥ = P(N) y u(A) = C(A). Probar que f € L'(N,pu) si y s’olo si
Yomer [f(n)] < ooy, en este caso [y fdu =352, f(n).

9. Sean X = N y u la medida sobre N tal que: (E) =3 ,..cp -

a) Probar que p es una medida finita.
b) Para cada k € N, definimos f;, : X — R,

Probar que (fi)r>1 converge en p—medida.

¢c) Sea f:X — R, f(n) =+/n (n € N). jPara qu’e valores de p > 1, resulta
fel(X,p)?

10. Sean (X, 2, v) un espacio de medida finita y ¢ : X — R~ una funci’on v—medible.
Probar que:

a) sip es medible entonces est’a definida [y ¢ In(y) dv,
b) si o pertenece a L?(X,dv) entonces ¢ In(yp) pertenece a L'(X, dv).

11. Sean (X, F) espacio medible, p : F — R>q que satisface:

a) A BeF N ANB=0 = u(AUB)=u(A)+ uB)
b) A,eFmeN) AN A, N D = lim, . u(4,)=0.

Probar que p es una medida.

12. Sean S' ={z € C:|z| =1}, ¢ :[0,1) — S, p(t) = €. En S* se considera la
o—'algebra
A={ACS": p ' (A) es medible Lebesgue}

y la medida m sobre A definida por:
m(A) = g~ (A)].

Dada f: S' — Ry, tal que f o ¢ es medible Lebesgue, probar que f es A—medible
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13.  Sea v una medida con signo sobre el espacio medible (X, ). Sean A un conjunto
positivo y B un conjunto negativo con respecto a v tales que: X = AUBy ANB = ¢.
Dado E € X, probar:

a) vH(E)=v(ENA)=sup{v(H): HC E,H € X},
b) —v (E)=v(ENB)=inf{v(H): HC E,H € X}.
14. Sean (X, X, ) un espacio de medida, f tal que existe [y fduy v(E) = [p fdu
(E € X). Probar que:
@) vHE) = Jp frdu (B € %),
b) v (E)=Jpf dp (E€X)
15.  a) Sean Ay p medidas sobre (X,¥) y A(X) < oco. Probar:

AL & Ye>0, 30=0(e) >0: pu(F)<d = AMF)<e

b) Demostrar que la hip’otesis A(X) < oo es necesaria en (a). (Sug. Considerar p
la medida de Lebesgue en (0,1) y A(F) = [z % para todo £ C (0,1) medible
Lebesgue.)

16. Sean (X, 34, ) un espacio de medida finita y f € L*(X, ). Sea 3y una o—algebra
de subconjuntos de X tal que X5 C ¥.

a) Sipg(B) = [gfdu (B € Xy), entonces s define una medida con signo sobre
Yo, absolutamente continua con respecto a p. Deducir que existe g 3o —medible
tal que:

/deuz/Bgdu (B € ).

b) Si¥y ={¢,B,B% X} para alg’'un B € ¥, determinar la funci’on ¢ del inciso
anterior.

17.  Sea el espacio de medida (R", M, ) donde M es la o—"algebra de conjuntos medibles
Lebesgue vy,
1, 0€ A,

‘M):{ 0, 0&A.
a) Probar que no existe f : R® — R medible tal que
5(A) = /A fle)dz (VA e M).

b) Dada f:R"™ — R medible, hallar todas las funciones medibles g : R® — R tales
que f = g a. e. con respecto a d.

c) Dada f:R" — R medible, hallar [g. fdo.



18.  Sean p y v dos medidas sobre el espacio de medida (X, X). Si para todo € > 0, existen
A. € ¥y B, € ¥ tales que:

ANB.=¢, AcUB. =X, u(A)) <e y v(B,) <g¢

entonces existen A € X y B € ¥ tales que:

19. a)

ANB=¢, AUB=X, u(A)=0y v(B)=0.

Sea £ una medida de Borel finita sobre R. Definimos f,,(z) = pu((—o0,z]) —oo <
T < +00.

Muestre que f, es mon’otona creciente, ;1((a,b]) = f,(b) — fu(a), f. es continua
por la derecha y lim, ,_ fu(z) =0

Sea f : R — R creciente.

Muestre que Ay es finita <= [ es acotada.

Sea f creciente, acotada y continua por la derecha. Sea = Ay y sea f = f, la
definida en (a).

Muestre que f y f difieren en una constante, luego si hacemos la suposici’on
adicional que lim,_,_, f(z) = 0, entonces f = f.

Si identificamos dos funciones de R que difieren en una constante, muestre que
hay una correspondecia biun’ivoca entre las medidas de borel finitas de la recta
y la clase de las funciones acotadas crecientes y continuas por la derecha.

20. Sea f: R — R creciente y continua por la derecha.

a)

b)

Mostrar que
A< L' < fe AC([a,b]) Va<beER

Si Ay < L', entonces 32{ = f

(aqu’i L' representa la medida de Lebesgue 1-dimensional).

21. Sea A C R™ y notamos con H, la medida de Haussdorf a-dimensional. Probar:

HY(x + F) = HY(E) YE medible, Vz € R".

HY(cE) = c*H*(E) YE medible, Ve > 0.

Muestre que si H®(E) < oo, entonces H?(E) =0 V3 > «a
Muestre que si 0 < H*(E) < oo, entonces H?(E) = oo V8 <

22. Definici’on: definimos dimension de E como

dim(E) = sup{a : H*(E) = oo} = inf{a: H*(E) = 0}

Probar:



a) H*FE)=0VYa>dim(FE)
b) Sidim(Ey) =d Yk € N, entonces dim(UEy) = d

Concluir que si F es numerable, entonces dim(E) = 0.
c) Sea f:R"™— R"™ una aplicaci’on bi-Lipschitz, i.e. 3¢,C' > 0 tal que

cle —yl < [f(z) = f(y)] < Clz -y
Entonces dim(FE) = dim(f(FE)).
23. Probar que:
a) En R, H'=/[!
b) En R", existen constantes a,b > 0 tal que
al™ < H" <bL"

(Se puede probar (aunque es m’as complicado) que existe ¢, tal que L™ = ¢, H")

¢) dim(R") = n. Concluir que si £ C R", entonces dim(E) <n

24. Sea (X,d) un espacio m’etrico, y f :[0,1] — X una curva continua.

Definimos la longitud de arco de f como

Lf =sup zj; d(f(xi1), f(xs))

O=zo< 1 < - <x,=1.
Si Lf < oo se dice que la curva es rectificable.
Sea C = f([0,1]). Probar:

a) Lf>H(C)
b) Si f es inyectiva, entonces Lf = H'(C).

25. Sea E C R™, tal que existe 0 < a < 1, 0 < H*(FE) < oo. Probar que entonces E es
totalmente disconexo (i.e. las componentes conexas de F son los puntos).



