ANALISIS REAL.

Segundo Cuatrimestre de 2002.

Practica 6.

PRACTICA: ESPACIOS L*.

1. Sean E C R" de medida finita y 1 < p; < py < 00.

a) Probar que LP2(E) C LP'(E).

b) Mostrar que |E| < oo, es una condici’on necesaria para la inclusi’on.

2. Sean £ C R"medibley 1 <r <p <s < o0 SifeL(E)NL(E), entonces
IAIE < LI+ 11£1I3-

3. Probar que:

a) Si fr—nooof en LP(E), para alg'un p : 1 < p < oo, entonces f,——p_oof
sobre F.

b) Si fo—n—oof en LP(E), gn—n-g en LUE), y 1/p+ 1/q¢ = 1, entonces
Jngn—n—0ofg en LI(E)'

¢) Si|E| <00y fa—nooof en L®(E), entonces f,— oo f en LP(E), para todo
p=>1

4. Dadas las funciones f, : [0,1] — R,

I = e, 0<z<l1/n
" 10, enotro caso,

probar que f,—pn 000 a.e. ¥ fn——n_o0, pero f, no converge en LP([0,1]) para
p:1<p<oo.

5. Sean E C R" medible, (f,)n>1 v f en LP(E), parap: 1 < p < oco. Probar:

a) |[fa— f||LP(E)—>n—>ooO = an“LP(E)—)n—wOHfHLP(E)'

b) Si fu—n_oof a.e. sobre E, entonces:

| fullrey—n—ooll fllerey = | fa = fllzr(e)——n—00-

(Sug.: Aplicar el Lema de Fatou a la sucesi’on: g,,(z) = 2°71(| f,.(2)|P+| f(2)|P) —
| fu(2) = f2)IP)



10.

11.

12.

13.

Sea k : R*™™ — R medible tal que existe ¢ > 0 que verifica:

sup [ |k(z,y)|ldy <c 'y sup [ |k(z,y)ldz < c
zeRM yeRn

Probar que si 1 < p < oo, entonces K : LP(R") — L(R") dada por

K(f)(@) = [ Kz y)f()dy
est’a bien definida y es uniformemente continua.

Para 1 <p < ooy 0 < |E| < 0o, definimos:

Msz;Au@W.

Probar:

p1<p2 = Npl[ﬂ < NPQ[f]‘
Nplf + gl < Npl[f] + Nylgl-

1 Je gl < Np[fINylgl, 1/p+1/p' =1.
Mmoo Np[f] = || flo-

s

S
~— ~— ~— ~—

o
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Sea E C RP tal que 0 < |E| < ooy f € L>®(E) que verifica ||f||o > 0. Para cada
n € N, consideramos a,, = [ | f(x)|"dz. Demostrar que lim,, o Gpi1/an = || f]] -

Supongamos que f,—n—oof a.e.y que fo, f € LP, 1 <p < 00. 81 ||full, <M < o0,
demostrar que [ f,g—n—oo [ fg, para toda g € L¥, 1/p+1/p’ = 1. ;Es cierto este

resultado para p = 17

(Hint: Suponer primero que g es una funci’on caracter’istica).

Si fo—nooof en LP, 1 < p < 00, gn—n—0og Puntualmente y ||g,||cc < M, para

todo n € N, probar que f,gn—n_0ofg en LP.

Muestre que cuando 0 < p < 1, los entornos {f € LP(0,1) : || f]|, < €} de 0, no son

CONVEXOS.
Sea f tal que para todo o > 0,

w(a) = [{z € R*: |f(x)] > a}| < c(l+a)™.
Probar que f € L"(R"),si 0 <7 < p.
Sea E = [0,1/2]. Probar:



a) f(x)=a"YP(Inz=")"2P € LP(E), (1 <p<o0), pero f & L"(E) sir > p.
b) g(x)=Inz~! € LP(F) para todo p: 1 < p < oo, pero g &€ L™(E).

14. Sea E = [0,00). Probar que f(z) = 7 /?(1+|Inz|)~! € L?(E) pero f € LP(E) para
ningun p: 1 <p<oo,yp#2.

15. Dada f € LP(R™),1 < p < oo, probar que:
1/p
o ([ 1f@=h+ @ldn) " e 271,
1/p
B ([ 1@ =)+ f@lPde) o 20l

16. @) Dadas funciones f € L?(R*) y g € L” (R*) donde 1/p+ 1/p’ = 1, probar que la
convoluci’on f * g(x) existe y es finita para todo x € R". Adem’as define una
funci’on acotada y uniformemente continua.

b) Dado E C R" tal que 0 < |E| < oo, probar que:
E - FE={x—y:z,ye L}
contiene un conjunto abierto no vac’io. (Sug.: considerar xg * x_g.)

17. Dada f: R — R integrable, para cada h > 0 sea

1 [tt+h/2

fult) = 5 /t_h/2 f(@)da.

Si f € LP, probar que:

1 falloe < RH2IE 1.

o € L2y ([ fully < N1 flp-
Para cadar >p > 1, ||fall» < hl/’”*l/p||f||p.

[/ = Fllp —h=0 0.
18. Sean 1 <p<oo, 1/p+1/p =1y f e LP(R"). Probar:
a) |fll,= SUP|g| =1 | Jgn f(2)g(x)dx].

b) Si (fx)r>1 es una sucesi’on de funciones de LP tal que para toda g € L resulta:
limy_ oo Jgn frgdr = [zn fgdz, entonces:

a
b
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19.

20.

Sean ¥ C R™ medible y p > 1. Definimos:

L’(E)={f:E — Rmedible : supt(|{z € E:|f(z)>t})"" < oo}

>0
Probar:
a) LP(E)C LI(E),
b) si|E|<ooyp>1,entonces LP(E) C L'(E).

Dados [a, b] un intervalo acotado y f € LP([a,b]) 1 < p < oo, definimos

F(a:)—/:f(t)dt . zelabl.

Probar que existe una constante K tal que para toda partici’on
a=xy<1r1<...<uz, =D>bresulta:

| F(zi41) — Fay)|P

=0 (ig1 — x;)Pt

< K.




