CUADRADOS MAGICOS E IDEALES TORICOS

MARIA ANGELICA CUETO

1. DEFINICIONES Y CONCEPTOS BASICOS

En el presente texto trataremos de caracterizar los cuadrados méagicos y su re-
lacién con los ideales toricos, como bien presagia el titulo. Antes de empezar con
la explicacién de este vinculo, al principio no claro, necesitamos fijar definiciones y
un poco de notacién.

Definicién 1. Un cuadrado mégico de tamanio n y suma s es una matriz m de
n X n con coeficientes enteros positivos, cuyas filas y columnas suman s cada una
(o sea, cada fila y columna tiene norma uno igual a s).

Existen otras condiciones que podriamos pedir. Una es que las diagonales de la
matriz también sumen s, o por ejemplo que cada entero entre 1 y n? aparezca una
y sélo una vez como coeficientes de M, pero no consideraremos estas restricciones,
para simplificar un poco el problema. Antes de continuar, veamos un ejemplo de
3 x 3y otro de 4 x 4, de larga data (Melancholia de Albrecht Diirer).

16 3 2 13

438 5 10 11 8

9 5 1 :

5 7 6 9 6 7 8
4 15 14 1

En el primer caso, las filas, columnas y diagonales suman 15; ademas, cada uno de
los ntimeros entre 1 y 9 aparece en la matriz. En el segundo, la suma es 24.

Definicién 2. Sea CM,, el conjunto de cuadrados mdgicos, y CM,(s) los cuadra-
dos mdgicos que suman s. Definimos M, (s) := #(CM,(s)) (o sea, el nimero de
cuadrados mdgicos de tamario n y suma s).

Nuestro objetivo consistird en calcular M,(s), fijados n y s.

Lema 1. Los cuadrados mdgicos de tamano n forman un monoide asociativo res-
pecto de la suma (esto es, CM, es cerrado por sumas y esta operacion es asociativa).

Demostracion: Basta ver que la suma de dos cuadrados magicos es magico, y
esto es claro porque la suma de matrices es lugar a lugar. Como la suma de matrices
es asociativa, estamos hechos. |

Para facilitar la construccién del espacio CM,,, necesitamos encontrar un buen
sistema de generadores.

Observacion 1. Miremos como ejemplo una matriz de permutacion de tamano n,
esto es, una matriz P := P,, donde 0 € $,, y

RJ:{I sij=oli).
0 sitmno

Claramente las filas y columnas suman 1. Luego, tenemos que toda mariz de per-

mutacion es un cuadrado mdgico, de suma 1. Mds aun, estas matrices son todos

los cuadrados mdgicos de suma 1, ya que por la condicion sobre la suma, cada fila

y columna tiene exactamente un coeficiente 1 y el resto ceros. Es muy sencillo ver
1
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que,siendo M mdgico de suma 1, o(i) = j si M; ; =1, da una buena definicion de
o €9%,, y que hace M = P,.

Hay otra propiedad que cumplen las matrices de permutacion:

Proposicion 1. Las matrices de permutacion son un sistema de generadores del
semigrupo CM,,. Mds ain, todo cuadrado mdgico de suma s estd generado por
exactamente s permutaciones (no necesariamente distintas).

Demostracion: Procederemos por induccién en k = nimero de coeficientes no
nulos de un cuadrado magico.

= Caso k = 1: es claro.

= Paso inductivo: Sea k > 1 y M un cuadrado mégico, y supongamos que vale
para todo r < k. Buscamos entre los k coeficientes no nulos alguna eleccién
de fila y columnas, de manera de formar una matriz de permutaciéon: es
decir buscamos n entradas no nulas de M, una por cada fila y columna. El
Teorema de Hall nos dard lo que necesitamos (ver Lema 2).
Supongamos que tal eleccién de n elementos existe, y sean d > 0 el menor
elementos entre estos n coeficientes elegidos, y P la matriz de permutacién
que tiene unos en cada uno de los lugares correspondientes. Entonces M —
d x P es magico y tiene al menos una entrada nula mas, y es un cuadrado
magico de suma s — d. Por lo tanto, por hipétesis inductiva, tenemos el
resultado deseado. |

Teorema 1. (Hall) Sean Iy, I dos conjuntos de cardinal n, y S C I) x Is. Para
cada i € I consideremos S; = {j € Iy tal que (i,j) € S}. Entonces, existen n
elementos distintos s; € S; i1 =1,...,n si y solo si VJ C Iy se tiene

#(JSi) = #J .

icJ
Lema 2. Los cuadrados mdgicos complen las condiciones de Hall.

Demostracién: Tomemos M = (m;;)i; € CMy,(s), [ = I = {1,...,n} y sea
S = {(4,7) tg m;; # 0}. Para ver las condiciones de Hall basta probar que vale
para J = {1,...,7} con r < n, ya que los cuadrados mégicos son invariantes por
permutacién de filas y/o columnas. Sea entonces

mi1r ... Mip
A=
M1 e My

dicha submatriz asociada a J. Sabemos que la suma de cada fila de A es s y que
cada columna suma a lo sumo s. Si sumamos todos los coeficientes de la matriz
A obtenemos 7 * s, porque estamos sumando r filas que suman s. Los coeficientes
positivos de A deben pertenecer a columnas indexadas por |J;_; S;. Ahora bien,
si sumamos los coeficientes positivos a;; con j € |J.S; obtenemos r * s y al mismo
tiempo sabemos que no puede exceder s x #( Ui_, SZ-), yva que las columnas de M
suman a lo sumo s cada una. Luego r x s < s* #(|J;_; Si), o lo que es lo mismo
#(U;_, Si) > r, como querfamos probar. |

Observacion 2. FEs importante senalar, y serd nuestra herramienta principal, que
las matrices de permutacion no son linealmente independientes sobre Q. Esto es
claro sin > 4, porque las matrices de tamanio n X n tienen dimension n’ sobre Q
yn! > n? sin > 4. Pero mds ain, son l.d. sobre Z para cualquier n > 3, y esta
condicion es la que vamos a explotar.

Para una demostracion, ver ecuacion (7) y posterior desarrollo en Seccion 2.
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Ejemplo 1. Calculemos M, (s) para algunos valores pequerios de s o n. Por ejem-
plo, por Observacion 1 sabemos que M, (1) = # (matrices de permutacion) = #8,, =
nl.

Por otra parte, es claro que My(s) = 1, mientras que Ma(s) = s + 1, ya que los
elementos de CMs(s) son

( “ sa) donde a=0,...,s.
a

sS—a

Para calcular M, (s) con n > 3 veremos que las cosas no son tan sencillas. En
efecto, necesitaremos bastantes herramientas algebraicas, entre ellas, la funcién de
Hilbert y los ideales téricos. Ademds, para calcular efectivamente M,,(s) haremos
uso de las bases de Grobner de algunos ideales toricos. El método que usaremos
para contar cuadrados mégicos serd asociar cada conjunto CM,(s) con una regién
poliedral en R".

Notemos que los coeficientes de un cuadrado magico estan relacionados por ecua-
ciones lineales. En efecto, M = (my;); ; € CM,, sii

mi1+...+my, = s (suma de la primer fila)

Mp1 +...+mp, = s (suma de la n-esima fila)
mi1+...+mp; = s (suma de la primer columna)
Mip+...+mp, = s (suma de la n-esima columna)

. . 2 .
Miremos las matrices como vectores de n? coordenadas en 7%, poniendo una fila
a continuacién de otra. Entonces, M es un cuadrado magico de tamano n sii M es
solucién positiva del sistema homogéneo de n(n — 1) ecuaciones

{ S mi; — > my;  para todo j # 1

Yo mi— > mi; paratodoj=1,...,n.

que proviene de pedir que la primer fila sume igual que cualquiera de las demads
filas (primer grupo de ecuaciones) y que la primer fila también sume igual que cada
una de las columnas (segundo grupo). La matriz A,, del sistema tendré coeficientes
0,16 -1y serd de tamaiio n(n — 1) x n?. La suma de la matriz M sers la suma de
cualquiera de sus filas, o columnas.

Ejemplo 2. Para ilustrar un poco veamos cémo es la matriz de nuestro sistema
lineal en el caso n = 3. En efecto,

m = (m117m12,m13,m21,m22,m23,m31,m32,m33)

es cuadrado mdgico sii tiene coeficientes positivos y es solucion del sistema Asm =
0, donde

-1 -1 -1 0 0 o0
0 0 0 -1 -1 -1
-1 0 0 -1 0 © e 7579,
0O -1 0 0 -1 0
0O 0 -1 0 0 -1

(1) A3 =

— = O
= O = =
O R = =

Definicién 3. Sea KC,, := ker(A,) NZL;" el conjunto positivo de ceros de la matriz
A,. -

Tenemos entonces:

Proposicion 2. Con la notacion anterior, CM,, = K,,.
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De ahora en mas, trabajaremos con el conjunto C,, olvidando su “origen magi-
co”. Veamos primero algunas propiedades sencillas que verifica.

Proposicion 3. Para cada n € IN

1. K, es cerrado bajo sumas de vectores en Z™*™, y contiene al vector 0.}
2. El conjunto C, de soluciones de A,m = 0 con m € IR;LE” €s un cono

poliedral convexo en R™™™ con vértice en el origen.

Demostracién: La afirmacién (1) es clara por ser solucién de un sistema ho-
mogéneo. Para probar (2), basta notar que el conjunto estd formado por las so-
luciones de un sistema homogéneo que verifican las desigualdades m;; > 0. Por
otra parte, es un cono porque cualquier multiplo positivo de una solucién positiva
es también una solucién positiva. Finalmente, es convexo porque si m,m’ € C,, vy
0 <t<1entonces t*m+ (1—1t)*m €C,, ya que satisface el sistema A,z =0
y tiene coeficientes positivos porque cada coordenada es combinacién convexa de
coeficientes positivos. Es claro que el origen es vértice del cono C,. |

A continuacién trataremos de entender en profundidad la estructura de semigru-
po de K,,: buscaremos un sistema de generadores minimal para este conjunto. En
este contexto surge naturalmente la siguiente definién.

Definicién 4. Sea K un sub-semigrupo de ZJZVO. Un subconjunto finito H C KC es
una base de Hilbert para K si satisface:

1. Para todo k € K existen h; € H (i =1,...,qu)) y enteros no negativos c;
tales que k = Y"1 ¢; * h;,
2. H es minimal con respecto a la inclusion.

Es un resultado conocido que las bases de Hilbert existen y son tunicas para
cualquier sub-semigrupo de ZZ>V0. En este caso, en vez de probar esta propiedad,
daremos un algoritmo que, a partir de un sub-semigrupo K = ker(4)N ZQO C ZQO,
donde A es una matriz entera con N columnas, dara un base de Hilbert. Usaremos
las bases de Grobner en todo este desarrollo.

Dado que nuestra matriz A admite coeficientes negativos, vamos a trabajar con
polinomios de Laurent. A partir de A = (a;;) € Z™ Y con coeficientes enteros,
introducimos una variable z; por cada fila, i = 1,...,m y consideramos el anillo de
polinomios de Laurent:

klzf,. . 25 ~ k21, oy 2, 1]/ (t21 - 2 — 1)

m

A partir de esto, definimos una funcién
(2) ¥ k[vr, .. oN, W . wWN] — k[zf,...,zi][wl,...,w]v]

como sigue. Primero asignamos su valor en cada variable, y luego extendemos po-
linomialmente, de modo que resulte un morfismo de anillos. Definimos entonces:

Yw) =w;- [ 5 vw)=w;, j=1,...,N.
=1

Nuestro objetivo es detectar vectores enteros en ker(A).

Proposicién 4. Un vector entero positivo ot € ker(A) si y sélo si (v —w*) = 0,
esto es, si y solo st v — w™ pertenece al nicleo del morfismo 1.

IEsto dice que Ky, es un sub-semigrupo de Z;é”
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Demostracién: Tomemos v¢ — w® y calculemos su imagen via ).
Por definicion:

,Hw;"ﬂ:Hw;‘ﬂ.H(Hzélzj)ajinwj?‘ﬂ:(Hw;?f;)(lil_‘[HZ;z”.J):

j=1 j=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1j=1

Por lo tanto, v® — w® € ker(¢)) si y sélo si Aa’ = 0, como queriamos probar. |
Llamemos entonces J = ker(¢)) que es un ideal de k[vq,...,un,w1,...,wnN].
Tenemos una caracterizacién mas precisa de .J.

Proposicién 5. Con la notacién anterior,
J =ker(y)) =TI Nklvy,...,on,w1,...,WN]
donde

I= (wj-quij —wv; s j=1,...,N) Ck[z5, ... 25 or, .. onswr, . wn]

hj
Demostracion: Lo haremos por doble inclusién.

(C) Como sabemos ker(y)) C k[vi,...,vN,ws,. .., wy], entonces basta ver que
ker(y) C I. Sea f € ker(v)),

(3) Z/}(f(vlw"ﬂwN) :f(w(vl)v"ww(wf\f) :f(w(vl)7"'7¢(UN)7w17"'ﬂwN)'

Miremos las cosas en en k[zf[, ey 25 v, - uN, W, - - - wy] /I Sabemos

que v; — Y (v;) = h; € I, luego ; = 1(v;). Entonces, en el anillo cociente

(4) 0=0=v(f) = f(W(v1),...,¥(vN),w1,...,wn) = f(v1,...,WN)

Luego f € I, como queriamos probar.
(D) Sea f e INklvy,...,uvNn,w1,...,wy], y veamos que (f) = 0.

Extendamos la funcién 1 al anillo k[v, w][z¥], ya que las variables son

todas algebraicamente independientes, via ¥(z;) = z;. Entonces, por defi-
nicién de los generadores de I, (1) = 0. Por lo tanto, si f € I N k[v, w],
tendremos también ¢(f) = ¥ (f) = 0, como queriamos.

|

Corolario 1. J = ker(v) contienen a un ideal torico I de k[v,w]: el ideal asociado
a la asociado a la matriz A, donde

~ AlO ,
(m+N)x2N
A= ( 71T ) cZ .

Demostracion: Basta ver que
T=@w"—w": acker(4)) = ((v,w)* — (v,w)* : &€ ker(A)N ZIZVO) ,
va que este ideal esta incluido en J por Proposicién 5. |

Lema 3. Con la notacién de Proposicion 5, J es un ideal homogéneo.
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Demostracion: Sea f € J, y veamos que cada una de sus componentes ho-
mogéneas estd en J. Ahora bien, I es un ideal homogéneo de k[2*][v, w], por estar
generado por polinomios homogéneos. Y entonces, cada una de las componentes ho-
mogéneas de f estd en I. Pero ademds, estdn en k[v, w] porque f lo estd. Entonces,
por la Proposicién 5, queda probado el resultado. En efecto, J es la interseccién de
I un ideal homogéneo de k[z*][u, v] con un subanillo k[u,v] de k[z][u,v], luego es
homogéneo.

El siguiente algoritmo de Sturmfels (Algorithm 1.4.5 de [2]) nos da una manera
de encontrar la base de Hilbert de K.

Teorema 2. Sea G una base de Grébner de I respecto de cualquier orden de eli-
minacion = tal que todas las variables z;,t = v; y todas las vj = w;. Sea S el
subconjunto de G formado por los elementos v — w® para algin o € ZJ>VO (en par-
ticular, estos binomios estdn en el ideal T C J). Entonces -

H={a:v*—w*eS}
es la base de Hilbert de K.

Demostracién: (Seguimos el Algoritmo 1.4.5 de [2]) En primer lugar, notemos
que el ideal J = J4 es un ideal primo y homogéneo, y que no hay monomios
contenidos en J. En efecto, es ideal primo por ser el niicleo de un morfismo cuya
imagen estd incluida en un dominio. Es ideal homogéneo por el Lema 3. La imagen
de monomios es no nula (es un monomio de Laurent), por lo tanto, ningtin monomio
puede estar en J.

Andlogamente, 8 € ZY, cae en K si y sélo si el binomio P —wh e J.

Queremos probar que el conjunto H genera el semigrupo K. Lo haremos por
el absurdo. Supongamos que no genera. En tal caso, existe un monomio minimal
(respecto de la divisién?) v” tal que 3 € K pero 3 no es combinacién de elementos
de H. El binomio v® —w? pertenece a .J (por Proposicién 4), por lo tanto, se reduce
a cero modulo G. Por la especial eleccion del orden monomial, la primer parte de la
divisién por G reduce v a un monomio vw’ donde § = 3 — 7 es no nulo (ambos
monomios son homogéneos® del mismo grado 3), ya que la divisién se hard con los
elementos de S y sobre k[v, w]. En consecuencia:

vV’ —w? = w (v —wY) e J.
Pero J es un ideal primo y no contiene monomios, entonces v? — w? € J, lo cual
implica que v € K. Por tanto, 6 = 8 — v € K (tanto 8 como v pertenecen a IC,
que es el nicleo positivo de A). Por ser 8 minimal, tenemos que tanto § como

son generados por elementos de H. Luego, 8 = § +y también lo es. Esto contradice
nuestra suposicion, y el resultado queda probado. |

Observacion 3. FEl Teorema anterior tiene vital importancia en el contexto de la
Programacién Entera. Ver Capitulo 6 Seccion §1 en [1], para mds detalles.

Ejemplo 3. (Extraido de [1]) Veamos un ejemplo para ilustrar el Teorema 2. Con-
sideremos el sub-semigrupo de Zéo’ dado por K = ker(A4) N Zéo, donde

12 -1 0
A(l 1 -1 —2)'

Para encontrar la base de Hilbert de H, consideramos el ideal I generado por
W12129 — U1 ; 'UJQZ%ZQ — V2 ; w3t —v3; w4zft2 —vg; 2122t — 1.
en kfv,z,w,t]. Calculando una base de Grébner G respecto de un orden de eliminacion

como el del Teorema, tenemos S = {vivs —wiws}. Por lo tanto, H = {(1,0,1,0)}.

2E1 orden de divisién es: dados a,be Zgo, a < b sii 'U“|vb.

3Ver nota al pie 1.
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Observacion 4. En el ejemplo anterior, ademds, dada la forma de la matriz A, se
tiene rk(A) = 2. Sin embargo, al mirar directamente los coeficientes de la martiz se
puede ver que todo punto entero positivo de ker(A) es un multiplo entero positivo de
(1,0,1,0). Sin embargo, dimg ker(A) = dimp ker(A) = 2. En general, no hay rela-
cion alguna entre el cardinal de (H) y dimpg ker(A). Cada una de estas magnitudes
depende exclusivamente de la matriz A.

Antes de continuar, veamos un poco cémo es la estructura de una base de
Grobner cuando I = I4 es un ideal térico.

Proposicion 6. Cualquier base de Grébner reducida de un ideal torico 14 estd for-
mada por binomios.

Demostracién: Dada una matriz A € Zm*N

In=(X*=XP: a,BeNy~{0}, Ala—B)=0).

Por Noetherianidad del anillo de polinomios, sabemos que I4 tiene un sistema
finito de generadores, que resultaran binomios. De acuerdo con el algoritmo de
Buchberger para la construccién de una base de Grobner G, cada paso consiste en
la construccién de un S—polinomio y de tomar el resto del mismo. Veamos entonces
que en cada paso, seguimos obteniendo binomios.

Dados g1 = X — XP1 y go = X — X”2 suponiendo LT (g;) = X%, tenemos

mem(Xr, X2) . mem(X o, X 2)
DO o8 g - e 2 )

, sabemos que

S(g1,92) = X1 1 Yoo * g2 =
mem(X 1, X2) mem(X o1, X2)
_(T x XP — — " Xﬁz)

y resulta entonces un binomio. Ademas, al hacer la divisiéon entre 1 binomio y un
conjunto de binomios, en cada etapa de la divisién, seguimos teniendo binomios, y
cuando un monomio no es divisible por ningin monomio de cabeza, entonces el otro
monomio no esta en el ideal de los binomios. En efecto, si partimos de un monomio,
y dividimos por los binomios, siempre obtendremos monomios, ya que en cada etapa
obtendremos X — X?(X® — XV) con a = 3+ u, y esto da un monomio: —X5+v 4
Por lo tanto, si el primer monomio no es divisible por ningiin monomio de cabeza,
entonces pasa a formar parte del resto. Al dividir el otro monomio que queda,
finalmente obtendremos un monomio, que se sumard a monomio que tenemos ya
en el resto. En consecuencia, el resto serd, siempre, 0 (si siempre podemos hacer la
divisién entre los monomios de cabeza) o un binomio. |

Proposicién 7. Todos los elementos & — z? de una base de Grébner de un ideal
torico Ia verifican a — (3 € ker(A).

Demostracion: Basta ver que en cada etapa del algoritmo de Buchberger ob-
tenemos elementos con esta propiedad. Sea

F={2*-2cl:a—pcker(A)}.

Sabemos que I admite un conjunto de generadores que verifican la propiedad de T'.
El algoritmo de Buchberger se construye a partir de estos generadores. Sean g1, g2
binomios en S, construido a partir de generadores de I via el algoritmo que calcula
G, y veamos que si tienen la propiedad del enunciado (o sea g1,92 € I'), entonces
S(gl,g2) y su resto en la divisién por S también tienen esta propiedad.

Por lo visto en la demostracién de Proposicién 6, tenemos que

X0 X9
_ B _ B2
S(g1,92) = (Xal * X X * X )
4Notar que si tenemos I ideal homogéneo, entonces |3+ v| = |8+ u| = |/, lo que muestra por

qué el ideal del Teorema 2 es homogéneo.
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Pero Axal = Ax 3! parai=1,2, entonces A* (§ —ay + B1)! = Ax (6 —az + B2)*.
Por lo tanto

91,92 €l = S(s1,82) €.

Calculemos ahora el resto de la divisién de S(g1, g2) por S. Para ver que tiene
la propiedad que queremos, veamos que el binomio obtenido en cada etapa de la
division tiene la propiedad deseada. Sin pérdida de generalidad, supongamos que

8
LT.(5(g1,92)) = 57 * XP'. Entonces, sean u,v € Zgo tales que X" - X" €Sy
LT (X" — XV) = X" divide a )?;1

% XP1_ En consecuencia,

—S(g1,92) = x (6—ar+B1)—u) o (X" — XY) + x(O—a1+B1)—u)+v _ x(5—az+pa)

Luego, hay que ver que X ((0—aatf)—w+v _ x(6—a2+f2) ¢ T Pero como A % ut =
Axvt y Ax (0 —ag+ 31)t = Ax (6 — az + (B2) entonces

Ax((0—on+ 1)+ (-u+v)' =4 (0 —az+ )

como queriamos probar. Luego, al finalizar la divisién tenemos que el resto tiene
también la propiedad. En consecuencia

g1,920 €’ = RS(S(Sl,Sg)) el.

Por lo tanto, el algoritmo de Buchberger es invariante respecto de la propiedad que
define a I' y la Proposiciéon queda demostrada. |

Observaciéon 5. Dado que una base de Gréobner de un ideal tdrico estd formada por
binomios, el cdlculo de dicha base suele ser bastante rapido, atun teniendo muchos
generadores. Esta es una gran ventaja, que permite hacer efectivos los cdlculos que
necesitamos para resolver nuestro problema.

Continuaremos con nuestro problema de contar los cuadrados mégicos via el
Teorema 2. En nuestro caso, recordemos que nuestro conjunto CM,, estd asociado
al nucleo positivo y entero de una matriz A,, que llamamos K,. Esto permite,
via el Teorema 2, construir una base de Hilbert para dicho ntcleo, donde S es un
subconjunto de una base de Grébner G del ideal térico I4,,, asociado a la matriz A,,
(de acuerdo con el Corolario 1). Trabajaremos con un orden monomial conveniente,
para acelerar los calculos de G y asi obtener rapidamente una base de Hilbert para
K.

2. Cason=3

Veamos a modo de ejemplo introductorio el caso n = 3.

Ejemplo 4. La expresion (1) nos da la matriz As, de acuerdo con esto, el ideal
14, estd generado por los binomios:

. 2.2.2_ 4.
V1 — W1212224%5 ; U2 — W221252325 ;
V3 — wgz%zgzgz@ 3 Ug — w4zzziz§t ;

V5 — Ws222325t 3 Vg — Wez223241L

V7 — w7zlziz§t ;. vg — wgr12325t

Vg — Woz12324t ; tz120232425 — 1
en el anillo k[z1,...,25,t,01,...,09, W1, ..., Wy].
Usando un orden de eliminacion como el indicado en el Teorema 2 (por ejemplo
lexicogrdfico puro con orden z1 > ... = z5 =1 = V1 > ... = Vg = W1 > ... > Wg).

En general, para cualquier orden de eliminacion, la base de Grobner correspondiente
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al ideal T4, es muy grande, pero el conjunto S en este caso estd formado por sdlo
6 polinomios, a saber:

V3VU5V7 — W3W5W7 5 V3V4V8 — W3W4Ws
(5) VU7 — WaWeW7 5  UaU4V9 — WalW4aWy ;
V1Vl — W1WeWg | V1V509 — W1W5W9 .

Identificando cada uno de los elementos anteriores con la matriz mdgica correspon-
diente, ocurre un fendmeno interesante y que es coherente con el primer resultado
enunciado (Proposicién 1). En efecto, las matrices que aparecen son las 6 matrices
de permutacion de tamano 3x 3. Por ejemplo, el elemento (0,0,1,0,1,0,1,0,0) € H
correspondiente al primer polinomio en (5) es la matriz

0 0 1
T13 = P(1’3) = 0 1 0 5
100

asociada con la permutacion que fija xo. Andlogamente, las otras matrices corres-
pondientes son, en orden de aparicion coincidente con la lista (5):

0 01 010
S = P(1,273) = 1 0 0 3 52 = P(17273)2 = 0 0 1 ]
010 1 00
010 100
To=Pug=[10 0] ; Tu=Poy:=|0 0 1|;
0 01 010
100
I=PFPy:=1 010
0 0 1

Con esto, para n = 3 tenemos, gracias al Teorema 2, que toda matriz M de K3 se
escribe en la forma

(6) M=axIT+bxS+cxS>+d«Tia+exTis+ fxThs,

donde a,b,c,d, e, f son enteros no negativos. Con esto, la suma de M es
s=a+b+c+d+e+f,

como nos decia ya la Proposicion 1.

En principio, podria parecer que hemos resuelto nuestro problema para n = 3,
esto es, alcanza con contar la forma de escribir a s como suma de 6 enteros no
negativos. Sin embargo, hay una pequena dificultad: las matrices de permutacién
de 3 x 3 no son linealmente independientes, como hemos senalado oportunamente
en la Observacion 2. De hecho, hay una relacion trivial

1 1 1
(7) Pig+ Pap23) + Pap2s)ez = 1 11 = Pu,2) + Pags) + Pas) -
1 1 1

Como podemos incluir a $3 en $,, para todo n > 3 y los coeficientes que dan la
combinacién 1.d. en ambos lados suman lo mismo (en este caso, 3) entonces, estos
mismos coeficientes dan una relacién 1.d. entre P, con o € $3 C 3,,. Esto demuestra
completamente la Observacion 2 de la Seccién anterior.

Como consecuencia de esta dependencia lineal, vemos que hay muchas combina-
ciones distintas de coeficientes que dan el mismo s. Por ende, necesitamos encontrar
todas las relaciones entre las matrices de permutacion, para tener una forma de eli-
minar estas combinaciones repetidas.
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Lema 4. Toda igualdad
al +bS + cS? 4+ dTo + eT13 + f1s3 = al+bS+ dS? + d/Tlg + €,T13 + fngg ,

cona,...,f,a ..., f" son enteros no negativos, es consecuencia de la relacion (7),
esto es
(a—d,....f—f)=A11,1,-1,-1,-1) \e€Z,

Demostracion: Esto es consecuencia del siguiente hecho: las matrices de per-
mutaciéon de 3 x 3 forman un subespacio lineal de dimensién 5 en M, (R,3). En
efecto, tenemos un nicleo de dimensién 1, y un generador con coeficientes enteros,
queesel (1,1,1,-1,—1,-1). |

Con esto, ya estamos en condiciones de resolver nuestro problema, para n = 3.
Vamos a identificar cada 6-upla (a, b, c,d, e, f) € ZS, con un monomio en 6 nuevas
variables x4, ..., zg: B

_ a _ .a b c.d e |
a=(a,bc.de, f) — 2% = zizzirirsag

De acuerdo con la ecuacién (7) queremos identificar x1x2x3 con z4x526. Traducien-
do a cocientes, necesitamos trabajar en el anillo

klxy, x2, 23, x4, x5, 6]/ (T10203 — T4T5T6)

con los representantes de los monomios x®.

Ahora, introduciremos la tltima herramienta necesaria: la funciéon de Hilbert de
este anillo cociente. En efecto, M, (s) se podra reinterpretar como dicha funcién de
Hilbert, en grado s. Para esto, introducimos algunas definiciones

Definicién 5. Dado un ideal homogéneo I C klx1,...,zn] y el anillo cociente
R = Ek[xy,...,2N]/I definimos la funcién de Hilbert Hg(s) como

(8) Hg(s) = dimgklzy, ..., zN],/Is = dimpk[z, ..., zN], — dimyg I,

donde k[x1,...,xn], es el k—espacio vectorial de los polinomios homogéneos de
grado s, y I es el k—esp. vect. de los polinomios en I que son homog. y de grado s.
A wveces, también se nota a esta funcion con HF(s), si queremos destacar al ideal
en cuestion.

Un resultado conocido afirma que la funcién de Hilbert para I y LT\ (I) es la
misma, para cualquier orden monomial >. Luego, para calcular el valor de HR(s)
alcanza con calcular una base de Grobner de I y mirar el nimero de monomios
debajo del ideal inicial LT, (I) (monomios standard) para cada grado s, esto es, el
conjunto de monomios de grado s que estén fuera de LT\ (I).

Proposicién 8. La funcion Ms(s) coincide con la funcion de Hilbert HR(s) =
HFy(s) del ideal homogéneo I = (x129x3 — T4T526).

Demostracion: Para probar el resultado, basta encontrar una biyeccién en-
tre los cuadrados mégicos CM3(s) (o sea, con elementos de K3 de suma s) y los
monomios standard de grado s.

Notemos primero que el elemento que forma el conjunto G = {x1xex3 — T4x526}
ya es una base de Grobner para el ideal que genera, respecto de cualquier orden
monomial®. Fijemos un orden monomial de modo que el monomio de cabeza de
este polinomio sea x1xox3, para simplificar la notacién. Con esto, los monomios
standard de grado total s en k[z1,...,x¢] son los monomios de grado total s no
divisibles por zizsx3.

Dado un monomio z% = x%xgazga?j‘fachg, buscamos su forma standard respecto de
G. Sea D = min{a, b, ¢}, construyamos:

o =(a—D,b—D,c—D,d+ D,e+ D, f+ D),

5Esta propiedad es la que simplifica el caso n = 3 frente a valores mayores de n.
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de forma que 2 no es divisible por xi1x2x3 y tiene igual grado que z®. En conse-
cuencia, es un monomio standard.
Afirmacién: % es el resto de % en la divisién por G.
En efecto,
o /

x® =q(x1,...,26) * (12223 — Taw5T6) + 2

donde

)D_l + ($1x2x3)D_2($4$5x6) +...+ (x4x5x6)D_l)*

*m?fngfngfDmegxg .

q= ((931962303

Esto determina completamente o, y da su unicidad, por ser 2 el resto de la divisién
por G. Luego, HF;(s) = #{d'} = #{a* }.

Veamos ahora que CMs3(s) esta en correspondencia 1-1 con los 2*. Definamos la
funcién

¢ © CMs(s) — {a°'}
donde

©(My) = @(al +bS + cS? +dT1o + eThz + fTo3) := z* ,
sia = (a,b,c,d, e, f). La buena definicién estd garantizada por el Lema 4. Més atn,
la suma de M coincide con el grado de 2, por construccion.
Veamos que ¢ es la biyeccién buscada:

= Claramente @ es sobreyectiva, ya que tomando o« = o’ obtenemos ¢(M,,) =

o.

= ¢ es inyectiva. En efecto, sean «, 3, tales que o’ = (3, y veamos que entonces
M, = Mpg. Sabemos que M, = M, y Mg = Mg; por lo tanto, basta ver
que M, = Mg, que es consecuencia inmediata de o/ = (3'. |

Corolario 2. La cantidad de cuadrados mdgicos en CMsz(s) es

My(s) = <Sg5) B ((s§>+5> _ (525) B (ngQ) |
(Por convencion (}) =0 sia <b.)

Demostracién: Los monomios no standard son los divisibles por xjxsx3, por lo

tanto, su nimero coincide con la cantidad de monomios en las variables 1, ..., g
de grado s — 3. Como el total de monomios de grado 6 es (SJg5) y el de grado s — 3
es (SJSF2), el resultado sigue naturalmente. |

Ejemplo 5. M;(1) =6, M3(2) = 21, M;(3) = 56 — 1 = 55.

Observaciéon 6. Hay otra manera, vinculada con las variedades toricas, de en-
tender la relacion entre el semigrupo Ks y el anillo R = k[z1,...,z6]/(z12223 —
T4T5x6), con su correspondiente variedad V(xixows — xaxs526). En efecto, si A =
(1M1, ..,1mg) C Z° es el conjunto de vectores que representa todas las matrices de
permutacion de 3 x 3 (que es la base de Hilbert de K3) y definimos

pa : (C)? —P°  gat)=(t"™,...,t70),

entonces la variedad torica Spec(R), que es la clausura (Zariski) de la imagen de
oA, es la variedad proyectiva V(x1x9ws — rex5x6). El ideal [4 = (212223 — 242526)
es el idea torico asociado a A como ya hemos comentado.
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3. ;COMO GENERALIZAR A UN n CUALQUIERA?

El caso n = 3, pese a su sencillez, nos da todas las herramientas necesarias para

trabajar en més dimensiones. Construiremos un método general, paso a paso a
partir del caso CM3.
De acuerdo con lo visto en Proposicién 1 sabemos que las permutaciones generan
CM,, o lo que es lo mismo K,. En el caso n = 3 buscamos las relaciones de
dependencia entera entre las matrices de permutaciones. En este caso, procederemos
igual. Para ello, pensando a las matrices de permutaciones como vectores en n?
entradas, construimos:

Bpi=| Py | Py |-+ P

2 ON-—1

PoN c {071}m><N c ZT;OXN7

siendo m =n? y N =n!, y donde $,, = {o1,...,0n5}.
Ahora, las relaciones enteras entre las matrices de permutacién coinciden con los
vectores enteros (no nulos) en el nicleo de B,,. Sea entonces

K:= ker(B,) N Zgo
el conjunto de dichas relaciones enteras.
Lema 5. K es un cono racional poliedral, con vértice en 0.

Demostracion: A tiene coeficientes enteros, entonces podemos elegir una base
del nticleo en QV; 0 es vértice porque tenemos las desigualdades ki; > 0 para todo
kek. [ ]

Observacién 7. Una pregunta interesante a formular es cial es la dimension de
K sobre Q (0 Z) y cudl es el cardinal de una base de Hilbert de este sub-semigrupo
de 7.Y,,.

En el caso n = 4, via un cdlculo con Maple, se ve que el rango de By es 10, con lo
cual, dimg(ker B,,) = 4! — 10 = 14.

A continuacién, siguiendo la construccién para n = 3, tenemos que mirar el ideal
térico en k[z1,...,xN], (en el caso n = 3 era N = 6 = 3!) asociado a la matriz B,,
esto es:

I=1Ip, :=(z°* —2° : a € Z" | B,a' =0).
Siguiendo el caso anterior, debemos trabajar entonces en el anillo cociente R =
klx1,...,2,]/1. Hay que ver si el ideal que tenemos es homogéneo. Esto equivale a
ver que el vector v = (1,1,...,1) € Z];,o estd en el espacio generado sobre @ por las
filas de B,,. Para el caso n = 4 esto es cierto. Veamos que esta hipétesis se cumple.

Lema 6. I es un ideal homogéneo.

Demostracién: Veamos que v = (1,1,...,1) € Z1>V0 estd en el espacio genera-
do por las filas, con coeficientes en Q. Como las columnas de B,, son matrices de
permutacién, entonces cada columna de B, tiene exactamente n unos. En conse-
cuencia:

vk B, =n(l,...,1)=nx*xv.
Como n # 0, esto dice que v estd en el espacio de las filas. Y por lo senalado
anteriormente, esto dice que todo vector del nicleo tiene suma de coordenadas nula.
O sea |at| = |a—|, y el ideal I es homogéneo por estar generado por polinomios
homogéneos. |

El siguiente paso, es tomar un orden monomial arbitrario >, y considerar G
la base de Grobner reducida de I respecto de este orden >. Como I es un ideal
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binomial, entonces G serd un conjunto finito de binomios. Ademas sus elementos
seran homogéneos, de acuerdo con lo dicho en la Proposicién 7.

Ahora, por Definicién 5, siendo I ideal homogéneo, podemos considerar HFy(s)
y veremos que efectivamente:

Proposicién 9. Con las notaciones anteriores
M, (s) = HF;(s) .

Demostracién: Sabemos que HFy(s) = HFpp_(1)(s). Por lo tanto, basta ver
que hay una biyeccién entre los cuadrados mégicos de suma s y los monomios de
grado s que no pertenecen a LT (I).

Dado « € 7Y%, definimos M, = Zfil a; * Py, Sabemos ademds que si s = |a],
entonces M, € CM,(s). Miremos entonces para cada a de norma s, el monomio
y su resto en la divisién por G, que llamaremos o’. Al igual que en la Proposicién 8
para el caso n = 3, sabemos que

HF(s) = #({z*'}) = #({a'}) .
Construimos la funcién
© : CM,(s) — {xa/} o(My) =da .

Esta funcion estd bien definida, por el Lema 7 que sigue. Veamos que ¢ es una
biyeccion:
= ¢ es sobreyectiva: M, — o, por Lema 7;
= o es inyectiva. Es andloga al caso n = 3. Sélo hay que usar M, = M,/, que
es parte del Lema 7.

Lema 7. ¢ definida en la demostracion de la Proposicion 9 estd bien definida.
Ademds My, = M.

Demostracién: Supongamos M, = Mg, y veamos que entonces o’ = #’. Sabe-
mos que M, = Zj\; a; * Py, = Zf\il Bi % Py, = Mg siy sélosi Zf\;l (= B)i % Py, =
0, o sea o — [ € ker(B,,). En consecuencia, si u := a — 3, resulta %+ — 2%~ € I.
Necesitamos probar

a—f €ker(B,) <= 2“=2° mod I.
Lo haremos por induccién en LT, (z® — zP), si 0.
b = ( ) [ #
=f
El caso base es LT, (f) = 1. S.p.g. supongamos LT(f) = x7. Esto dice 8 = 0. Luego,
u=a— [0 € ker(p) sii a € ker(¢). Esto dice 2"+ — z¥~ € I, o equivalentemente,
% = 2% mod I. Pero a = oy porque todos los coeficientes son positivos, entonces
z® = 22+ = 20 = 2 mod I, como querfamos.
Supongamos LT(f) = 2” y que vale para todo v < 3. Vimos que u € ker(B,,) sii
x%+ — g% € I. Dividamos entonces a nuestro binomio f = 2® — 2% por el conjunto
G. En un primer paso,

f= B+ (¥ —2°-) + pB=vi+v-) _ a ,

donde ¥+ — 2~ € G y suponemos x"+ > zV-. Pero entonces z+z” = v+ 1F -
2?10 = 2v- 28 0 1o que es lo mismo z(P~v++v-) < 28 porque vy = — vy +v_ €
Zgo. Como:
= a,y <5
= v verifica a« —y € ker(B,,) sii @« — 8 € ker(B,,) porque G es base de Grébner
de I (y uso Proposicién 7);
s f=2"—2% mod I;
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= Para todo h € k[z1,...,2n] : h€T & —h e T;
entonces, por hipétesis inductiva estamos hechos.

. 7
Finalmente M, = M, porque z* = % mod I, y entonces o — o’ € ker B,,. W
En resumen, obtenemos:

Algoritmo 1. Algoritmo para calcular M, (s).

1. Construir B, € Z;"OXN para obtener las relaciones enteras (racionales)
entre las matrices de permutaciones (que son un sistema de generadores de
CM,) (en este caso, m =n? y N =n!);

2. Construir I = Ip, € k[x1,...,xN] ideal tdrico asociado a la matriz entera
Bn;

3. Fijar un orden monomial arbitrario < y calcular una base de Grobner de 1
respecto de este orden;

4. Para cada s € IN:

M, (s) = #{monomios de grado s que estdn fuera de LT-(I)} .

Este es el cardinal del conjunto de restos en la division por G de los mono-
mios en k[x1,...,xN] de grado s, que se puede calcular ya que el nimero
de monomios de grado s es finito.

4. GENERALIZACION A OTROS CUADRADOS MAGICOS

En el caso de
DCM,(s) ={M € CM,(s) : Zm“ = s}
i=1

o sea, los cuadrados mégicos en CM,,(s) que cumplen la restriccién que la suma de
cada diagonal es s, el método expuesto en la Seccién 3 ya no puede aplicarse, debido
a que las matrices de permutacién ya no son un sistema de generadores sobre Z.
Para este caso, vamos a tener que utilizar el Teorema 2, para obtener un sistema de
generadores, y luego conseguir las relaciones enteras entre los coeficientes. Esto se
hace via el calculo del nicleo de un matriz C,,, cuyas columnas estan formadas por
los N elementos o € H del Teorema 2 (en este caso no tiene por qué ser N = nl;
més ain serd N < n! — 2 porque tenemos 2 condiciones extra). En el caso que
el vector v = (1,...,1) € ZJEVO estuviera en el espacio generado sobre Q por las
filas de C,,, entonces el ideal térico I = I¢, serd homogéneo y podemos seguir el
Algoritmo 1 para calcular la cantidad de cuadrados mégicos en CM,,(s) con suma
de las diagonales igual a s. La dificultad adicional creada por la falta de una base
de Hilbert canénica es la que muestra por qué eliminamos esta condicién extra para
las diagonales en la Definicion 1.

Ejemplo 6. Si miramos el cason = 3, cada M € CM3(s) estd asociado a (a,b,c,d,e, f) €
Zgo tales que si escribimos M como en la ecuacion 6, entonces
M e DCMs(s) <— 3a+f+d+e=s=a+b+c+d+e+f=3e+a+b+c
<~ 2a=b+c AN2e=f+d.
Por lo tanto:
DCMs5(s) «— (a,b,c,d,e, f) = (a,b,2a — b,d,e,2e — d) € Zgo

Los generadores son entonces: {I +2xS%; S —S?; Tiz —Toz ;Ti3+2+Ta3}. Este
conjunto tiene cardinal 4 = 3! — 2.

Como la relacion de dependencia entera que habia en el caso n = 3 para CMs
se sigue manteniendo (2xa =2=141=b+4c;2xe=2=1+1=d+ f),
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entonces v = (1,1,1,1) estd en el espacio de las filas de la matriz C,, formada con
los nuevos generadores. Luego, el ideal torico asociado serd homogéneo y podemos
proceder como en el Algoritmo 1, cambiando B, por C, en el primer paso.
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