PRACTICA III

VARIEDADES TORICAS - 1ER. CUATRIMESTRE 2005

Nota: A lo largo de esta practica, muchos = deben leerse como “son isomorfos”.

Ejercicio 1. Sea ¥ (resp. Y) un abanico racional poliedral en R" (resp.
en R"™. Probar que
(i) Para cada par de conos o € X, 0’ € ¥/, 0" := 0 x ¢/ es un cono racional
poliedral y que la variedad térica afin Vigmyw = Vor X Vo (Cuél es la
correspondiente relacién entre los anillos de funciones?)
(ii) La coleccion de conos

IxY={2xY, ocex% o ey}

. . . /
es un abanico racional poliedral en R"™7".
(111) szzl = Xz X XE"

Ejercicio 2. Sean n; = (2,1), 72 = (1,2) y sea o el cono generado por 7y y
12. Consideremos las sucesiones

(1) 0—z2 2zl oz, o,

donde a(m) = (< m,m >, < m,n2 >)y B(ai,a2) = (a1 + az) (Mmod3), y
denotando por G5 el grupo de raices ciibicas de la unidad,

@) 0— G35 (€ 25 ()2 — 0,

donde 3*(A) = (A, A) y @*(61,02) = (6762, 6:63).

(i) Comprobar que (1) y (2) son exactas y que (2) se obtiene de (1) toman-
do Homy(-, C*).

(ii) Consideremos la accién de G3 en C? definida por: \ * (z1,79) =
(Az1, Az2), para todo A € Gs. Denotemos por (C[z1, 22])%? la subdlgebra
de los polinomios en dos variables invariantes por la correspondiente
accién de G3. Probar que

(Clay, 29))%* = Cla?, 23a0, 2123, 23]
(iii) Sea 0¥ el cono dual de o. Demostrar que 0¥ N Z? est4 generado por
(27 _1)7 (_17 2)7 (170)7 y (07 1) Yy que
(C[X(2771),X(7172), X(LO))X(OJ)] — ((C[x17 xQ])G3 ,
o sea: la variedad térica affn V,» = Spec Clo” NZ?] es isomorfa a la var-

iedad cociente de C2 por la accién de G definida como Spec (Clz1, z2])%.
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Ejercicio 3. Sea A € Z9*™ de rango d y sean U € GL(d,Z), V € GL(n,Z)
tales que S = UAV es la forma normal de Smith de A.

i, Qué calculan las siguientes instrucciones en maple (con A, n 'y d adop-
tando valores numéricos)?

> ismith(A, U, V);

> B := transpose(submatrix(V,[1,2,...,n],[n —d + 1,...,n]));

Nota: Sin =5, d = 3, debe tipearse [1,2,3,4,5] y [4,5] y no los puntos
suspensivos.

Ejercicio 4. Sea ¥ el fan racional poliedral completo en R?, compuesto de
los siguientes 5 conos de dimensién 2 y todas sus caras:

oy = Rzo(l, 0) + RZQ(O, 1)

o9 = Rzo(o, 1) + RZQ(—17O)

o3 = Rzo(—l, 0) + Rzo(—L —1)

o4 = Rzo(—l, —1) —I-RZ()(O, —1)

o5 = Rzo(o, —1)+ Rzo(l,()).
Sea P el politopo entero con vértices en (0,0),(2,0),(2,1),(1,2) y (2,0).
Como ¥ es el fan normal a P y refina los fans asociados a P' x P! y a
P2, existen morfismos naturales de la variedad térica proyectiva asociada
Xp C P7 (notar que P tiene 8 puntos enteros) f; : Xp — P! x P! y
fo: Xp — P2, Describir explicitamente Xp, f1 v fo.

Ejercicio 5. Consideremos

-1 2
0 -3 1111

5=1 3 o ’A_<0123>'
-2 1

La variedad térica X4 es, como sabemos, la clausura de la érbita del punto
po=(1:1:1:1) € P? bajo la accién del toro unidimensional:

(3) N-(01:0:05:04) = (N0 : MOy - N205: X30y), M eC™.

Notar que el producto A - B = 0, pero que las columnas de B no general
kerz(A) (sino que generan un subreticulado del nicleo de indice 3). Sea

w = e rafz clbica primitiva de 1 y llamemos p; = (1 : 1 : w : 1),
p2 = (1:1:w?:1). Denotemos por Xg, X1 y Xz las respectivas clausuras
de las 6rbitas del toro por la accién (3) de pg, p1 y p2 respectivamente. En
particular, Xg = X 4.

Sean hi,hy los binomios que “se leen” de las columnas de B, o sea:
hi(xo,x1,x9,23) = :coxg — 23, ha(wo, 71,72, 73) = x%xg — 23. Llamemos
Xp = V(h1,ha). Probar que

Xp=XoUX1UX>y

v que X; es la imagen de X bajo la multiplicacién coordenada a coordenada
por p;, ¢ = 1,2. Luego, las ecuaciones que describen X;, ¢ = 1,2, se obtienen
“traduciendo” las ecuaciones para Xg = X 4. Escribirlas.



